Bsc algebral normal gyakorlat
Elsé zarthelyi B (2016. oktober 28.) — eredmények és pontozds

1. Legyen v = (z,y,2)". A linearis egyenletrendszer altalanos megoldasa (z,vy,z) = (62,8 — 8z, 2)
(4 pont). Igy 2 > 065 8—82 > 0, azaz z < 1, a két megoldas v = (6,0,1)T és v = (0,8,0)T (2 pont).

2. Mivel € = (v/3 —14)/2 = cos(—30°) + isin(—30°) (1 pont), ezért rendje 12 (1 pont). A hatodik
gyokok hossza 1, szoge rendre 355°, 295°, 235°, 175°, 115°, 55°, mindegyiknek 72 a rendje (4 pont).

Mdsodik megoldds: Mint az el6z6 megoldasban, o(¢) = 12 (2 pont). Ha n® = ¢, akkor legyen
n = o(n). A hatvany rendjének képlete miatt 12 = o(n°®) = n/(n,6) (1 pont). Innen 12 | n (1 pont),
de akkor (n,6) = 6, és ezért n = 72 (2 pont). (Nem kellett felsorolni a hatodik gyokoket.)

3. A racionalis gyokteszt miatt a lehetséges gyokok +1 és +1/2, ezek koziil a pozitivak kizarhatok,
mert ¢,d > 0 (2 pont). Ha a —1 a t6bbszoros gyok, akkor behelyettesitve —2 4+ ¢ —d + 1 = 0, azaz
c = d+1 (1 pont). Hornerrel kiemelve az 2+ 1-et a kapott polinom 222+ (d—1)x+1. Ennek is gyoke
a —1, ezért d = 4 és akkor ¢ = 5 (1 pont), az eredeti polinom ebben az esetben (z + 1)?(2x +1). Ha
a —1/2 a tobbszoros gyok, akkor ezt behelyettesitve ¢ = 2d — 3 adodik (1 pont). Hornerrel kiemelve
x — (1/2)-et 222+ (2d — 4)x + 2 adodik. Ennek is gyoke a —1/2, behelyettesitve d = 9/2-et kapunk,
ami azonban nem egész, ezért ilyen megoldas nincs (1 pont).

4. Legyen z = x + iy, ahol z,y € R, az r szam pedig egy valos gyok. Ekkor r2 4 ir — i(x + iy)
valos része r2 +y = 0, képzetes része r —x = 0 (3 pont). Tehat x = r és igy y = —22 (1 pont).
Megforditva, ha y = —22, akkor az egyenletnek gydke az x (1 pont). A helyes abra tehat az y = —x?
fiiggvény grafikonja (1 pont).

5. Belatjuk, hogy f(z) — 3-nak maximum egy egész gyoke lehet. Ha f(z) = x, akkor f(x) — 3-nak
egy gyoke van, és felveszi az 1 és 2 értékeket is (1 pont). Megmutatjuk, hogy nem lehet két egész
gyoke f(x)—3-nak. Tegyiik fel indirekt, hogy ¢ < d egész gyokei. Ekkor f(z)—3 = (z—c)(z—d)g(x),
ahol g € Z[z] (2 pont). Ezért 2 = f(b) = (b — ¢)(b — d)g(b) + 3, vagyis b — ¢ és b — d egyike 1, a
méasik —1 (1 pont). Ezért ¢ = b—1 és d = b+ 1. Hasonléan a-t helyettesitve azt kapjuk, hogy
a—c=(a—b)+1é a—d=(a—b)—1is osztoja 2-nek (1 pont). A 2 osztoi £1 és £2, e szamok
kozott pedig csak 1 és —1 kiilonbsége 2. Ezért (a — b) — 1 = —1, azaz a = b, de ez lehetetlen, mert
fla) =1¢és f(b) =2 (1 pont).

6. A feladat feltételeinek a 8-cal oszhatd n szamok felelnek meg. Ennek beldtasihoz legyen e rendje
n, szoge pedig 2m-nek k/n-szerese, ahol tehat (k,n) = 1. A —i szoge —m/2, ezért —ie szoge 2m-nek
(k/n)—(1/4) = (4k —n)/(4n)-szerese (2 pont). Azokat az n-eket keressiik, melyek esetében minden
k-ra e tort nevezGje egyszerisités utan n. Ha k = 1, akkor 4n | 4 — n, ezért 4 | n (1 pont). Legyen
n = 4m. Ha m péaratlan lenne akkor a (4 —n)/(4n) = (1 — m)/n tort még egyszertisithetd lenne
2-vel, ezért a nevez$ az egyszerisités utan nem lehetne n. Ezért m paros, azaz 8 | n (1 pont). Meg
kell még mutatni, hogy ha 8 | n, azaz ha m paros, akkor k — m (a szamlalo) relativ prim n-hez.
Mivel (k,n) = 1, ezért k paratlan, igy k — m is az, tehat a tort 2-vel nem egyszertsithetd (1 pont).
Nem egyszertsithets egy paratlan p primmel sem, mert ha p | n = 4m, akkor p | m, ésha p | k—m,
akkor p | k lenne, ami a (k,n) = 1 feltételnek ellentmond (1 pont).

Madsodik megoldds: Ha —ie rendje is n, akkor 1 = (—ig)" = (—i)"e" = (—i)", tehat (—i)" = 1, és
igy n = 4m alaku (1 pont). Ekkor o(¢") = n/(n,m) = 4m/m = 4, vagyis €™ = +i. Mivel —ie rend-
je n = 4m, igy 2m < 4m miatt (—ie)?™ # 1. De (—ig)*™ = (—i)>™(£i)? = —(=1)™ = (—-1)™+L.
Ez azt jelenti, hogy m péaros szam, vagyis 8 | n (2 pont). Megforditva, tegyiik fel, hogy 8 | n azaz
2 | m. Ekkor (—ig)” = ((—i)*)™e" = 1, ezért n jo kitevéje —ie-nak, azaz ha o(—ic) = d, akkor
d | n (1 pont). Tovabba 1 = (—ig)d = (—i)*e? = ¢4 ezért n | 4d. Ha tehat n = td, akkor
t| 4, ésigy d értéke n = 4m, n/2 = 2m vagy n/4 = m lehet csak (1 pont). Viszont m péros, ezért
(—ig)®™ = (—1)me?™ = ¢?™ £ 1, hiszen ¢ rendje n > 2m. Ezért 2m, és igy m sem jo kitevéje
—ie-nak. Tehat o(—ie) = 4m = n (1 pont).



