Proginfo linearis algebra gyakorlat
Hatodik feladatsor — megolddsok

Emlékeztets. Egy matrix oszloprangja az oszlopaibodl allo vektorrendszer, sorrangja a
soraibol allo vektorrendszer rangja. Tétel, hogy ez a két rang minden A mdtrizra ugyanaz
a szdm, ez a méatrix rangja, jele p(A). A tétel ugy is fogalmazhato, hogy A és AT rangja
megegyezik. A rang a Gauss-eliminacional kapott vezéregyesek szama, a miiveleteket
a sorokkal és az oszlopokkal is végezhetjiik, akar vegyesen is. Két nevezetes egyenlStlenség:

p(A+ B) < p(A) +p(B)  p(AB) < p(A) és p(AB) < p(B).

1. Nincs 3 rangt 2 x 3-as matrix, a rang legfeljebb annyi lehet mint a sorok, illetve az
oszlopok széama. Az alabbi méatrixok rangja rendre 0, 1, 2.

000 1 00 1 00
0 00 000 010
2. A fenti 6sszefoglalobol latszik, hogy b) és d) igaz. A masik kett hamis, az ellenpéldak:

10 01 10 0 0
waslo o o=foa] oaslyae=p i
Az a) esetben p(AB) =1 és p(BA) =0. A ¢) esetben p(A — B) =2 és p(A) — p(B) = 0.

Ha AB a (megfelel méretii) egységmatrix, akkor A balinverze B-nek és B jobbinverze
A-nak. Egy k x n-es A matrixnak pontosan akkor van balinverze, ha rangja n, és pontosan
akkor van jobbinverze, ha rangja k. Ha mindketts fennall, akkor A sziikségképpen n x n-es,
azaz négyzetes. Egy négyzetes A matrixnak tehat pontosan akkor van balinverze, ha van
jobbinverze. Tétel, hogy ezek minden esetben egyenldk, ezt (kétoldali) inverznek nevezziik,
és A~ 1-gyel jeloljiik. Kétszer kettes matrix inverzét a kovetkezd képlet szolgaltatja:

[a b] L { d _2} ha ad — be # 0.

c d :ad—bc —C

Ha ad — bc = 0, akkor a méatrixnak nincs inverze. Memoriter: a matrixban fddtlo cserél,
mellékdtlo minuszoz, osztunk ad — be-vel (minden elemet). (Ez az 5. feladat.)

Altalanos négyzetes A matrix inverzét Gauss-eliminacioval szamithatjuk ki.
Az A mellé jobbra odamasoljuk az ugyanakkora egységmaétrixot, és kozéjiik vonalat huzunk.
Karikazni csak a vonaltol balra szabad, a szokasos szabélyok szerint, a miiveleteket a teljes
sorokkal végezziik. Ha keletkezik olyan sor, aminek a bal fele csupa nulla, akkor a mdtrix nem
wnvertdlhato. Ha nem, akkor az eljaras végén a bal oldalon minden sorban és minden osz-
lopban pontosan egy karika lesz. A sorok cserélgetésével a bal oldalbol tehét egységmatrixot

tudunk csinalni. Ekkor a jobb oldalon megjelend mdtriz A~'. Ellenérzés: AA™! - I,.

4. Az M, matrix esetében az eliminaciés invertalas, valamint az eredmények a kévetkezdk.
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3. A b) matrixnak két sora van, ezért rangja legfeljebb 2 lehet. Balinverze akkor lenne, ha
a rangja az oszlopok szama, azaz 3 lenne, ami lehetetlen. Az a) esetben lesz megoldés, mert
a két sor fiiggetlen (egyik sem szamszorosa a masiknak). Az ismeretlen X méatrix elemeire
linearis egyenletrendszert kapunk. Itt van az, ami az elsé oszlopra vonatkozik.

{124} o [1 0] TH2y+4z=1
* | =1 = azaz

3 5 6 3 01 3r+2y+62=0
Ennek megoldasa példaul x = =5, y = 3, 2z = 0 (nem egyértelmi a megoldéas). Az X
masodik oszlopara vonatkozo egyenletrendszer bal oldala ugyanaz, csak a jobb oldala nem.
- T
Egy lehetséges jobbinverz X = _g _:13 8 (tipografiai okokbol szerepel transzponalt).

A c¢) eset is lineéris egyenletrendszerre vezet. Masik megoldas, hogy az egyenletet beszo-
rozzuk jobbrol a bal oldalan lathaté matrix inverzével, amit a fenti képletbdl kapunk:

R e N ]

Diagonalis matrix: olyan négyzetes méatrix, amelynek a f6atlojan (azaz a bal fels§ sarok-
bol a jobb also sarokba vezets atlon) kiviil minden szam nulla. Fels6 haromszégmatrix:
négyzetes, a f6atlo alatt csupa nulla van. Alsé haromszogmatrix: négyzetes, a {6atlo fo-
16tt csupa nulla van. Szimmetrikus matrix: (négyzetes és) a f6atlojara szimmetrikus, azaz
megegyezik a transzponaltjaval. Antiszimmetrikus matrix: (négyzetes és) a féatlojara
szimmetrikus elemek egymas ellentettjei, azaz megegyezik a transzponéltjanak ellentettjé-
vel. Specialisan a f6atlo elemei végig nullaval egyenl6k. Projektor matrix: négyzetes,
a négyzete onmaga. Nilpotens matrix: négyzetes, valamelyik hatvanya a nullmatrix.

6. Az M; nem is matrix. Diagonalis: 5, 6, 11. Haromszogmaétrix: 1, 5, 6, 10, 11. Szimmet-
rikus: 2, 3, 4, 5, 6, 11, 14. Antiszimmetrikus: 5, 8. Projektor: 5, 6, 11, 12. Nilpotens (elég
a matrix méretéig ellendrizni a hatvanyokat): 5, 13. Invertalhato: 1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11, 14.

7. (*) Inverznek megfelel I,, — A, mert (I, + A)(I, — A) = I? — [, A+ Al, — A*> = I,,. (Mivel
négyzetes a matrix, azt mar nem kell ellenérizni, hogy (1, — A)(L, + A) = 1,,.)

8. A nullamétrix rangja 0 (de az is felirhat6 igy). Ezért a méatrixnak van egy nem nulla
oszlopa, legyen ez b. Mivel az oszlopokbdl all6 rendszer rangja 1, ezért barmely két oszlop
Osszefiigg, azaz mindegyik oszlop a b skalarszorosa. Legyen az i-edik oszlop A\;b. Ekkor a
méatrix konnyen ellendrizhetGen b - [Ay, ..., A\,]-nel egyenld.

9. (*) Egy 3 x 2-es matrix és egy 2 x 3-as matrix szorzata a sorrendtdl fiiggéen 2 x 2-es vagy
3 x 3-as lesz, de mindenképpen legfeljebb 2 a rangja. Ezért M, ..., My, kozil csak ezek
maradnak: 5, 6, 12, 13, 14. Az M5 két nullamétrix szorzata, az Mg eléall agy, hogy MT M,

aholM:[1 00

00 1 } Végiil tetszéleges kétszer kettes matrix eldall igy:

{abo} b _{ab]
c d 0 00 c d

A 8. feladat megoldasahoz hasonléan meggondolhatd, hogy minden 3 x 3-as, legfeljebb 2
rangi matrix elGall egy 3 x 2-es és egy 2 x 3-as matrix szorzataként.



