Proginfo linearis algebra gyakorlat
Otodik feladatsor — megolddsok

Matrixmiveletek. Egy matrixot ugy szorzunk egy A\ skalarral, hogy minden elemét
megszorozzuk A-val. Az A és B matrixokat akkor lehet 6sszeadni, ha ugyanannyi soruk van
és ugyanannyi oszlopuk van (azaz mindkettd k x n-es). Az 6sszeadasnal az ugyanazon helyen
allo elemeket adjuk Gssze (azaz ha A-ban és B-ben az i-edik sor j-edik eleme a;;, illetve b5,
akkor A+ B-ben az i-edik sor j-edik eleme a;; +b;;). Az A métrix AT transzponaltjat agy
kapjuk, hogy A sorait AT oszlopaiba mésoljuk (ez ugyanaz, mint ha A oszlopait masolnank
AT soraiba). Ezért egy k x n-es matrix transzponaltja n x k-as lesz. Fontos azonossagok:
(AT = A, (NA)T = NAT | végiil (A + B)T = AT + BT (ha A + B elvégezhets). Példa:
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Sort oszloppal gy szorzunk, hogy a megfelel elemeket egyméssal megszorozzuk, és
ezeket a szorzatokat Osszeadjuk, az eredmény tehéat egy szam (lasd a lenti képletet). Ez a
muvelet akkor értelmes, ha a sornak és az oszlopnak ugyanannyi komponense van. Az AB
matrixszorzat akkor definialt, ha A ugyanolyan széles, mint amilyen magas a B. A szor-
zasnal az A matrix i-edik sorat megszorozzuk a B matrix j-edik oszlopaval (a sor-oszlop
szorzas szabalya szerint), és a kapott szam lesz AB-ben az i-edik sor j-edik eleme. Ezért egy
k X n-es és egy n X m-es matrix szorzata k x m-es. Erdemes a B-t az A-t6] jobbra folfelé
irni, az AB eredményt pedig az A mellé jobbra, hogy a szorzat i-edik sordnak j-edik eleme
az A matrix i-edik sordnak és a B métrix j-edik oszlopanak meghosszabbitasdba essen:
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Hasznos azonossag, hogy ha AB elvégezhetd, akkor (AB)T = BT AT (megfordul a sorrend).
Az n x n-es I, egységmatrixban a f6atlod (vagyis a bal felsg sarokbol indulé atlo) csupa
1-esbdl all, a tobbi elem pedig nulla. Barmely n x n-es A matrixra Al, = [,,A = A.
Egy A maétrix p(A) rangja az oszlopaibol allo vektorrendszer rangja. Tétel, hogy ez
ugyanaz a szam, mint a sorokbol all6 vektorrendszer rangja. Amikor a rangot kiszamitjuk,
akkor a Gauss-eliminacios miiveleteket sorokkal és oszlopokkal is végezhetjiik, vegyesen is.

1. Az értelmezett miiveletek eredményei a kovetkezdk.

AB:{M 1},2A+BT:[ 3 —6 9}7140:{:7 14 1],AAT:[14 19}

19 92 —36 3 27 4 19 15 19 50
1 —38 —249 10 =9 —11 14 1 =5
BA=| -2 5 1|, ¢?=| -1 10 -9|, ccT= 1 14 -7
37 100 5 -1 10 -5 —7 14

2. Ez nehezebb feladat. Az utols6 harom méatrixnal érdemes kis pozitiv n egészekre kisza-
molni, megsejteni az altalanos eredményt, és utdna n szerinti teljes indukcioval bebizonyitani.
A masodiknal a cos(2a) = cos? a—sin? a és sin(2a) = 2sin a cos o azonossagokat hasznaltuk.
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3. Ha A és B felcserélhetd, azaz AB = BA, akkor a szokasos algebrai azonossagok miikod-
nek A-ra és B-re, de 4ltaldban nem. Példaul (A+ B)(A—B) = A>— AB+ BA— A%, ami pont
akkor egyenlé A% — B2-tel, ha —AB+ BA = 0. Hasonlban, (A+ B)? = A+ AB+ BA + B?,
ami pontosan akkor egyenls A% + 2AB + B?-tel, ha AB = BA. Az (AB)T = BT AT azonos-
8 é] és B = [? 8 = AT akkor ez
ellenpélda az a), ¢), d)-re, b) viszont igaz, mert I, felcserélhets A-val: I, A = A = Al,.

4. Gauss-eliminécioval p(A) = p(AAT) = p(ATA) = 2. A B és C els6 harom oszlopa
ugyanaz, mint A harom oszlopa. A B rangja is 2, mert az utols6 oszlop az elsd kettd Osszege,
és igy A-hoz képest nem né meg a rangja. A C rangjara Gauss-eliminacioval 3 adodik, és
ebbdl latjuk, hogy C utolsé oszlopa nem lineéris kombinéacidja az elsé harom oszlopanak.
Ha a = b = ¢ =0, akkor p(D) = 0. Ha nem, akkor D rangja 2. Valoban, a harom oszlop
Osszefiligg, mert az els6 c-szeresét, a mésodik b-szeresét és a harmadik a-szorosit Osszeadva
a nullvektort kapjuk, és ez nemtrividlis linearis kombinaci6é. Viszont két fiiggetlen oszlop
mindig van. Ha pl. a # 0, akkor az els6 két oszlop koziil egyik sem skalarszorosa a masiknak.

5. Az 1. feladat eredményei koziil AAT és CCT lesz szimmetrikus. Az (AB)T = BT AT ¢és
(AT)T = A azonossagokbol (AAT)T = (AT)TAT = AAT | azaz AAT szimmetrikus. A szim-
metrikus métrixok alteret alkotnak. Val6ban, a nullmétrix nyilvan szimmetrikus. Ha A és B
szimmetrikus, akkor AT = A és BT = B, ezért (A+ B)T = AT+ BT = A+ B, azaz A+ B
is szimmetrikus, tovabba (AA)T = AAT = \A, azaz AA is szimmetrikus. Igy a szimmet-
rikus matrixok halmaza zart az Osszeadasra és a skalarral szorzasra. Ennek az altérnek a
dimenzidja n(n + 1)/2. A bézis keresésését n = 2-re mutatjuk be.
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A jobb oldalon szereplé harom matrix bazist alkot. Generatorrendszerrdl van szo, hiszen
tetszGleges A szimmetrikus matrixot felirtunk e hédrom maéatrix linearis kombinéci6jaként.

Fiiggetlenek, mert ha a fenti képlet jobb oldala nulla, akkor A=0,igya=b=d=0.
Altalaban a bézis n matrixaban lesz egy darab 1-es és n(n — 1)/2 méatrixban két darab 1-es.

sagot felhasznalva lathatjuk, hogy ha példaul A = [

6. (**) Az ay, ..., a, rendszerbdl kivalaszthato a Span(a, ..., a,) altér egy C' bazisa, mely-
nek elemszama k = r(ay,...,a,). Hasonloan kivalaszthato by, ..., b,-bdl Span(by,...,b,)

egy m = r(by,...,b,) elemi D bazisa. Kiszamolhato, hogy az a legfeljebb k+m darab a;+b;
vektor, ahol a; € C' vagy b; € D, generatorrendszert alkot Span(a; + by, ..., a, + b,)-ben.
Igy tartalmaz (legfeljebb k 4 m elemii) bézist, melynek elemszama r(a; +by,...,a, + b,).
Ebbdl kévetkezik, hogy tetszéleges két 6sszeadhato méatrixra p(A + B) < p(A) + p(B).

7. AX (illetve X A): X els6 sora (illetve oszlopa) szorzodik 3-mal. BX (illetve X B): X els6
sordhoz (méasodik oszlopahoz) hozzaadodik X maésodik soranak (els6 oszlopanak) kétszerese.
CX (illetve XC'): megcserélddik X els két sora (oszlopa).

8. (*) Tgazoljuk, hogy {Z Zr ~(a+d) {Z Z} + (ad — be) Ll) ﬂ _ {8 8}

9. (*) Az a k x n-es métrix, melynek minden eleme 2¥"~1 (mert 2**~! olyan méatrix van,
ahol pl. az elsd sor els§ eleme 1-es, hisz a tébbi kn — 1 hely mindegyike fliggetleniil 0 vagy 1).



