Proginfo linearis algebra gyakorlat
Negyedik feladatsor — megolddsok

Emlékeztets. Ha adott oszlopvektorok egy rendszere, akkor ennek a rangjat tgy hataroz-
hatjuk meg, hogy egy matrixba irjuk ket és elvégezziik a Gauss-eliminéaciot (a karikazast,
ameddig lehetséges, itt nincs vonal és jobb oldali rész). A rang a vezéregyesek (karikak)
széma. A karikdval megjelolt oszlopok bdzist alkotnak a vektorok dltal generdlt altérben.

1. A rang 3, illetve 4, az eliminacié végeredménye aldbb lathato.
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2. Az alabbiakban szerepel a hat eliminacié eredménye, alattuk az altalanos megoldas.
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3. Az els6 esetben (x,y) = (1,1), a masodik rendszer ellentmondésos, a harmadikban
(x,y) = (0,2). A tanulsag az, hogy az egylitthatok esetében elkévetett nagyon kis méré-
si vagy kozelitési hiba is drasztikusan megvaltoztathatja az eredményt.

4. Az eliminacié méasodik és harmadik lépése:
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Az els6 matrixbol r = 1 esetén az (21, X2, x3) = (1—x9—x3, T9, x3) altalanos megoldas adodik
(ez végtelen sok). Az utolsé méatrixban az elsé sor r = —2 esetén tilos, ezért ekkor nincs
megoldas. Ha r ¢ {—2, 1}, akkor az r + 2-t bekarikdzhatjuk és igy egyértelmi a megoldas.

Egy fiiggetlen rendszer elemszama mindig legfeljebb akkora, mint egy generatorrendszeré.
Ezért mindegyik bézis elemszéma ugyanaz a k szam: a dimenzié. Ha a dimenzi6 k, akkor
minden k elemd fiiggetlen rendszer és minden k elemii generatorrendszer bazis. Minden
fliggetlen rendszer kib&vithet§ bazissa, minden generatorrendszer tartalmaz béazist.

5. Az el6z6 bekezdés alapjan e) és f) igaz. Igaz még ab) (hiszen fiiggetlen rendszer legfeljebb
k elemii lehet, mert legfeljebb annyi az elemszama, mint egy generatorrendszeré, példaul egy
béazisé) és a c¢) is (hiszen legalabb akkora az elemszédma, mint egy fiiggetlen rendszeré, példaul
egy bazisé). Az a) hamis (pl. a 0 6nmagaban Osszefiiges, tehat ez az egyelemd rendszer
ellenpélda minden legaldbb kétdimenzios U esetén), és d) is hamis (példaul vehetjik az
(1,17, [2,2]", ..., [k, k]” vektorokat, ha U = R?, ezek egydimenzios alteret generalnak.)
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6. Egy k-dimenzios alteret Ggy a legegyszertibb konstruélni, hogy vesziink egy by, ..., b, ba-
zist, és az elsé k bazisvektor altal generalt alteret tekintjiik. Ha példaul a trividlis ey, eq, e3, €4
bazist vesszitk R*-ben és k = 2, akkor Span(e;, e;) elemei
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Ez az altér azokbol a [z, 12, x5, 74)7 vektorokbol all, melyekre z3 = 24, = 0. Hasonléan, ha a
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bazist vessziik R**?-ben, akkor példaul Span(by, by, bs) haromdimenziés altér lesz. Ez azok-
bol a métrixokbol all, amelyekben az utolsé sor utolsé eleme nulla.

7. Generatorrendszert gy kereshetiink, hogy az altér elemeit linearis kombinacidéként irjuk
f6l. Ennek minden fiiggetlen részhalmaza bézis lesz, amit a kordbban tanult technikaval ta-
lalhatunk meg (Gauss-eliminaciot végziink, és kivalasztjuk azokat az oszlopokat, melyekben
van karika). Illusztracioképpen a b) feladat megoldasa n = 3 esetén a kovetkezd.

Alteret kapunk (ellendrizni kell a zartsagi tulajdonsagokat). Az altalanos elem
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Ezért e; és ey generdtorrendszer, de nyilvan fliggetlen is, azaz bazis.

a) Egydimenzios altér, béazis: [1,1,...,1]7

b) Kétdimenzios altér, bazis: [1,0,0,...,0]", [0,1,0,...,0] .

c¢) Nem altér, [0,1,0,...,0]T és[1,0,1,...,1]T eleme, de az 6sszegiik nem.

d) Nem altér, nincs benne a nullvektor.

e) Kétdimenzios altér, bazis [1,0,1,0,...]7 és [0,1,0,1,...]7.

f) Haromdimenzios altér. Az elsé bazisvektor [1,0,0, 1,0,0, ...]7 (harmasaval periodi-

kus), a mésodik [0,1,0, 0,1,0, ...]%, a harmadik [0,0,1, 0,0,1, ...]%.
g) Ha y # 0, akkor nem altér, mert nincs benne a nullvektor. Ha y = 0, akkor altér, a
dimenzidoja n — 1, bazist alkotnak benne példaul az alabbi vektorok:

e, —ey=[1,-1,0,...,0]", e —e3=][1,0,—1,0,...,0]", e —e,=][1,0,0,...,0,—1] .

8. A legegyszertibb, ha a két altér egy-egy bazisat egyesitjik. Ekkor a két altér altal generalt
altérben egy generatorrendszert kapunk, amibdél mar ki tudunk valasztani a tanult modszerrel
egy bézist. Harom mintat mutatunk, mindet n = 4 esetén.

Az a) és e) pontokban szerepls alterek esetében a kapott harom vektor egyiittvéve mar
nem fiiggetlen, mert [1,1,1,1]7 =[1,0,1,0]7 +[0,1,0,1]%. Itt a generalt altér ugyanaz, mint
az e)-beli altér, mert az a)-beli altér ennek része.

A Db)-beli és e)-beli altereket véve a generatorrendszerek unidja is fiiggetlen lesz, ezért a
kapott altér az egész R*.

Végiil az a) és b) esetében szintén fiiggetlen a harom vektor egyiitt, a generalt altér elemei
2[1,1, 1,17 + 25[1,0,0,0]7 + 23[0,1,0,0]" = [21 + 9, 71 + 23, 21, 71]7 . Ez az altér azokbol
a vektorokbol all, melyeknek az utolso két koordinatéja egyenld.



