A Gauss-eliminacid

A modszer arra szolgél, hogy egy linearis egyenletrendszer Gsszes (sokszor végtelen sok)
megoldasat megtalaljuk. Egy egyenletrendszer akkor linearis, ha az ismeretlenek nincsenek
egymassal sszeszorozva (tehat nem szerepel benne pl. zy vagy 2?), és osztani sem kell veliik.
Példa erre a kovetkezd:
r+y+ z=3
x + z2=2
22+ y+22=5
Ennek az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van. Ha pl. z = 1, akkor a méasodik
egyenletbsl x = 1, és akkor az els§ és harmadik egyenletbdl is (szerencsés modon) ugyanaz
jon ki: hogy y = 1. De ha z = 0-val probalkozunk, akkor x = 2, és ismét y = 1 adodik.
S6t, z értékét barhogy megvélaszthatjuk. Ha z valamilyen r szam, akkor a masodik
egyenletbdl x = 2 — r, és igy az elsé és harmadik egyenletbdl is az y = 1 értéket kapjuk.
Visszahelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy ez mindegyik egyenletet kielégiti. Ezért

az egyenletrendszer altalanos (paraméteres) megoldasa (z,y,z) = (2 —r,1,7).

Tehat r barmely értékéhez kapunk egy megoldast, pl. ha r = 4, akkor (z,y,2) = (=2,1,2).

Egy ilyen képletnek az az értelme, hogy a megoldasokkal konnyebben lehet tovabb szé-
molni, mint az eredeti egyenletrendszerrel. Ha példaul az a feladat, hogy mik a nemnegativ
egész megoldasok, akkor latjuk, hogy » > 0 és 2 —r > 0, vagyis r csak 0, 1, vagy 2 lehet.
Ezért a nemnegativ egész megoldasok (x,y, z)-re ezek: (2,1,0), (1,1,1) és (0,1, 2).

(Erdemes meggondolni, hogy mit jelent ez a geometria nyelvén. Az x +y+ 2z = 1 a térben
egy siknak az egyenlete. Hasonl6an sikot hataroz meg a maésik két egyenlet is. Ezért az
egyenletrendszer megoldasai harom sik k6z6s pontjait adjak. Altalaban ez csak egy pont, de
a fenti esetben az els6 két sik metszésvonalédn a harmadik sik is &tmegy, ezért itt a ko6zos rész
egy egyenes, és az altalanos képlet amit kaptunk, ennek a térbeli egyenesnek az egyenlete.)

Az imént a z értékét szabadon megvalaszthattuk. Ez nincs igy mindegyik ismeretlennel.
Az els6 egyenletbdl a masodikat kivonva y = 1 jon ki, tehat y-t nem valaszthatjuk szabadon.
A Gauss-eliminacio egy szamitogépes algoritmust ad annak meghatérozaséara, hogy az egyen-
letrendszernek van-e megoldasa egyaltalan, és ha igen, akkor hogyan talalhatunk szabadon
megvalaszthato ismeretleneket ahhoz, hogy az altaldnos megoldast fel tudjuk irni.

Miel6tt elkezdenénk, az egyenletrendszert atirjuk matrixos alakba, hogy késébb kevesebbet
kelljen irni. Ez azt jelenti, hogy készitiink egy tablazatot az egyiitthatokbol és a jobb oldalon
allo értékekbdl, a kovetkezSképpen:

11 1|3
10 1|2
21 2|5
Ha emlékeztetni akarjuk magunkat az ismeretlenek jelolésére, akkor az x, y, z bettiket az

elsé harom oszlop tetejére irhatjuk. A sorok az egyenleteknek felelnek meg.

Az algoritmus sorén egy szisztéma szerint a kovetkezs 1épést alkalmazzuk tébbszor egymas
utan: az egyik egyenletbdl (vagyis a fenti matrix egyik sorabol) kivonjuk egy masik egyenlet
(vagyis sor) alkalmas szamszorosat. Koénnyd meggondolni, hogy egy ilyen lépés soran az
egyenletrendszer megoldasai nem véltoznak meg. A cél az, hogy a matrixban minél t6bb
nulla legyen, mert akkor lesz kénnyt leolvasni a megoldasokat. Idealis esetben mindegyik
egyenletben csak egy ismeretlen szerepel majd nem nulla egyiitthatéval, pl. z =1, y = 2.



Az algoritmus

(1) Bekarikdzunk a matrix bal oldalan (azaz a fiiggéleges vonaltol balra) egy nem nulla
szamot gy, hogy a soraban és az oszlopaban ne legyen mésik karika.

(2) A karikazott szammal végigosztjuk a sorat (ekkor a karikas szam 1-gyé valtozik, ennek
neve vezéregyes).

(3) A vezéregyes alatti és f6lotti szamokat nullava tessziik ugy, hogy a vezéregyes soranak
alkalmas szamszorosat rendre kivonjuk a tobbi sorbol.

Az (1),(2), (3) lépéseket ebben a sorrendben addig ismételjiik, amig el nem akadunk, azaz
amikor mar nincs mit karikédzni. Ez lesz a STOP allapot.

Az imént vizsgélt egyenletrendszer esetében ez példaul igy végezhets:

1 113 0 1 0|1 0 O 0]1 0 @ o0]1
@012~®012~@012~@012
1 215 0 1 01 0 1 01 0 0 0/0

Az els6 atalakitas soran a masodik sort kivontuk az els6 sorbol, majd a mésodik sor két-
szeresét kivontuk a harmadik sorbol. Azutan karikéztunk, végil az els6 sort kivontuk az
utolsobol. A negyedik méatrix mar STOP éllapotban van, nem tudunk karikazni. Valoban,
karikdzni csak ,;aj” sorban és ,ij” oszlopban lehet (ahol még nincs karika), vagyis csak azt
a szamot karikdzhatnank, ami a harmadik sorban a vonal mellett balra van, de azt nem
karikdzhatjuk be, mert nulla.

A megoldasok leolvasasanak megértéséhez lassunk harom egyszertibb példat.

T+ y=2 T+ y=2 T+ y=2
2+ y=3 20 +2y=3 2x4+2y=4

Réanézésre is lathatjuk, hogy az els§ egyenletrendszernek egyértelmd a megoldasa (r = y = 1),
a masodiknak nincs (mert ha x + y = 2, akkor 2z 4+ 2y = 4), a harmadiknak pedig végtelen
sok megoldasa van. A megfelels matrixok STOP alakja a kovetkezs (ellendrizzik!):

D o] [@ 1] 9 [@ 12
o o b [V ol [ ]3]

Irjuk ezeket a matrixokat vissza egyenletrendszer alakba:

=1 T+ y= 2 T+ y=2
y=1 0=-1 0=0
A mésodik egyenletrendszerben a 0 = —1 egyenlet 6nmagéban ellentmondést hordoz, ezért

itt nincs megoldéas. Ennek a métrixban tgynevezett tilos sor felel meg: olyan sor, amelynek
a bal oldala végig nulla, de a jobb oldala nem. Egy egyenletrendszernek akkor és
csak akkor nincs megoldasa, vagyis akkor és csak akkor ellentmondésos, ha az
eliminaci6é soran keletkezik tilos sor.

A harmadik egyenletrendszer esetében a méatrix utolsé sora csupa nulla sor. Az ilyeneket
nyugodtan kihtuzhatjuk a métrixbol, a végeredményt nem befolyasoljék. Ezutan egy valtozot
(ismeretlent) nevezziink szabadnak, ha az oszlopaban nincs karika, és kotottnek, ha van.
A harmadik egyenletrendszerben tehat x kotott, y szabad valtozo. Az elsé egyenletrendszer-
ben nincs szabad valtozo, mindketts kotott, és ezért lesz egyértelmd a megoldas.



A megoldasok leolvasasa a STOP alakbél

(1) Ha van tilos sor, akkor az egyenletrendszer ellentmondasos.

(2) Ha nincs, akkor a matrixot egyenletrendszerre visszairva a szabad véltozokat atvi-
hetjiik a jobb oldalra. Ezzel minden kotott valtozot kifejeztiink a szabadok segitsé-
gével. A szabad valtozok tetszlleges értéket kaphatnak, és ez a valasztas
az egyenletrendszer megoldasat egyértelmiien meghatarozza.

Specialisan a megoldas akkor és csak akkor egyértelmi, ha nincs tilos sor, és nincs
szabad valtozé.

A kiindul6 példankban x és y kotott, a harmadik oszlophoz tartozo z szabad valtozo, tilos
sor nincs. Igy az elsé sorbol y = 1, a méasodikbdl z = 2 — z adodik, az altalanos megoldas
(x,y,2) = (2 — 2,1, 2), ahol z értéke tetszéleges szam lehet (ez jott ki az elsé oldalon is).

A Gauss-eliminaciot toébbféleképpen is végezhetjiik, ha mashogy karikazunk. Példaul igy:

T Yy =z T Yy =z
11 113 01 01 0@ o0]1 0D o0]1
[10@2]~10®2~10®2~[10@2]
21 215 01 0|1 0O 1 0|1 0O 0 010

Itt = szabad valtozo, és y, z kotott, az altalanos megoldas pedig (z,y, 2) = (x,1,2 — x). Ez
formélisan masképp néz ki, mint az a képlet, amit akkor kaptunk, amikor z volt szabad, de
ugyanazokat a szamhéarmasokat adja megoldasként (csak mashogy paraméterezve).

A megoldast tgy ellenérizhetjiik, hogy az éaltaldnos megoldast visszahelyettesitjik az
egyenletekbe, ekkor azonossagot kell, hogy kapjunk. Példaul az (z,y,z2) = (x,1,2 — x)
megoldéast a harmadik egyenletbe visszahelyettesitve

2 +14+22—-—2)=5

tényleg azonossag: x kiesik és a kapott szam mindkét oldalon 5. Ez az ellenérzés a szdmolasi
hibék ellen véd, ha biztosak vagyunk a hibatlan szamolasban, akkor nem sziikséges elvégezni.

A megoldasok szama

Ervényes az alabbi tétel: ha egy linearis egyenletrendszerben az egyenletek szama
kisebb, mint az ismeretlenek szama, akkor nem egyértelmii a megoldas. Ezt talan
ugy lehet megjegyezni, hogy arra gondolunk: ha tul kevés az informéacio, akkor abbol nehéz
kitalalni egy egyértelmi megoldast. Ez azonban nem preciz meggondolas, dvatosnak kell
lenniink, s6t nemlinearis egyenletrendszerre nem is igaz az allitas. Példaul az 22 +¢y> = 0
egyenletnek a valés szamok korében egyértelmi megoldasa van, csak x = y = 0 j6, mikdzben
kevesebb egyenlet (1) van, mint ismeretlen (2).

A preciz gondolatmenet a kovetkezs. Nézziik a Gauss-eliminacio STOP allapotat. Ha
egyértelmd a megoldéas, akkor nincs tilos sor, ezért kapunk egy altalanos megoldést. Ebben
nem lehet szabad valtozo, mert annak a helyébe tobbféle szamot is irhatnank, és igy nem
lenne egyértelmt a megoldas. De ha nincs szabad valtozo, akkor minden oszlopban van
karika. Minden karika mas sorban van, tehat legalabb annyi sor van, mint oszlop.

Mas hasonl6 Gsszefiiggés nem igaz az egyenletek szdma, az ismeretlenek szama és a meg-
oldasok szama kozott. Ellentmondést tudunk csinalni mar két egyenlettel is, akarhany is-
meretlen is van, pl. x4+ y+ 2 =0¢é x+y+ 2z = 1. Az egyenletek szamét is biintetleniil
szaporithatjuk, pl. az x = 1, 20 = 2, 3z = 3 rendszernek is egyértelmii megoldasa van.



Egy linearis egyenletrendszert homogénnek neveziink, ha az egyenletek jobb oldalan
(azaz a méatrix utols6 oszlopaban) allé szamok mind nullaval egyenlék. Ilyenkor mindig van
megoldés, mert az 6sszes ismeretlen helyébe nullat irhatunk. Ezt hivjuk az egyenletrendszer
trivialis megoldasanak. A tobbi a nemtrivialis megoldas. Az imént bizonyitott allitas
ezért a kovetkezst adja: ha egy homogén linearis egyenletrendszerben az egyenletek
szama kisebb, mint az ismeretlenek szima, akkor van nemtrivialis megoldasa.

Linearis fiiggetlenség

Ha a, b, ..., d oszlopvektorok és x,y, ..., v ismeretlenek, akkor za +yb + ... +vd = 0 egy
homogén lineéaris egyenletrendszert ad e vektorok koordinataira. Példaul ha

1 1 1 1
a=|2|, b=|3|, c=1[4|, d=|5],
3 4 5 6

akkor az ismeretleneket x,y, u, v-nek nevezve a kapott egyenletrendszer ez lesz:

r+ y+ u+ v=0
2x+3y+4u+5v=0
3r+4y+>du+6v=0

1]0 @ 1 110 @ 0 -1 —2]0
50 ~1 0 230~ 0 @ 2 3|0],

60 0 1 2 3|0 0 O 0 0]0

azaz (z,y,u,v) = (u+2v, —2u—3v,u,v). Itt két szabad paraméter van, a megoldasok szama
végtelen. Ezért van nemtrivialis megoldas is, pl. u =1, v = 0-ra (z,y,u,v) = (1,—2,1,0).

Azt mondjuk, hogy az a,b,...,d vektorok linearisan fiiggetlenek, ha a fenti linearis
egyenletrendszernek csak trividlis megoldasa van, azaz ha ra+yb+ ...+ vd = 0 csak akkor
teljesiilhet, ha mindegyik ismeretlen értéke nulla. Ennek vizsgalatdhoz az egyenletrendszert
nem is kell felirni, lathatjuk, hogy a Gauss-eliminaciés matrix oszlopai pont az a,b,...,d
vektorok, az utols6 oszlop pedig végig nulla, ezt sem érdemes kiirni az eliminacié soran.

Az, hogy csak trividlis megoldas van, azzal egyenértékii, hogy a megoldéis egyértelmdi,
azaz, hogy nincs szabad valtozé. Ezért a linearis fliggetlenséget tigy donthetjiik el, hogy
oszlopvektorainkat egy matrixba irjuk és elvégezziik az eliminéaciot. A vektorok akkor és csak
akkor fiiggetlenek, ha minden oszlopban lesz karika.

Ha a vektoraink kozott ott a nullvektor, akkor ezt vehetjiikk 1 egyiitthatoval, a tobbit O
egyiitthatoval, ekkor az 6sszeg nulla lesz. Ezért a vektorok dsszefliggenek. Ha a rendszerben
az eqyik vektora eqy mdsik vektor szdmszorosa, pl. b = 2a, akkor 2a—b+0c+...4+0d = 0,
és mivel nem minden egytitthatd nulla ezek a vektorok is linearisan dsszefliggenek.

Specialisan ha csak két vektor van, akkor semmit nem kell szamolni: ha ,ardnyosak”, vagyis
az egyik a masiknak szdmszorosa (specidlisan ha az egyik a nullvektor) akkor dsszefiiggenek,
kiilénben nem. Példaul [1,2,3]7 és [2,4,6]7 aranyosak, tehat osszefiiggsk, de [1,2, 3] és
2,4, 7] fiiggetlenek (helykimélés céljabol irtuk sorvektorok transzponaltjait). Harom vektor
esetén mar nincs ilyen egyszerti modszer, nem igaz az, hogy akkor lennének fiiggetlenek, ha
barmely kettd fliggetlen, példaul osszefiigghetnek tigy is, hogy az egyik a mésik ketts 0sszege.

Végiil: ha tobb vektor van, mint amilyen magasak (a példank is ilyen: 4 darab 3 kompo-
nenst vektor van), akkor biztosan Osszefliggenek a lap tetején szerepld allitas miatt. Ilyenkor
ugyanis kevesebb egyenlet van, mint ismeretlen.
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