1. A maradékos osztas

Egész szamok osztasa

Példa
223: 7=
— 21
13
—7

223 =7-31+46. Itt 31 a hdnyados, 6 a maradék.

Visszaszorzunk
Kivonunk

Allitas (szamelméletbsl)
Minden a,b € Z esetén, ahol b # 0, létezik olyan q,r € Z, hogy a = bq + r és
r| < 10].

Polinomok osztasa

Példa
(223 + 222 +3x +2) : (22 +1) :
— 222+ 0 +2z2)

202+ x +2
— (2224 0 +2)

223 + 222 + 32 + 2 = (22 + 1)(22 + 2) + .

Fétagokat elosztjuk: (223)/x? = 2x
Visszaszorzunk: (2x)(z? + 1) = 223 + 22
Kivonunk

Fétagokat elosztjuk: (222)/z? = 2
Visszaszorzunk: 2(z% + 1) = 222 + 2
Kivonunk

Tétel (K3.2.1)
Minden f, g € C[z] esetén, ahol g # 0, létezik olyan ¢, r € Clz], hogy f = gq+r,
és r = 0, vagy gr(r) < gr(g). A q hdnyados és r maradék egyértelmien
meghatarozott.

Maradékos osztas: létezés

Tétel (K3.2.1)

Minden f, g € Clz] esetén, ahol g # 0, létezik olyan q,r € C[z], hogy f = gq+T,
és r =0, vagy gr(r) < gr(g).



Bizonyitas

Indukcio gr(f) szerint. Ha f = 0, vagy gr(f) < gr(g): f =g-0+ f. Tegyiik fol:
gr(f) = n > gr(g), és az n-nél kisebb fokuakra igaz. Legyen f f&tagja az™
és g fotagja bx™, ahol b # 0 és m < n. Ekkor fy = f — (a/b)z™ ™g-bol
kiesik az n-edfoku tag. Indukcios feltevés: fo = gqo + r, ahol r = 0, vagy
gr(r) < gr(g). f = fo+ (a/b)z""™g = g(qo + (a/b)z"~™) +r. Tehat f is
eloszthaté maradékosan g-vel. O

A q és r egylitthatoi a négy alapmiivelettel kaphatok. Az eljaras soran csak g
f6egyiitthatojaval osztunk.

Maradékos osztas: egyiitthaték

Ko6vetkezmény
Lehet maradékosan osztani R[z]-ben és Q[z]-ben is. Oka: R-ben és Q-ban
minden nem nulla szammal oszthatunk.

Ko6vetkezmény
Z[z]-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal, amelyek féegyiittha-
tgja 1 vagy —1. Oka: Z-ben 1-gyel és —1-gyel minden szamot eloszthatunk.

Maradékos osztas NINCS Z[z]-ben

Példa (K3.2.18)
Az x : 2 maradékos osztas nem végezhets el Z[x]-ben.

Bizonyitas

Indirekt foltevés: x = 2q + r, ahol q,r € Z[z], és r = 0 vagy gr(r) < gr(2).
De gr(r) < gr(2) = 0 nem lehet, tehat r = 0, azaz x = 2¢(x). Ez lehetetlen,
példaul = 1-et helyettesitve azt kapjuk, hogy 1 = 2¢(1), azaz 1 paros szam,
ami ellentmondas. O

Megjegyzés
Q[z]-ben x : 2-nél a hanyados x/2, a maradék 0. Igy a maradékos osztés egyér-
telmiisegébdl is latszik, hogy x : 2 nem végezhets el Z[z]-ben, hiszen z/2 ¢ Z[z].

Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)
Legyen f,g € Clx], ahol g # 0. f = gq1 + 71, ahol 71 = 0, vagy gr(r1) < gr(g)-
f = gqa + 72, ahol ry = 0, vagy gr(rs) < gr(g). Ekkor ¢1 = g2 és 1 = 7.

Bizonyitas

9q1 +r1 = f = gqo + ro, atrendezéssel g(q1 — q2) = ro — r1. Itt ro — ry vagy
nulla, vagy g-nél kisebb foku.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1 — g2)) = gr(g) + gr(q1 — ¢2) > gr(g). Tehit a bal
oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondés.

Ezért ¢ —qo =0, és igy q¢1 = q2. De akkor ro —r; = g-0 =0, ésigy r1 =ro. O



2. Oszthatoésag polinomok kozott

Oszthatosag

Definici6é (K3.1.3)

Legyen R a C,R,Q,Z egyike.

Azt mondjuk, hogy a g € R[z]| polinom osztdja f € R[z]-nek R[z|-ben, ha
létezik olyan h € R[z] polinom, hogy f(x) = g(x)h(x). Jelolés: g | f (vagy néha
9 |Riz) )

Példak
x + 1 osztdja x? — 1-nek C[z], R[z], Q[z], Z[z] mindegyikében,
mert 22 — 1= (z + 1)(x — 1), és x — 1 € Z[z], Q[z], R[z], C[x].

2 osztoja z-nek Clz], R[z], Q[z] mindegyikében,
mert © = 2(z/2), és x/2 € Q[z], R[z], C[z].

2 nem osztoja x-nek Z[x]-ben, mert ha 2h(z) = x lenne,
ahol h(z) = ¢o + c1z + ..., és co,c1,... egészek, akkor x egyiitthatojat véve
2c¢1 = 1 teljesiilne.

A hanyados egyiitthatoi

Kovetkezmény (K3.2.2)
Tegyiik fol, hogy g(z) osztoja f(x)-nek C[z]-ben, és f,g € Rlz]. Ekkor g | f
teljesiil R[z]-ben is.

Bizonyitas
A felteves szerint f(x) = g(x)h(z), ahol h € Clz]. Osszuk el maradékosan f-et
g-vel R[x]-ben:

f=9q+r,
ahol g,r € Rlz] és r = 0, vagy gr(r) < gr(g). Ez C[z]-ben is egy maradékos
osztas. De Clz]-ben

f=gh+0
is egy maradékos osztas. A Clz]-beli egyértelmiség miatt g(x) = h(x). De
q € R[z], ezért h € R[z]. O

Ugyanigy R helyett Q-ra is.

Egységek

Definicié (K3.1.9)

Legyen R a C,R,Q,Z egyike.

Azt mondjuk, hogy a g € R[z] polinom egység R[z]-ben, ha minden R[x]-beli
polinomnak osztoja R[x]-ben.

Allitas (K3.1.11)
Clz], R[z], Q[z] egységei a nem nulla konstans polinomok.
Z[x] egységei csak az 1 és a —1.



Bizonyitas (vazlat)

Ha g(z) egység, akkor osztoja a konstans 1 polinomnak, azaz van reciproka.
Lattuk (fokszammal), hogy g konstans. C, R, Q-ban minden nem nulla szimmal
lehet osztani, Z-ben csak +1-gyel oszthaté minden szam. O

Kitiintetett k6zo6s oszto

Definicié (K3.1.19)

Legyen R a C,R, Q, Z egyike. Azt mondjuk, hogy h(x) az f, g € R|x] polinomok
kitiintetett kozos osztdja R[xz]-ben, ha kozds osztdjuk, azaz h | f és h | g, tovabba
h az f és g minden kéz0s osztdjanak tobbszorise, azaz tetsz6leges k polinomra

k| feésk]|gesetén k| h.

Mint szamelméletben (K3.1. és K3.2. szakasz)

A Kkitlintetett k6z0s oszt6d egységszeres erejéig egyértelmiten meghatdrozott. Azaz
ha hi és ho is kitiintetett kozos osztoja f-nek és g-nek, akkor hy és ho egymés
egységszeresei.

Az f és g kitiintetett kozos osztoja C, R, Q folott az euklideszi algoritmussal
szamithato ki, és folirhato f(x)u(z) + g(z)v(z) alakban alkalmas u(x), v(x)-re.

3. Konjugalt gyokok

Az algebra alaptételének kovetkezménye

Belattuk (K2.5. szakasz)
Minden n-edfoki komplex egyiitthatos f polinom f6lirhat6 c¢(z —b1) ... (z —by)
alakban, ahol c az f fGegyiitthatoja. Ez az f polinom gyéktényezds alakja.

Belattuk
Minden n-edfoktu komplex egyiitthatés polinomnak multiplicitdsokkal szamolva
n darab gyoke van.

Allitas (K3.3.9)
Paratlan foka valos egyiitthatés polinomnak van valés gyoke.

Otlet: parositsunk minden gyckot a komplex konjugéltjaval.



Gyo6k konjugaltja

Allitas (K3.3.6)

Legyen f = ag + a1z + ... + a,z" valds egyiitthatoés polinom. Ha ¢ € C gydke
f-nek, akkor ¢ konjugaltja is gyoke f-nek.

Bizonyitas
ag +aic+ ...+ a,c” =0,

vegylik mindkét oldal konjugaltjat. A konjugalas Osszeg- és szorzattarto:
Ztw=Z+WesZW=2ZW.

Igy ezt kapjuk:

fle)=a+ac+...+a,c"=0=0.
Valos szam konjugéltja onmaga, tehat 0 =0 és a; = a;. Igy a bal oldalon f (E)
all, a jobb oldalon 0, tehat ¢ gyoke f-nek. O

A konjugalt multiplicitasa

Allitas (K3.3.6)
A c és a ¢ ugyanannyiszoros gyoke f-nek.

Bizonyitas

f foka szerinti indukcioval. Ha ¢ valos: nyilvanvalo. Legyen ¢ = a + bi, ekkor
¢ = a—bi. Ha ¢ nem valos, akkor ¢ # €, igy = — ¢ és x — ¢ egyszerre kiemelhetsk.
Tehat f(z) = (x — ¢)(x — €)h(x), ahol h € C[z].

(x —c)(x —¢) =22 — (c+¢)x + c¢ = 2% — 2az + (a® + b?) € R[z].

A korabbi Kévetkezmény (K3.2.2) miatt h(z) is valos egyiitthatos.

Az indukciés feltevés miatt ¢ és ¢ ugyanannyiszoros, mondjuk k-szoros gyokei
h(z)-nek (k =0 is lehet!). Igy f(x)-nek c és ¢ is k + 1-szeres gydke. O

4. Polinomok szadmelmeélete

Polinomok szorzatra bontasa

Ccél

Polinomok szorzatra bontasa, ameddig csak lehetséges. Hasonlit a szamok szor-
zatra bontédsahoz: 12 = 2-2-3. Itt 2 és 3 felbonthatatlan, azaz irreducibilis
szamok.

Definici6-kisérlet
Egy polinomot nevezziink irreducibilisnek (felbonthatatlannak), ha nem lehet
szorzatra bontani.

Problémak

(1) Az z irreducibilis? =1 -2 = (=1)(—2) = (1/2)(2z). Ugyanigy 2 =1- 2,
de a 2 mégis felbonthatatlan szam.

(2) 2?2 +1 = (z +i)(x — i) valos fol6tt nem bonthato fol. Akkor most 22 + 1
irreducibilis-e, vagy sem?



Felbonthatatlan szamok

Emlékeztets szamelméletbdl

Az egész szamok kozott az egységek: 1 és —1. Az n szédm trividlis felbontdsa
n = ab, ha a vagy b egység. Vagyisn=1-n=n-1=(-1)(—n) = (—n)(-1).
Az n szam felbonthatatlan, ha nincs nemtrivialis felbontasa. A felbonthatatlanok
koziil kizarjuk az egységeket.

Példa: A 6 = 2- 3 nemtrivialis felbontas, mert 2 és 3 nem egység. Ezért a 6 nem
felbonthatatlan.

Példa: A 2 szamnak csak trivialis felbontasai vannak. Mivel 2 nem egység, ezért
a 2 felbonthatatlan.

A szamelmélet alaptétele: minden nullatol és egységtdl kiillonbozs szam felirhato
felbonthatatlanok szorzataként. Ez egyértelmd, ha a sorrendtdl és egységszeres-
t6l eltekintiink. A bizonyitéas {6 eszkoze: a kitiintetett kdzds oszto.

Irreducibilis polinomok

Definicié (K3.1.12, K3.1.13)

Legyen R a C,R,Q,Z egyike.

Azt mondjuk, hogy az f € R[z] polinom f = gh felbontésa trividlis (g, h € R[z]),
ha g és h valamelyike egység R[z]-ben. Az f € R[z] polinom irreducibilis R|x]-
ben (R f6lott), ha nincs nemtrividlis felbontdsa, és nem egység. Reducibilis azt
jelenti: nem egység és nem irreducibilis.

A szamelmélet alaptétele polinomokra (K3.2.12, K3.4.10)

Legyen R a C,R,Q,Z egyike.

Minden nullatol és egységtsl kiilonbozs R[z]-beli polinom felérhats R[x]-beli
irreducibilisek szorzataként. Ez egyértelmd, ha a sorrendtdl és egységszerestél
eltekintiink.

Bizonyitas: C, R, Q-ra mint szamelméletbsl, Z[z]-re legkozelebb.

Példak felbontasra

Példa (K3.3.14)

Az f(x) = 6(2% — 2)(22 + 1) € Z[z] alaptétel szerinti felbontésai:
C[z]-ben 4 tényezs:

(62 —6v2) - (z+v2) - (z+1) - (z — i)
Rz]-ben 3 tényezs:
(62 —6v/2) - (x +v2)- (22 +1)
Q[z]-ben 2 tényezds:
(622 —12) - (22 + 1)
Z[z]-ben 4 tényezd:
2:-3- (22 —-2) (22 +1)

Tanulsag
A 6 nem lehet kiilon tényezs C, R, Q folott, mert egység. A Z[z]-ben 6 nem
egység, s6t 2, 3 itt irreducibilis polinomok.



Az alaptétel bizonyitasa

Az alaptétel bizonyitasa
C,R,Q folott ugyantgy, mint egész szamokra (K3.2.13, K3.2.14):

(1) Az euklideszi algoritmus miatt barmely két polinomnak van kitintetett
kézds osztdja.

(2) Erre teljesiil a kiemelési tulajdonsdg: (fg, fh) = f(g,h) (lasd K3.1.23.)

(3) Emiatt minden irreducibilis f polinom primtulajdonsdgi: ha f | gh, akkor
flgvagy f1|h. (lasd K3.1.25.)

(4) Ebbdl kovetkezik az alaptétel egyértelmiségi dllitasa (ugyantugy, mint egész
szamokra).

(5) A felbontés létezése fokszam szerinti indukeidval.

A Z[z]-beli alaptételt a Q[z]-beli alaptételre vezetjiik vissza (K3.4. szakasz, leg-
kozelebb).

5. Az irreducibilitas eldontése
Gyokok és irreducibilitas

Tétel (K3.3. Szakasz)
Legyen T a C,R, Q egyike.

(1) Az f € T[x] akkor és csak akkor irreducibilis T' £616tt, ha nem konstans,
és nem bonthatd T'[x]-ben alacsonyabd foki polinomok szorzatara.

(2) Elséfoki polinom mindig irreducibilis T'[x]-ben.

(3) Mdsod- és harmadfoki polinom akkor és csak akkor irreducibilis T[z]-ben,
ha nincs gydke T-ben.

(4) Legaldbb negyedfoki polinom, HA van gyoke T-ben, akkor biztosan NEM
irreducibilis T'[z]-ben.
Ha nincs gyoke, attol még lehet reducibilis! Példa: Q[x]-ben (22 + 1)2.

(5) Gyok létezése elsdfoku irreducibilis tényezonek felel meg.

Ezek koziil csak (4) igaz Z[z]-ben!



Gyo6kok és irreducibilitas — bizonyitasvazlat

Legyen T a C,R,Q egyike. Ekkor egy g € T'[x] polinom pontosan akkor egység,
ha nem 0 konstans, azaz a foka 0.

Ha f = gh, akkor gr(f) = gr(g) + gr(h). Ezért ez a felbontas akkor és
csak akkor nemtrivialis, ha 0 < gr(g), gr(h) < gr(f). Igy f akkor reducibilis, ha
alacsonyabb fokiak szorzatdra bomlik.

Ha gr(f) = 1, akkor ez nem lehetséges, és f nem is egység. Ezért elsdfoki
polinom mindig irreducibilis.

Ha f-nek van egy ¢ € T gyoke, akkor az x — ¢ gyoktényezd kiemelhetd, és
ezért f-nek van els6foka tényezdje T {6lott. Megforditva, ha f = gh, és példaul
g foka 1, akkor g(z) = ax + b alakd, ezért —b/a € T gydke g-nek, igy f-nek is.
Tehat gyok létezése tényleg elséfoki tényezdnek felel meg.

Ha gr(f) = 2 vagy 3, és f = gh nemtrivialis felbontés, akkor gr(g) és gr(h)
valamelyike 1, és ezért f-nek van gyoke T-ben. O

Irreducibilitas Clz]-ben

Tétel (K3.3.5)
A Clz] irreducibilis polinomjai pontosan az elséfokaak.

Bizonyitas

Ha f els6foku, akkor irreducibilis (lattuk). Megforditva: Ha f irreducibilis,
akkor legalabb elséfoku. Az algebra alaptétele miatt van f-nek egy ¢ € C gyoke.
Ekkor f(z) = (z — ¢)h(z) alkalmas h € C[z]-re. Ez a felbontas trivialis kell
legyen, és ezért h egység. Tehat f tényleg elséfoku. O

Egy komplex egyiitthatos polinom irreducibilisekre valé felbontasat ugy kap-
juk, hogy gyoktényezkre bontjuk, és a fGegyiitthatot valamelyik tényezshoz
hozzacsapjuk.

Irreducibilitas R[z]-ben

Tétel (K3.3.8)
Az Rlz] irreducibilis polinomjai pontosan az elséfokuak, tovabba azok a mésod-
fokuak, melyeknek nincs valos gyoke.

Bizonyitas

Ha f € R[z] legalabb elssfoku, akkor az algebra alaptétele miatt van ¢ komplex
gyoke. Ha c valos, x — ¢ kiemelhets R {6l6tt. Ha nem, lattuk korabban:
(x—c¢)(x—7) valds egyiitthatos, és f(z)-bol kiemelhets, ami R f6lotti felbontést
ad. Ezért ha f irreducibilis R f6l6tt, akkor legfeljebb mésodfoki. O

Egy valos egyiitthatés polinom irreducibilisekre valo felbontasat agy kapjuk,
hogy gyoktényezdkre bontjuk C {616tt, és mindegyik nem valos gyokot parositjuk
a komplex konjugaltjaval.

Példa: z* +4 = (2% + 22 + 2)(2? — 22 + 2) (K2.5.10. Gyakorlat).



Irreducibilitas Q[z]-ben (K3.5. szakasz)

A Q[z] legfeljebb harmadfokd polinomjainak irreducibilitdsat eldonthetjiik a
raciondlis gyokteszt segitségével.

Altalanos modszert nem tanulunk, az alabbi néha miikodik.

Schénemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2, biz. legktzelebb)
Legyen f egész egytitthatos, nem konstans polinom. HA van olyan p primszam,
amelyre

(1) p nem osztja f f6egyiitthatojat;
(2) p osztja f Osszes tobbi egylitthatojat;
(3) p? nem osztja f konstans tagjat,
AKKOR f irreducibilis Q folott.
Példa: 212% + 602 — 150 irreducibilis Q f616tt (p = 2 j6). A p = 3 nem jo: 3 | 21.
A p=5nem jo: 52 | 150.
A Schénemann—Eisenstein-kritérium tanulsagai
Tanulsagok

(1) Nem igaz a megforditisa. Példa: x + 1 irreducibilis Q f6lott, de nem
alkalmazhato6 ra a kritérium.

(2) A nevezdkkel felszorozva racionalis egyiitthatos polinomokra is alkalmaz-
hato lehet. Példa: 27 + (2/3).

(3) Csak Q folotti, és nem Z folotti irreducibilitast biztosit. Példa: 9z + 18
irreducibilis Q f6lott, de Z f6l6tt nem.

(4) A kritérium miatt 2™ — 2 irreducibilis minden n > 1-re. Azaz létezik Q
folott akdarhanyadfoki irreducibilis polinom.

(5) Forditott Schonemann-Eisenstein-kritérium: Ha a p prim osztja a poli-
nom minden egyiitthatojat a konstans tag kivételével, és p? nem osztja a
fsegytitthatot, a polinom akkor is irreducibilis Q folott (K3.5.7).

Tovabbi modszerek Q folott
Allitas (K3.5.5)

f € Q|z] irreducibilis Q folott, ha alkalmas eltoltja, vagyis az f(x + ¢) polinom
irreducibilis Q 616tt (c € Q).

Példa

z* + 1-re nem alkalmazhaté a Schonemann-Eisenstein.

(x 4+ 1)*+1=2*+42% + 622 + 42 + 2, erre mar igen, p = 2-vel. Tehat z* + 1
is irreducibilis Q f6lott.



Tétel
Létezik algoritmus az irreducibilitas eldontésére Q folott, példaul interpoléacio
segitségével. Van hatékony algoritmus is.

A modszerek Gsszefoglalasa: a Kiss-konyv 111. oldalan.

6. Osszefoglald

A 9. eladashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak
Oszthatosag, egység, trivialis felbontas, irreducibilis polinom. Kitiintetett kdzos
0szt6.

Tételek

Maradékos osztas polinomokra: létezés és egyértelmtiség. A hényados és a ma-
radék egyiitthatoi dsszeadas, kivonas, szorzas, és az oszto fGegyiitthatojaval vald
osztés segitségével kaphatok. Az egységek leirdsa Z, Q, R, C folott. A kitiin-
tetett kozos osztod létezése, Clz], Rlx], Q[z] alaptételes. Paratlan foka valos
egylitthatés polinomnak van valés gyoke. Konjugalt gyok multiplicitasa valos
egylitthatos polinomra. Gyokok és irreducibilitas kapcsolata. A Clz] és R[z]
irreducibilisei. A Schénemann—FEisenstein-kritérium. Az eltolt irreducibilitasa.
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