1. Interpolacio

Az interpolaci6é alapproblémaja

Feladat

Olyan polinomot keresiink, amely eldre megadott helyeken
eldre megadott értékeket vesz fel.

A helyek: paronként kiilonbozé aq, as, . . ., a, szamok.

Az értékek: tetszbleges by, bo, ..., b, szamok.

Azt szeretnénk: f(a1) = b1, f(az) = b, ..., flan) = by.

Az interpolacio tétele
Mindig pontosan egy ilyen f polinom van a legfeljebb n — 1-edfoka polinomok
k6zott (a nullapolinomot is ideértve).

Egyértelmiiség (K2.4.10)
Ha f és g ilyen polinomok, akkor n helyen megegyeznek, igy a polinomok azo-
nossagi tétele miatt egyenldk. O

Az interpolacios polinom létezése

Lagrange-interpolacio (K2.4.12)
Keressiink el6szor ilyet: ¢1(a1) = 1,41(a2) =0, ...,¢1(ay) = 0. Az £, polinom-
nak tehat as,...,a, gyoke. Ezért legyen ¢;(x) = ¢(x — az)...(x — a,), ahol
c € C. A c értékét az a; behelyettesitésével hatarozhatjuk meg:

t(z) = (x—az)...(x —ay) .

(a1 —ag)...(a1 —ay)

Analog modon létezik £;(x) minden 2 < j < n-re, melyre ¢;(a;) =1, és a tobbi
ar, gytke £;-nek (ha k # j).
Jo lesz: f(x) = bily(x) + bala(x) + ... + bply(2).
Példaul f(al) = byl (al) + bgéz(al) 4+ ...+ bnén(al) =
=by-14+by-0+...4+b, -0=01.
Hasonloan lathato, hogy f(as) = be, ..., f(an) = by. O

Newton-interpolacio

A Lagrange-interpolacié hatranya

Képzeljiik, hogy a by, ..., b, szdmok mérési eredmények. Kiszamitjuk Lagrange
modszerével az interpolacios polinomot: f(a1) = by, f(az) = ba, ..., f(an) = by.
Keletkezik egy 1j mérési eredmény: az a,41 helyen b,,41. Ekkor sajnos el6lrsl
kell kezdeni a szamolast. A megoldas: a Newton-interpoldcio.

Az aq,...,a, helyeken megfelel§ f polinomhoz egy

g(x) =clx —ar)(x —az)...(x — a,)

alaku korrekcits tagot adunk hozza. Ez nem rontja el az aq,...,a, helyeken
felvett értékeket. A c-t ugy valasztjuk, hogy az f + g az an4+1 helyen is jo
legyen. O

A részleteket lasd: K2.4.13. Gyakorlat.



2. A gyokok és egyiitthatok osszefiiggése

A gyOktényezds alak beszorzasa

Az algebra alaptételének kévetkezménye (K2.5.1)
Minden n-edfokt komplex egytitthatés f polinom folirhaté c(x —by) ... (x —by,)
alakban, ahol ¢ # 0 az f fGegyiitthatoja. Ez az f polinom gydktényezds alakja.

Beszorzas masodfoki polinomokra

Legyen f(x) = asx? + a1x + ag = az(x — by)(x — by).

De ((E — bl)(x — b2) = x2 — (bl + bz)x + blbg.

Tehéat f(.’L') = CLQ(.’L‘ — b1)($ — bg) = GQLL'Q — CL2(b1 + bz)!L‘ + a2b1b2.

Ezért —ag(bl + bg) = aq és asb1by = ayg.

Innen by + by = —al/ag és b1by = ao/ag.

Ez a gyokdk és egyiitthatok dsszefiiggése, ha n = 2. O

Két polinom akkor egyenld, ha a megfelels egyiitthatoik rendre megegyeznek.

A harmadfoka polinomok esete

f(x) = azz® + ax® + a1 + ag = az(z — by)(x — by)(z — b3).
Mi lesz (2 —by)(z — b)) (x — b3) beszorzott alakja? Mindegyik zardjelbol egy-egy
tagot kivesziink, ezeket Gsszeszorozzuk, a szorzatokat Gsszeadjuk.
Ha mindharom zarojelbsl az z-et vessziik ki: z3.
Ha két zarojelbél vesziink ki z-et, akkor 3 tag keletkezik: — byx? — byx? — byx?.
Ha egy zar6jelbdl vesziink ki x-et: b1box + b1bsx + bobsx.
Végiil ha egyik zarojelbsl sem az x-et vessziik ki: —bibobs.
x3 — (bl + by + b3)1‘2 + (b1b2 + b1b3 + b2b3)$ — b1babs. igy

by + by + b3 = —az/as,

biba + b1bz + bobs = a1 /a3,
b1b2b3 = —ao/ag .

Ez a gyokok és egyiitthatok dsszefiiggése, ha n = 3. O

A négyzetosszeg

Feladat (K2.5.13)
Allapitsuk meg az 523 — 222 + 3z + 1 polinom komplex gydkeinek a négyzet-
Osszegét.

Megoldas

(b1 + b2 + b3)(by + by + b3) =7 Az els6 zardjelbsl minden tagot megszorzunk
a masodik zardjelbeli minden taggal. b%, b3, b2 egyszer, biba, bibs, bybs mind
kétszer keletkezik. Példaul bobs tgy is, mint b3by. Az eredmény:

(b1 + by + b3)? = (b3 + b3 + b3) + 2(b1ba + b1bs + babs).

b% + bg + b% = (b1 + by + b3)2 — 2(b1b2 + b1bs + bgbg).

b1 + b2 + bg = 7(12/&3 == 7(72)/5

b1b2 + b1b3 + b2b3 = al/ag = 3/5

b3 + b3 + b3 = (2/5)% — 2(3/5) = —26/25. O



Az altalanos eset

Allitas (K2.5.8)

(x=b1)...(x—by)=a" —o12" L+ 002" 2 —+... + (=1)"0,:
o1=b1+by+...+0b,

09 = b1b2 4+ ...+ blbn + b2b3 + ...+ bn—lbna és igy tOVébb,

On — blbg .. bn

o agy keletkezik, hogy k darab kiillénb6z6 b;-t 6sszeszorzunk az 6sszes lehetséges

modon, és ezt az (Z) szorzatot Osszeadjuk.

Bizonyitas

Beszorzaskor mindegyik zarojelbdl egy-egy tagot kivesziink, ezeket Gsszeszoroz-
zuk, a szorzatokat Gsszeadjuk. 2" *-s tag gy keletkezik, hogy n — k zar6jelbél
z-et, a tobbi k zarojelbsl valamelyik —b;-t vessziik ki. Ezért 2" % egyiitthatoja
(—1)*oy, lesz. O

A gyo6kok és egyiitthatok Gsszefiiggése

Definici6

ok (b1,...,by): az Osszes lehetséges modon Gsszeszorzunk k kiillonbo6zét by, ..., by,
koziil, ezt az (Z) szorzatot Osszeadjuk. (Megallapodas: o9 = 1 és o = 0 ha
k > n.) Elnevezés: elemi szimmetrikus polinom. Tébbhatarozatlant polinomok:

lasd kés6bb.

Tétel (K2.5.9)
Legyen f(z) = ap+ a1z +...+an2™ = an(x —b1)...(x —by). Ekkor 0 < k <n
esetén ay, = an(—1)""Fo,_r(b1,...,b,), igy
Uk(blv RN bn) = (_l)kan—k/an .
Ez a gyokok és egyiitthatok dsszefiggése (Viete-formulak). O

Az (x —by)...(xz — by,) beszorzott alakjabol kovetkezik.

Alkalmazas: az egységgyokok Gsszege

Allitas (K2.5.15)

2" —1=(x—¢e1)(x —ez)...(x —&p), ahol e = cos(2km/n) + isin(2kn/n) az
n-edik egységgyokok.

Valoban, mivel €} = 1, ezért mindegyik ¢, gyoke 2™ — 1-nek. Ezért mindegyik
x —ey, szerepel ™ — 1 gyoktényezss alakjaban. De z™ —1 foka n, és igy legfeljebb

n gyoke lehet. Az eq,...,e, paronként kiillonboz6, igy ez az Osszes gyok. Az
" — 1 f6egytitthatoja 1, ezért ¢ = 1-gyel kell szorozni. O
Ko6vetkezmény

Az n-edik egységgyokok Osszege nulla, ha n > 1, mert ekkor 2" — 1-ben ™!
egyiitthatoja a,—1 = 0. O

b1 + ... +bn = Ul(bh...,bn) = (—1)1(1”,1/0%.



3. Tobbhatarozatlant polinomok

A tébbhatarozatlani polinom szemléletes fogalma

Meta-definicio

Tobbhatdrozatland polinomnak neveziink egy olyan formalis kifejezést, amely
(komplex) szamokbol, és az 1, xa, . . . , T, hatdrozatlanokbdl (valtozokbol) késziil
ismételt Gsszeadas, kivonas és szorzas segitségével.

Példa
(21 +ix2) (272 — 23) egy kéthatdrozatlani polinom. A zarojeleket a disztributi-
vitas segitségével felbonthatjuk. Az eredmény: 2x1zo — x + 2ix3 — izix,.

Definicio-kisérlet
mq mo m
Z rm11m2 mnxl £C2 e ‘rn ", ahOI Tm1,m2

.....

m., € C.

.....

Kényelmesebb a kovetkezs:

A tébbhatarozatlant polinom definiciéja

f(z1,29) = 2v129 — 2 + 2i23 — izlx,. Rendezziik zo szerint:
(20)23 + (221 —i2})ze — 1. Ez 29-nek masodfokt polinomja, ahol az egyiitthatdk
x1-nek polinomjas.

Definicié (K2.6.1)

Az 11 és x5 hatarozatlanok polinomjanak nevezziik az

f(x) = ag+ a1rs + asz3 + ... + a, a3 formalis kifejezéseket, ahol m > 0 egész,
és ag, . ..,am € Clr1] az 1 polinomjai.

Altalaban az 1, 29, . . ., T, polinomjai az f(z) = ag+ a1, + a2z +. ..+ aps?
formalis kifejezések, ahol ag, ..., am € Clx1, 22, ..., 2y_1] (rekurziv definicio).
Ezek halmazat Clxy, xa, ..., x,] jeldli.

Peldak: y? + y3 € Cly,ya), sot, y3 + y3 € Z[y1, y2], mert minden egyiitthato
egész. Ugyanigy 21 — w2325 € R[z1, 22, 23).

Osszeadas, kivonas, szorzas

Az n-hatarozatlant polinomok 0Osszegét, kiilonbségét, szorzatat ugyanigy defi-
nidljuk, mint az egyhatdrozatlaniakét, de most az egyiitthatok Clzq, ..., 1]
elemei.

Definicio

f:ao—i—alxn—l—agmi—&—...—&—ama:;”
g:b0+b1xn+b2zi+...+bmxfﬁ.
E polinomok dsszege és kiilonbsége:
(f+9) =(ao+bo)+ (a1 +b1)xn + ... + (@m + b )z
(f —g) = (a0 —bo) + (a1 — b1)xp + ... + (am — b))z



Szorzds:
(aop + a1y + ... + ama™) (bo + bizy + ... + bezl)-ben
ac’,?L egylitthatoja legyen cp = agbr + a1brp_1 + ... + arbg.

Nullosztémentesség
A tébbhatarozatlant polinomok szamolasi szabélyai (asszociativitas, kommuta-
tivitas, disztributivitds) ugyanazok, mint az egyhatarozatlani esetben.

Tétel (K2.6.2)
Clxy,xa, - .., x,] nullosztémentes:
fg = 0 csak akkor teljesiil, ha f =0 vagy g = 0.

Bizonyitas (vazlat)
n szerinti teljes indukciéval. n = 1-re tudjuk. Ha f # 0 # ¢:
f=ao+ ...+ anz™ (am #0), g=bo+...+bxt (by #0).

Itt ag,...,am,bo,.-.,bp € Clz1,29,..., 20 1]. fg = ambex™ * + ... (ahogy az
egyvaltozos esetben). Az indukcios feltevés miatt Clxzq, o, ..., z,—1] nulloszto-
mentes, ezért a,,by # 0, igy fg # 0. O
Fokszam

Definici6

Legyen f(z1,...,Zn) =D Tmy,ma..,m, L1 " T5 2 ... 2l

Az Ty g, mn T TS X tag foka my 4+ ...+ my,. Az f foka a nem nulla

tagok fokai koziil a legnagyobb. Jelolés: gr(f).

Példa
f(wy,22) = 22129 — o + 2023 — ixiz, foka 4:
gr(z1) =4 = gr(z{zy), de gr(z122) = 2 = gr(a3).
Fontos: Az x4 polinomjaként irva
f(a1,29) = (20)a3 + (221 — ia})zy + (—27).
Ennek foka 2 és nem gr(f) = 4.

Szorzat foka

Definicio
Egy polinom homogén k-adfoki, ha minden tagjénak foka k.

Minden polinom egyértelmtien elgall homogén polinomok 0sszegeként:

f="fo+ fi+...+ fn, abol n = gr(f).
Az f; az f polinom j-edfoki tagjaibol all.

Kovetkezmény (K2.6.3)
Szorzasnal a fokok dsszeadddnak: gr(fg) = gr(f) + gr(g). O

Hazi feladat (K2.6.2.)
Egy f € C[z1,...,z,] polinomnak pontosan akkor van reciproka a C[zy, ..., z,)
polinomjai kozott, ha nem nulla konstans (azaz foka nulla).



4. A harmad- és negyedfoki egyenlet

A masodfoku egyenlet

Az y% +py+q = 0 egyenletben vezessiik be az x = y+p/2 1j ismeretlent. Ekkor
y = x—p/2, ahonnan y* +py +q = (x—p/2)* +p(x —p/2) +q = 2°+ (¢—p*/4).
Ha ez nulla, akkor x = ++/p?/4 — ¢, azaz y = —p/2 £+ \/p?/4 — q a méasodfoka
egyenlet megoldoképlete.

Tanulsagok
(1) Az y — y — p/2 helyettesités eltiinteti az elséfoka tagot.
(2) Ezzel a problémat négyzetgydkvondsra vezettik vissza.

(3) Ha p?/4—q # 0, akkor két megoldas van, mert minden nem nulla komplex
szamnak két négyzetgydke van.

(4) Ha p?/4—q = 0, akkor egy megoldas van, amely az 3>+ py+ ¢ polinomnak
kétszeres gyoke.

A harmadfoku egyenlet

Hatérozzuk meg az azy> + asy? +a1y+ag = 0 egyenlet sszes megoldasat C-ben
(as,az,a1,a9 € C). Ha ag # 0, akkor ez az dltaldnos harmadfoki egyenlet.

A kézenfekvs redukcids 1épések
Az egyenletet az-mal elosztva feltehetd, hogy a3z = 1.
Ezutan végezziik el az y = x — ay/3 helyettesitést. Kiesik az z2-es tag, és az
egyenlet a kovetkezd alaki lesz:
23+ pr+q=0.
Ha ezt sikeriilne megoldani, akkor az eredetit is.

A mésodfoki egyenlet megoldasat (geometriai modszerekkel) mar az 6kori goro-
g0k is ismerték. A most kovetkezs Gtletet Scipione del Ferro és Niccolo Tartaglia
fedezte fel, 1530 koriil.



A megoldas otlete
Otlet (K, 1.2. Szakasz)

(u+v)? = u? + 3u?v + 3uv? + v* = u? + v® + 3uv(u + v). Atrendezve, és
x = u + v-t helyettesitve:

(u+ v)*=3uv(u +v)—(u® +v*) =0

2 — 3wz  —(uP 403 =0

3+ pr  + qg=20
Vagyis HA —3uv = p és —(u® + v3) = ¢, AKKOR x = u + v megoldasa a
harmadfoku egyenletnek Innen u3v? = (—p/3)3, és u® +v® = —q. Ezért u? és

v? gyokei a 22 4 gz — (p/3)® = 0 masodfoku egyenletnek. Igy

emuro= L O @

Cardano képlete

Az f(x) = 23 + px + q gyokei Cardano képletébsl kaphatok:

o= - O O -

Tartaglia fedezte {61, Cardano publikalta (Ars Magna, 1545).

Tétel (K3.8.1, 3.8.2)

(1) Ha az itt szerepld u és v kobgyokoket gy valasztjuk, hogy szorzatuk —p/3
legyen, akkor f gyokét kapjuk.

(2) Az f mindegyik gycke megkaphato ezen a modon.

(3) Az f-nek pontosan akkor van tobbszoros gyoke, ha a négyzetgyok alatt
allo D = (q/2) + (p/3)? kifejezés nulla.

Bizonyitas: K, 3.8. Szakasz.



Példa a képlet hasznalatara

Példa
Legyen f(x) = 23 — 212 + 20. Ekkor a Cardano-képletbél

z= ?/—10+\/T43+ ?/—10—\/743.

Koénnyen ellendrizhets: (2 + z\/§)3 = —10 + i/243.

Ha u = 2 +iV/3, akkor v = (—p/3)/u = 7/(2 +iV/3) = 2 — i\/3.
Ezért = u+v = (24 4v3) + (2 — iv/3) = 4 az egyik gyok.

Az f masik két gyokét a —10 + iy/243 masik két kobgyoke adja.
Ezek u = 2 + iv/3 harmadik eqységqyikokszorisei.

Ha e = cos 120° + isin 120° = — 1/2 +41/3/2, akkor

Uy = ure = —5/2+1iV3/2 és vg = (—p/3)/uz = —5/2 — i\/3/2
uz = ure? = 1/2 —i3v/3/2 és v3 = (—p/3) /uz = 1/2 +i3v/3/2.
Innen x5 = ug +v9 = —5 és x3 = uz + vz = 1.

Ellenérzés: (z — 1)(z — 4)(z + 5) = 2® — 21z + 20.

Casus irreducibilis

Az 2% — 212 + 20 mindharom gydke valds, mégis a Cardano-képletben negativ
szambol kellett négyzetgyokot vonni. Aki nem ismeri a komplex szamokat, nem
tudja megtenni. Ez a Casus Irreducibilis. 1gy fedezték fel a komplex szamokat.

Tétel (K3.8.2)
f(x) = 2% + px + ¢, ahol p, q valdsak, és D = (q/2)* + (p/3)3.

1) Ha D < 0: harom kiilénb6z8 gyok van, mind valds.

(1)
(2) Ha D = 0: minden gydk valos, az egyik legalabb kétszeres.
(3)

3) Ha D > 0: harom kiilonb6z6 gyok van, az egyik valos, a mésik ketté nem

valos, és egymas konjugaltjai.

Az (1) esetben semmilyen mds, valdsban maradd ,,gyokképlet” sem adhatja egyik
gyokaot sem! (A Casus Irreducibilis Tétele, K6.10.2).

A negyedfoki egyenlet

Hatarozzuk meg az ayx* + a3z +asx? +a12+ag = 0 egyenlet 6sszes megoldasat
C-ben (a4,as,as,a1,a0 € C). Ha ayq # 0, akkor ez az dltaldnos negyedfoki
egyenlet.

A kézenfekvs redukciods 1épések
Az egyenletet a4-gyel elosztva feltehets, hogy aq = 1.
Az x — x — a3 /4 helyettesitéssel kiesik az x3-6s tag.

Otlet (K3.8.4, K3.8.5)

Egy harmadfoki egyenlet megoldasaval a fenti polinom két masodfokd polinom
szorzatara bonthatd. Ezért az Osszes gyok megkaphatoé az egyiitthatokbol a
négy alapmivelet és gyokvonas segitségével.



A legalabb 6todfoka egyenletek

Abel-Ruffini-tétel (K6.9.7)
Han > 5, akkor az dltaldnos n-edfoku egyenletre nem létezik olyan képlet, amely
a négy alapmiivelet és gyokvonasok segitségével megadja a megoldasokat.

Tétel (lasd K, 6.9. Szakasz)
Konkrétan az 2° — 42 + 2 polinom egyik gyoke sem irhaté fol ilyen gyokképlet
segitségével.

A bizonyitasok a Galois-elmélet eredményei.

Felfedezsk: Niels Henrik Abel, Evariste Galois (1830 koriil). Ezt az Algebra3-4
targyban tanuljuk majd (K, 6. Fejezet). A Galois-elméletbsl kovetkezik, hogy
bizonyos szerkesztések (szogharmadolés, kornégyszogesités) nem végezhetsk el
korzgvel és vonalzoval.

5. Osszefoglald

A 8. el6adashoz tartoz6 vizsgaanyag

Fogalmak
Interpolacios polinom. A oy elemi szimmetrikus polinomok. Tébbhatarozatlant
polinom, miiveletek, fok, homogén polinom.

Tételek

Az interpolacié egyértelmtisége. Lagrange interpolécio. A gyokok és egyiitt-
hatok Osszefiiggése (Viete-formuldk). A négyzetdsszeg kifejezése az elemi szim-
metrikus polinomokkal. Az ™ — 1 gyoktényezls alakja, az n-edik egységgyokok
osszege. Nullosztomentesség a tobbhatarozatlant polinomok kézott. Tobbhata-
rozatlani polinomok szorzatédnak a foka. Cardano képlete (a képletet nem kell
tudni), a hasznalat modja, a tobbszoros gyokok létezésének leolvasasa. A Casus
Irreducibilis jelensége és tétele. A magasabb foku egyenletek nem megoldhatoé-
saga gyokjelekkel.



