1. A permutaci6é fogalma

A permutacié mint atrendezés

Tétel
Ha van n targyunk, akkor ezeket

n
nl=1-2-...-(n—1)-n =1]] i
i=1

i=
kiilonb6z6 moédon tudjuk sorba rakni. Az itt szerepld n! szam neve: n faktoridlis.

Permutalas
alma, szilva, barack
Ilyen sorrend 3! = 6-féle van. Atrendezhetjiik igy:
barack, alma, szilva
Osszesen 3! = 6-féle atrendezés lehetséges. Az atrendezés egy f fiigguény:
f(alma) = barack, f(szilva) = alma, f(barack) = szilva.
Az f(z) az x helyére tett targy. Az f kolcsoniosen egyértelmd.

A permutacié mint bijekcio

Definicié (K4.2.1)

Legyen X (rendszerint véges) halmaz. Az X halmazt onmagéra képezd kol-
csonosen egyértelmi fiiggvényeket az X halmaz permutdcidinak neveziik. Ezek
Osszességét Sx jeloli. Rovid jelolés: S, az {1,2,...,n} Osszes permutacioinak a
halmaza. Tehat az S,, elemszama n!.

1 2 3 4
U [2 43 1]
azt jelenti, hogy f(1) = 2, f(2) = 4, f(3) = 3, f(4) = 1. Mindkét sorban

felsoroljuk az X halmaz Osszes elemét. Az f fliggvény a fels6 sor minden elemét
az alatta lévébe képzi.

A permutaciék jelGlése

Kompozicié

Definici6 (K2.2.3)

Az f és g fiiggvények kompozicidja az az f o g fiiggvény, melyre

(fog)(z) = f(g(z)) minden z-re g értelmezési tartoméanyébol. Tehat elszor
g-t, azutan f-et alkalmazzuk.

Analizisben a neve dsszetett fiigguény: ha f(x) = sinz, g(x) = 22,

akkor (f o g)(x) = sin(2?) és (g o f)(x) = sin?(z)(= (sinz)?).
Altalaban f o g # go f (a kompozici6 miivelete nem kommutativ).

Tétel (K2.2.4. Gyakorlat)
A kompozici6 asszociativ: fo (goh) =

123 4 1
f:{2431} g:[3

Peldanl (f o g)(4) = f(9(4)) = £(2) = 4.
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Transzpozicid

Definicié (K4.2.6)

Legyen X halmaz és v # y € X. Az x és y cseréje az az f = (x,y)-nal
jelolt permutécid, amely az x-et y-ba, az y-t x-be viszi, a X t6bbi elemét pedig
fixen hagyja, azaz sajat magaba képzi. Az ilyen permutécidkat cserének vagy
transzpozicionak hivjuk.

wo-i 2 wen-[ 27

(1,2)0(2,3):1—=1—2, 2—3—3, 3—2— 1

(1,2)0(2,3)2{; g ﬂ 7,&(2,3)0(1,2):[; f 3]

Példa

Minden permutacié cserék szorzata

Elnevezés (K2.2.3)
Ezentul permutaciok kompozicidjat szorzdsnak nevezziik, és egymds mellé irds-
sal jeloljik.

Tétel (K4.2.5)
Minden permutécio cserék (transzpoziciok) szorzata.

Bizonyitas
Ha a legbaloldali helyen nem az a targy van, ami odavald, akkor odacseréljitk

azt, ami odaval6. Ezutan a balrol masodik helyre cseréljiik oda azt, ami odavalo.
Az eljarast folytatva minden targy a helyére keriil. O

A sziikséges cserék szama a legrosszabb esetben is eggyel kevesebb, mint a tar-
gyak szama.

Példak cserék szorzatara

Példa

2 4 5 1 3
f= (375)<174)(1v2)

f= [1 2.3 4 5} elgallitasa cserék szorzataként:

1 23 45
2 1 3 4 5
2 4 315
2 45 1 3
De f = (1,2)(2,4)(3,5) = (1,5)(1,4)(3,5)(1,2)(3,4) is igaz. Azaz f tibbféle-

képpen is felirhato cserék szorzataként.

Tétel (v6. K 155-156. oldal)
Nem fordulhat els, hogy egy permutacié paratlan sok és paros sok csere szorza-
taként is felirhato.



2. Permutacio elGjele

Az inverzi6 fogalma

Definicié (K 156. oldal, F1.1.1. Definicid)

Legyen f € S, egy permutacio é¢s 1 < i < j < n. Ha f(i) > f(j), akkor
azt mondjuk, hogy ezek inverzidban dlinak. Ha f(i) < f(j), akkor nem &llnak
inverzioban.

Példa
Fe 1 2 3 4 5
12 4 5 31
5
Az also6 sor 5 parja: 24, 25, 23, 21, 45, 43, 41, 53, 51, 31.

Inverzio: 21,43,41,53,51,31. Nem inverzio: 24,25,23,45. Az inverziok szama
tehat 6.

n
Az S, egy permutacidéjanak maximum <2> inverzioja lehet.

Permutacio eldjele

Definici6é (K4.2.13, F1.1.2. Definicid)

Az f permutacio pdros, ha az inverziok szama paros.
Ekkor az f eldjele +1. Jelolés: sg(f) = 1.

Az f permutaci6é pdratlan, ha az inverzidok szama paratlan.
Ekkor az f eldjele —1. Jelolés: sg(f) = —1.

Vagyis ha az inverziok szdma .J, akkor sg(f) = (—1)7.

Az elGjelek szorzastétele (K4.2.9)
Ha f,g € S,, akkor sg(fg) = sg(f)sg(g). Biz: Algebra3-ban.

Allitas (K4.2.12)

Minden transzpozicié elGjele —1. Biz: kés6bb.

Ezért a paros permutaciok paros sok csere, a paratlan permutaciok paratlan sok
csere szorzataként kaphatok.

Permutacié inverze

Definicié (K2.2.11)

Az identikus permutacié minden elemet helyben hagy (vagyis nem valtoztat a
sorrenden). Jele: id. Tehat id(z) = x. Az f permutacio inverze az a g = f~*
permutacio, amely visszacsinalja, amit f elvégzett: g(f(z)) =z = f(g(z)).



Allitas (K4.2.11)

1) Tetszdleges f permutéaciora ido f = foid = f.

2) Az identitasban nulla darab inverzié van, igy elGjele +1.

3) Tetszoleges f permutéciora fo f~! = f~lo f = id.

(1)
(2)
3)
(4)

4) TetszSleges f permutaciora sg(f 1) = sg(f).

Bizonyitas: (1)-(3) nyilvanvalo. A (4) a szorzastételbdl kivetkezik:
sg(f)sg(f 1) = sg(ff 1) = sg(id) = 1.

Csere elGjele
Allitas
Az (1,2) cserében csak a 21 inverzié van, igy elGjele —1. O

Allitas (K4.2.12)
Altalaban, az (i,7) csere elGjele is —1.

Bizonyitas
Legyen g egy olyan permutécid, ami az 1-et i-be, a 2-t j-be viszi, a tobbi helyen
pedig az értéke tetszéleges. Ekkor
go(1,2) 097t = (i,j).
Valoban: i — 1 — 2 — j, hiszen g(1) = i. Hasonléan j — i. Végiil ha k # 1, j,
akkor k — g7 1(k) — g 1 (k) — k.
A szorzéastétel miatt sg((z’,j)) = sg(g o(L,2)0 gfl) =
=sg(g)ss((1,2))se(g~") = (~1)sg(g)ss(g™') = —1. O

A paros permutacidok szama

Allitas (K4.2.16)
Ha n > 2, akkor S,-ben a paros és paratlan permutéciok szama egyarant n!/2.

Bizonyitas

Elég: ugyanannyi paros és paratlan permutécié van. Megadunk koztiik egy kol-
csonosen egyértelmd megfeleltetést. Ez az f-hez f o (1,2)-t rendel. Mivel (1,2)
paratlan, az elGjelek szorzastétele miatt paros permutacidhoz paratlant, parat-
lanhoz péarosat rendel. Kdlcsdndsen egyértelmd, mert énmagdnak az inverze:
(fo(1,2))0(1,2) = fo((1,2)0(1,2)) = foid= f, azaz ha kétszer csindljuk,
visszakapjuk az eredeti f-et. O

Ugyanez (1,2) helyett minden (i, j)-re megy.



3. A determinans definicidgja

A 3 x 3-as determinans elemzése

M = ((aij)) = det(M) =a11a22a33 + a12a23a31 + a13021a32—
—@13022031 — 411023032 — 412021033 -
Mind a hat tagban (pl. ajsaszasi-ben) az els6 indexek: 1,23, igy mindegyik
szorzatnak a determindns minden sordban van tényezGje. A maéasodik indexek

egy PERMUTACIOT adnak, pl. 2,3, 1. Ezért a determindns minden oszlopdban
18 van eqy tényezd. A pozitiv elGjellel ellatott tagokhoz tartoz6 harom permu-

tacio:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 2 31 3 1 2

Ezek el6jele +1 (rendre 0, 2, 2 darab inverzi6). A negativ elGjellel ellatott
tagokhoz tartozé harom permutacio:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 2 1 1 3 2 2 1 3
Ezek elGjele —1 (rendre 3, 1, 1 darab inverzio).

A 3 x 3-as determinans permutacios képlete

12 3 1 2 3 1 2 3
f1[1 2 3} f2[2 3 1] f3{3 1 2}
12 3 12 3 123
f4:[3 2 1} f5:[1 3 2] fo=1a 1 3}
sg(f1) = sg(f2) = sg(fs) = +1, sg(fa) = sg(fs) = sg(fs) = —1.

G11G22033 + G12023031 + 413021032 —
—Q13022031 — Q11023032 — 012021033 =
= sg(f1)a1f,(1) 021, (2)31,(3) +58(f2)a1£,(1)G2f2(2) @3 12(3) T
+ 58(/3) @1 £5(1) Q2 £ (2) @3 £5(3) T S8(fa)a1 £, (1) A214(2) 0314 (3)
+58(/5)a175(1) 21520 @3£6(3) T 58(f6) @1 f5(1) @256 (2) @375(3) =

= Y selHarsazse)ass)
fESs

Az n x n-es determinans definiciéja
Definicié (F1.2.2. Definicio)

Legyen T' = C,R,Q és M = ((a;;)) € T™*™ egy n X n-es méatrix. Ekkor az M
determinénsa legyen

det(M) = fZ sg(f)arp(1)azf2) - - - Anfn)-

n



Példa
Az 5 x 5-06s determinans 5! = 120 tagbol all. Az

ot 23 4
T2 4 5 31
permutécio el§jele +1 (lattuk, hogy 6 inverzi6 van).
Az ehhez tartozo tag +ai0a24a35a43a51.

FONTOS: e szorzat eljelét a permutacio elGjele, és NEM a kifejtésnél definialt
sakktéablaszabaly adjal

4. A determinans alaptulajdonsagai

A megkivant tulajdonsagok

Tétel (F1.3.1-1.3.6. és F2.2.2-2.2.4. Tételek)
Ha T = C,R,Q, akkor T™*™-en értelmezett determinansra igaz:

(1) Minden oszlopaban linearis.
(2) Ha két oszlop egyenls, akkor a determinéns nulla.

(3) Az egységmatrix determinansa 1, s6t fels¢ haromszogmatrix determinansa
a fGatlobeli elemek szorzata.

(4) Ha az egyik oszlophoz egy masik oszlop skalarszorosat adjuk, akkor a
determinéns nem valtozik.

(5) Barmely két oszlop cseréjekor elGjelet valt.

(6) Transzponalt determinansa ugyanaz, mint az eredetié (igy az oszlopokra
kimondott tulajdonsagok sorokra is igazak).

(7) det(MN) = det(M) det(N) barmely két matrixra.

(8) Egy matrix akkor invertalhatd, ha determindnsa nem nulla.

A skalarszoros-tartas
Legyen T'= C,R,Q és M = ((a;5)) € T™*™ egy n X n-es matrix.
Ekkor det(M) = > sg(f)aif)azs@)--- Gnfn)-

f€Sn

Skalarszoros-tartas (F1.3.1/II1. Tétel)

Az egyszertibb jelolés kedvéért az elsd sort szorozzuk A-val.

Azaz ai; helyére Aaq; keriil.

A fenti 6sszegben minden tag els6 tényezSje aq; alakd alkalmas j-re, és tobb
tényez6 a determinéns elsG sordbdl nincs. Ezért az 4j determinansban min-

den tényezs A-val szorzodik. Igy a teljes Osszeg, azaz a determinans is \-val
szorzodik. O

Ugyanez lesz, ha barmelyik oszlopot vagy sort szorozzuk A-val, mert az dsszeg
mindegyik tagjaban minden sorbdl és oszlopbdl pontosan egy tényezd van.



Az Gsszegtartas
Legyen T = C,R,Q és M = ((a;5)) € T™*™ egy n X n-es matrix.
Ekkor det(M) = > sg(f)aifyazs)--- Gnfn)-

fESn

Osszegtartas (F1.3.2. Tétel)

Az egyszertbb jeldlés kedvéért az els6 sort bontsuk Osszegre.

Azaz ay; helyére bi; + c1; keriil. Ekkor

A1f(1)02f(2) -+ Anf(n) = D1p(1)@2f(2) - - Anf(n) TCLF1)A2f(2) - - - Anf(n)- 18y az ere-
deti determinans is két determinans 6sszegére bomlik, melyekben az els6 sorban
by, illetve cy; szerepel. O

Ugyanez torténik, ha barmelyik masik oszlopot vagy sort bontjuk Gsszegre.
HF: 3 x 3-asra részletezni ezt a bizonyitast.

3 x 3-as fels6 haromszégmatrix

11022033 + A12023031 + A13021032—
—(13022031 — (11023032 — (12021033-

Fels6 haromszogmatrix

aix a2 aig

a21 Ag22 (23

asy Qazz2 ass
fels6 haromszogmatrix, ha as; = ag; = azs = 0. Ezért a fenti Osszeg utolséd 6t
tagja nulla lesz. O

Elemzés
A f64at1o alatti elemek azok, ahol a sorindex nagyobb, mint az oszlopindex,
azaz a;;, ahol 7 > j.

A megmarad6 tag az identikus permutdcichoz tartozik.

Altalanos felsé haromszogmatrix

Ha a nézétér egy soraban 1-t6l 20-ig szamoztak a székeket, akkor hanyféleképpen
iilhetnek le a nézdk ugy, hogy mindenki legalabb olyan szami széken iiljon, mint
ahova a jegye sz0l1?

Csak egyféleképpen: ha mindenki a sajdt helyén iil.
Mert: Akinek a 20. székre szol a jegye, az csak ott {ilhet. Akinek a 19.-re szdl,
az nem iilhet az 20.-on, mert az foglalt. Ezért 6 a 19. széken iil. Es igy tovabb.

Fels6 haromszégmatrix determinansa (F1.2.3. Feladat)

Tudjuk: a;; =0, hai > j. Az ajp1)azy(2) - - - Gnyf(n) mikor nem 07

Az kell: ¢ < f(i) minden i-re. A fenti miatt f = id.

Tehat a determinans sg(id )ai1a92 . . . Gnyn. Mivel sg(id) = 1, ez tényleg a {6atlo-
beli elemek szorzata. O



3 x 3-as: két oszlop egyenlGsége

11022033 + A12023031 + A13021032—
—@13022031 — 011023032 — A12021033.

A masodik és a harmadik oszlop egyenlGsége
ailr a2 as
a21 Q22 Q23
azy as2 Aass
Ez azt jelenti, hOgy a12 = ai13, @22 = G23, A32 = A33.
Altalanosabban: a;o = a;3 mindegyik i-re. A fenti sszeg tagjai kiejtik egymast,
mert a11G22033 = 11023032, A12023031 = A13022031, 413021032 = G12021033.
Az eldjelezés arra vald, hogy dltaldban is minden igy kiessen.

Két sor egyenlosége (F1.3.3. Tétel)

det(M) = 3 sg(f)aip)azp) - - - Anfn)-
fESn

Az egyszeriibb jelolés végett azt tessziik fol, hogy az i-edik és a j-edik sor
egyenld. Tehat a;r = aj; minden 1 <k < n esetén.
A1f(L) -« Qif (@) - - QGfQG) - - Anf(n) = QLF(L) -+ - Ajf(E) - - - Bif(5) - - - Onf(n)>
mert aif(i) = ajf(;) € Qjf(5) = Gif(5)-
rf) ---QGf@) - - Gif(G) - - - Anf(n) = ALFQ) - - - Bif(G) - - - Lif () - - - Inf(n)
(megcseréltiik a szorzat i-edik és j-edik tényezdjét). Az els§ indexek sorban
vannak, a masodikak permutéciéja g.
Ekkor 9(3) = f(), 9(j) = £(i) s g(6) = F(0), ha £ # i, j. Ezért g = f o (i, ).
Azaz sg(g) = sg(f)sg((3,5)) = — sg(f)-
Tehat a sarga és kék tagok kiejtik egymast. Lattuk: ez a megfeleltetés parokba
allitja a tagokat, mert (f o (i,j)) o (i,7) = f. Tehat minden tag kiesik. O

3 x 3-as: a transzponalt determinansa

M= ((aij)) = 11022033 + 12023031 + Q13021032 —
—a13022031 — (11023032 — 4120210433 -
T
M* = ((bij)) = bi1bazbsz + b12bagbs1 + bigbaibsa—

7b13b22b31 - b11b23b32 - b12b21b33 .

Transzponélasnal az indexeket meg kell cserélni: b;; = aj;.

b11b22b33 = ajia92ass.

b12ba3zb31 = az1a32a13 = aizaziase. ElGjel: +1.

b13b21b32 = agiai2a23 = aipagzagz;. ElGjel: +1.

b13b22b31 = agiaz2a13 = aizaggag;. ElGjel: —1.

b11b23b32 — 11023039 = A11023032. Eld]@l —1.

b12b21b32 = 21012033 = A120210433. El(jj@l 71. D



3 x 3-as: a transzponaltbeli permutaciok
b12b23b31 = a13aziass.

1 2 3 1 2 3 o '
f= {2 3 1} 9= {3 1 2} Ezek egymas inverzei.

b13ba2b31 = a13a22031.

/= B ; ﬂ 9= E’) ; ﬂ . Ezek is egymés inverzei.

Az Gsszes tObbi tagnél is inverz permutéciokat kapunk.

A transzponalt determinansa (F1.3.6. Tétel)
M = ((aij)) = det(M) = > sg(9)a14(1)a2g(2) - - - Ang(n)-

gESn

M7 = ((b;)) = det(MT) = 2; sg(f)birybar2) -+ - bngn)-

n

Transzponélasnal az indexeket meg kell cserélni: b;; = a;;.

bigybap(2) - Ongn) = Qp1)10f(2)2 - - - Af(n)n-

Rakjuk sorba az els§ index szerint e szorzat tényezGit:

ar)1ar2)2---Af(n)n = A1g9(1)@2g(2) - - - Ing(n)-

A bj; = a,; akkor szerepel a sarga szorzatban, ha ¢ = f(j). Az a;; akkor szerepel
a kék szorzatban, ha g(i) = j. A sarga és kék szorzatok tényez6i ugyanazok.
Ezért i = f(j) <= g(i) = j. Ez azt jelenti, hogy g = f~ 1.

Tehat a det(M7)-ban szerepls, f € S,-hez tartozé tag megegyezik a det(M)-
beli g = f~1 € S,-hez tartozo taggal. Mivel sg(f~!) = sg(f), ezért a két tag
elSjele is ugyanaz. Az f < f~! kélesondsen egyértelmi megfeleltetés S,-en. [

A tulajdonsagok Gsszefoglalasa

Ma belattuk:
Ha T = C,R,Q, akkor T"™*"-en értelmezett determinansra igaz:

(1) Minden oszlopaban linearis.
(2) Ha két oszlop egyenld, akkor a determinans nulla.

(3) Az egységmatrix determinansa 1, st fels6 haromszogméatrix determindnsa
a féatlobeli elemek szorzata.

(6) Transzponalt determinansa ugyanaz, mint az eredetié (igy az oszlopokra
kimondott tulajdonsagok sorokra is igazak).

Allitas
Az (1) és (2) tulajdonségok, valamint az, hogy az egységmatrix determindnsa 1,

a determinéns értékét egyértelmiien meghatdrozzdk. Biz: Gauss-eliminacio.



A t6bbi tulajdonsag

Ha T = C,R,Q, akkor a T"*"-en értelmezett determinénsra igaz:

(4) Ha az egyik oszlophoz egy maésik oszlop skalarszorosat adjuk, akkor a
determinans nem valtozik.

(5) Barmely két oszlop cseréjekor eljelet valt.
(7) det(MN) = det(M) det(N) barmely két méatrixra.

(8) Egy matrix akkor invertalhatd, ha determinansa nem nulla.

Multkor lattuk:

Az (1) és (2) tulajdonsaghol a (4) és az (5) oszlopvektorokkal valo egyszertd
szamolas. o o

A (8) az inverz aldetermindnsos képletébol kovetkezik.

A (l) szorzattartasi tulajdonsagot jovére igazoljuk.

5. Osszefoglald

A 7. eldadashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak (K4.2. szakasz, F1. fejezet)
Permutéacio, kompozicid, inverz, id, transzpozicié. Inverzio, permutacié elGjele.
A determinans definicioja.

Tételek (K4.2. szakasz, F1. fejezet)
Minden permutécié transzpoziciok szorzata. A permutaciok szorzastétele. Az
inverz permutécio elGjele. Transzpozicié elGjele. A paros permuticiok széma.

6hoz tartoznak.

(T6bb most bizonyitott tétel kimondasa a multkor szerepelt. Ezeket a bizonyi-
tasokat csak a vizsgan kérjiik majd szamon.)
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