1. A kétszer kettes determinans

2 x 2-es matrix inverze

Tétel

1 _
Ha ad — be # 0, akkor M = [Z (Cl] imnverze wd—be {_Z Z]

Ha ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

A fédtlo két elemét megceseréljik, a mellékatlo eldjelet valt.

Bizonyitas
a c d —c| |ad+c(=b) a(—c)+ca|l
b d||-b a| |bd+d(=b) b(—c)+da|
_ |ad —bc 0
- 0 ad —be|”

Ezt ad — be-vel osztva az egységmaétrixok kapjuk.
HF: Ellendrizziik a szorzast a masik sorrendben is.

A 2 x 2-es matrix determinansa
Definicio
Ha M = {Z ccl] , akkor det(M) = ad — bc az M determindnsa.

Lemma
det(MN) = det(M) det(N).

Bizonyitas

_la ¢ la ~lad + ' ad +cd
M{b d}’N[b’ d’]’MN{ba’—&—db’ be' +dd' |’

det(MN) = (aa’ + ') (b’ 4+ dd') — (acd’ + cd')(ba’ + db’).
det(M) det(N) = (ad — be)(a’d’ — b'c).
HF': Mindketts aa’dd’ — ac’'db’ — cd'ba’ + cb'bc’.

Amikor nincs inverz

El6z6 tétel )

Ha ad — be # 0, akkor M = [Z (Cl] inverze e {_Z _C].
Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

A tétel bizonyitasanak befejezése

Tegyiik fol, hogy M-nek van inverze: M N = E.

Ekkor a lemma miatt det(M) det(N) = det(Es).

By, = [(1) (ﬂ , ennek determinansa 1-1—-0-0=1#0.

Ezért det(M) sem lehet nulla.



A determinans linearis

Alitas )
at+a c| a ¢ a c
det [b—i—b’ d] = det [b d] + det [b’ d}

Ab d b d

Azaz a determinans az els§ oszlopaban linedris (Osszegtartd, és skalarszoros-
tart6). Ez a két tulajdonsag a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.

det [)\a C] = Adet [a C] minden A skalarra.

Bizonyitas
! !/
dec [T ol esae [y o]+ aee iy o] enee
(a+a")d— (b+b)c, illetve (ad — be) + (a'd — b'c). Ezek egyenldk.
A skalarszoros-tartas bizonyitasa hasonlo. O

Oszlopok egyenlGsége
Allitas
Ha a méatrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Bizonyitas

a a
det[b b] =ab—ba = 0. O

Definicio
Az M felsd haromszégmdtriz, ha a f64tl6 alatt csupa nulla all.

det [8 Z} = ad — 0b = ad, azaz fels6 haromszogméatrix determindnsa a f6atlo-

beli elemek szorzata.

A linearitas kovetkezménye

Allitas

Ha a determinéns egyik oszlopdhoz a masik oszlop skalarszorosit hozzaadjuk,
akkor a determinans nem valtozik.

Bizonyitas

Uj jelélés: M = [v,w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.

det[v + Aw, w] = det[v, w] + det[A\w, w], mert az els§ oszlopban a determinéns
Osszegtarto. De det[Aw,w] = Adet[w, w], mert a determinéns az elsé oszlopban
skalarszoros-tartd. Végiil det[w,w] = 0, mert a két oszlop egyenls.

Ezért det[v + Aw, w] = det[v, w)]. O



Oszlopcsere
Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinéns eldjelet vdlt.

Bizonyitas
det [Z CCJ = ad — bc.
det [2 Z} = cb—da= — (ad — bc). O

Masodik bizonyitas

det[w,v] = det|w 4 v,v] = detfw + v,v — (w +v)] =

= det[w + v, —w] = det[v, —w] = — det[v, w]. O
Az els6 oszlophoz hozzaadjuk a méasodikat.

A masodik oszlopbol kivonjuk az elsét.

Az els6 oszlophoz hozdadjuk a mésodikat.

Kiemeliink —1-et a méasodik oszlopbdl.

A transzponalt determinansa
Allitas
A transzponalt matrix determinénsa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas

det [z 2} = ad — be.

det[a b}:ad—cb:ad—bc. 0
c d

Allitas

Igy abbol, hogy a determinans az oszlopaiban linearis, szdmolds nélkiil kovetke-
zik, hogy a soraiban is az, tovabba hogy sorcserénél is elGjelet valt.

Sorcsere
Allitas
Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti méatrix, N a sorcserével kapott matrix. Ekkor N7 oszlop-
cserével kaphaté M7T-bol. Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elGjelet
valt, azaz det(M7T) = —det(NT). Belattuk, hogy transzponélaskor a determi-
nans nem valtozik, azaz det(M7T) = det(M) és det(NT) = det(V).

Ezért det(N) = det(NT) = —det(M7T) = — det(M). O
HF': Hasonl6an lassuk be, hogy a determinans mindegyik sordban linearis, to-

vabba, hogy ha az egyik sorhoz a masik sor skalarszorosat adjuk, akkor a deter-
minéns nem valtozik.



2. A haromszor harmas determinans

A megkivant tulajdonsagok

Tétel
3 x 3-as matrix determinansa is definialhato6 ugy, hogy

(1) Minden oszlopaban linearis.
(2) Ha két oszlop egyenls, akkor a determinans nulla.

(3) Az egységmatrix determinansa 1, s6t fels6 haromszogmatrix determindnsa
a féatlobeli elemek szorzata.

(4) Ha az egyik oszlophoz egy masik oszlop skalarszorosat adjuk, akkor a
determindns nem valtozik.

(5) Két oszlop cseréjekor elGjelet valt.

(6) Transzponalt determinansa ugyanaz, mint az eredetié¢ (igy az oszlopokra
kimondott tulajdonsagok sorokra is igazak).

(7) det(MN) = det(M) det(N).

(8) Egy matrix akkor invertalhato, ha determindnsa nem nulla.

A Sarrus-szabaly

Tétel
Ha T =C,R,Q és M = ((a;;)) € T*3, akkor legyen det(M) =
= 11022033 + 12023031 + G13021032—
—@13022031 — A11023032 — A12021033-
Ez teljesiti az el6zd tételben megkivant tulajdonsagokat.

Sarrus-szabaly

ailz aiz ai3| aix  ai2 a1x a2 aiz| a1 a2
a21 a2 G23| 421 A22 G21 A22 A23| G21 (22
a31 a32 agz| asz1 aA3z2 as; asz G33| as1 as2

Lemasoljuk az els6 két oszlopot a matrix jobb oldalara. A harom féatloval par-
huzamos egyenesen levs szamokat Gsszeszorozzuk, és ezek Osszegébdl kivonjuk
a harom mellékatloval parhuzamos egyenesen 1é6v§ szamok szorzatéat.



3. Az altalanos determinans

A megkivant tulajdonsagok

Tétel (F1.3.1-1.3.6. és F2.2.2-2.2.4. Tételek)
Ha T = C,R,Q, akkor T"*"-en értelmezhets a determinans, mely

(1) Minden oszlopaban linearis.
(2) Ha két oszlop egyenls, akkor a determinans nulla.

(3) Az egységmatrix determinansa 1, st fels6 haromszogmatrix determindnsa
a féatlobeli elemek szorzata.

(4) Ha az egyik oszlophoz egy masik oszlop skalarszorosat adjuk, akkor a
determinéns nem valtozik.

(5) Barmely két oszlop cseréjekor elGjelet valt.

(6) Transzponalt determinansa ugyanaz, mint az eredetié (igy az oszlopokra
kimondott tulajdonsagok sorokra is igazak).

(7) det(MN) = det(M) det(N) barmely két matrixra.

(8) Egy matrix akkor invertalhatd, ha determindnsa nem nulla.

A bizonyitas stratégiaja

Emlékeztets 3 x 3-ra
11022033 + A12023031 + A13021032—
—@13022031 — A11023032 — A12021033-

Definicio

Ha M = ((a;;)) € T™*™, akkor det(M) szintén az M elemeibdl készitett bi-
zonyos szorzatok elGjeles Osszege. A képlet legkozelebb, permutdciok eldjelének
felhasznalasaval.

Az (1) és (2) tulajdonsagbol a (4) és az (5) szd szerint ugyanugy kovetkezik,

mint az n = 2 esetben (HF).
A (3) és (6) kdzvetleniil leolvashat6 lesz a képletbdl.

A (7) szorzattartési tulajdonsagot jovére igazoljuk.
A (8)-r6l ma lesz sz6 aldetermindnsok felhasznalasaval.




A determinans kiszamitasa

Eljaras
Végezziink a matrixon modositott Gauss-eliminéciot:

Keresiink egy nem nulla elemet.

Sor- vagy oszlopcserével a f6atloba tessziik (és kozben foljegyezziik, hogy
hanyszor valtottunk elGjelet).

Bekarikdzzuk, majd kinullazzuk az alatta 16v6 elemeket (de a karikazott
elemet nem valtoztatjuk 1-re).

Ezt a harom lépést ismételjiik amig lehet, a karikdzand6 szamot mindig
1j sorbodl és oszlopbdl vélasztva.

Ha az eljaras azel6tt megall, hogy a {6atlé minden elemén karika van,
akkor a determinans nulla.

Ellenkez6 esetben fels§ haromszégmatrixot kapunk, melynek determinansa
a féatloban allo elemek szorzata.

Példa eliminacidra
Példa
Karikazas helyett a megfelel szamok piros szintek.

0 1 2 1 0 2 10 2 10 2

3 4 5/=—-14 3 5|=—-/0 3 =3|=-10 3 -3 =-3
6 7 9 7 6 9 0 6 =5 0 0 1

Az els6 két oszlopot megcseréljiik.

A masodik sorbol kivonjuk az elsé sor 4-szeresét.

A harmadik sorbél kivonjuk az els sor 7-szeresét.

A harmadik sorbdl kivonjuk a mésodik sor 2-szeresét.

Az eredmény a f6atlobeli elemek szorzata.

Példa

0 1 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2

3 4 5/=—-4 3 5|=—-10 3 =3=-10 3 =3|=0
6 7 8 7 6 8 0 6 —6 00 O

Az els6 két oszlopot megceseréljiik.

A masodik sorbdl kivonjuk az elsé sor 4-szeresét.

A harmadik sorbo6l kivonjuk az els§ sor 7-szeresét.

A harmadik sorbol kivonjuk a méasodik sor 2-szeresét.

HF': Ha egy sor vagy oszlop nulla, akkor a determinans nulla.
Az utolso6 sor nulla, igy a determinans is nulla.

Az utolso sor a mésodik sor 2-szerese minusz az elsg sor.



A determinans eltiinése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determinéns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora, melybél a tobbi
sor alkalmas skalarszorosat rendre kivonva csupa nulla sort kapunk. Ugyanez az
oszlopokra is igaz (transzponalt).

Bizonyitasvazlat

Legyenek a sorok vy, vs, ..., vy, és pl. v1 — Agvg — ... — A\yv, = 0. Vonjuk ki az
els6 sorbdl sorban az i-edik sor \; szeresét. Ekkor az elsé sor nulla lesz, ezért a
kapott determinans nulla. Ez az eredeti determinanssal egyenld, igy az is nulla.
Megforditva: Ha a determinans nulla, akkor a Gauss-eliminéci6 soran keletkezik
egy csupa nulla sor (amikor nem tudjuk folytatni). Tehat ebbdl a sorbol ki
tudtuk vonni a t6bbi sor alkalmas skalarszorosat tgy, hogy csupa nulla sort
kapjunk. O

4. A determinans kifejtése

ElGjeles aldeterminansok

Definicio

Legyen T = C,R,Q és M = ((a;;)) € T™*™ egy n x n-es matrix. Az i-edik
sor j-edik, a;; eleméhez tartozo M;; eldjeles aldetermindnst a kovetkezSképpen
kapjuk.

e A matrixbol elhagyjuk az i-edik sort és a j-edik oszlopot.
e A kapott (n — 1) x (n — 1)-es méatrix determindnsdt
e megszorozzuk (—1)" I nel.

A (=1)"7 elsjel megjegyzésére szolgal a sakktdblaszabdly:
+ - 4+ -
-+ - 1
+ -+ -
-+ - 4

A kifejtési tétel

Kifejtési tétel (F1.4.2. Tétel és F1.4.3. Tétel)

Legyen T'= C,R,Q és M = ((ai;)) € T™*™ egy n x n-es matrix. Az M deter-
minénsat a j-edik oszlop szerint ugy fejtjiik ki, hogy az oszlop minden elemét
megszorozzuk a hozzé tartozo elGjeles aldeterminanssal, és ezeket Gsszeadjuk.
Ekkor M determindnsdt kapjuk. Képletben:

arjMij + agjMaj + ... + an;My; = det M minden rogzitett j-re. Ugyanez so-
rokra is érvényes: a;1M;1 + aioM;s + ... + ainM;, = det M minden rogzitett
i-re.



Ferde kifejtés: Ha a j-edik oszlop elemeit egy mdsik oszlophoz tartozo aldeter-
minansokkal szorozzuk, és 6sszeadjuk, akkor az eredmény nulla lesz.

a1 My + agj Moy + . .. + anj My = 0 minden j # k-ra. Sorokra:

aj1 M1 + ajoMiz + ... + ajn My, = 0 minden j # k-ra.

Példa kifejtésre

Példa

A harmadik oszlop szerint:

0 1 2

3 4 5:23 4—50 1—1—90 L =—-64+30—-27= -3.
6 7 9 6 7 6 7 3 4

Ferde kifejtés a masodik és harmadik sor szerint:
0 1 2 1 92
3 4 4 5
6 7

0 2

3 5 =-9+4+24-15=0.

3 4

RERERS
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Ugyanaz, mint

w w o
N

2
5| kifejtése a masodik sor szerint, igy 0.
5

A kifejtés hatékonysaga

A ferde kifejtési tétel bizonyitasa

Ha M-et ugy fejtjiik ki, hogy a j-edik oszlop elemeit szorozzuk a k-adik osz-
lop megfelel6 elemeihez tartozo elGjeles aldeterminansokkal, akkor ez valojaban
annak az N matrixnak a j-edik oszlop szerinti kifejtése, amelyet gy kapunk,
hogy M-ben a k-adik oszlop helyébe a j-edik oszlopot masoljuk. Mivel N-nek
van két egyforma oszlopa, a determinansa nulla. O

FONTOS!
Gauss-eliminacioval SOKKAL gyorsabb a determinéns kiszamitasa, mint kifej-
téssel.

A kifejtés lényegében n! szorzéas. Pl. n = 6-ra 720.
A Gauss-elimindcié maximum n?/2 szorzas. Ez n = 6-ra 108.

Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2. Tétel és F2.2.3. Lemma)

Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze, ha det(M) # 0, és ekkor

1
az inverz képlete M1 = W((Mﬂ)) Vagyis vessziik az elGjeles aldetermi-

nansokbol allé matrixot, transzpondljuk, és elosztjuk M determinanséval.

-1
.. |la ¢ 1 d —c
Példa: {b d} ~ ad —be {—b a}



Bizonyitasvazlat: Ha M~ létezik, akkor

det(M)det(M~1) = det(MM~1) = det(E,) = 1, igy det(M) # 0.
Megforditva: A kifejtési tétel és a ferde kifejtési tétel egylitt biztositja, hogy ha
a fenti matrixot (akdrmilyen sorrendben) megszorozzuk M-mel, akkor az egy-
ségmatrixot kapjuk (HF). O

Balinverz és jobbinverz

Tétel (F3.5.2. Tétel)
T=CR,Qés M,N € T"*". Ha MN = E,, akkor NM = E,. Azaz minden
jobbinverz balinverz is.

Bizonyitas

Tudjuk, hogy det(M)det(N) = det(MN) = det(E,) = 1. Ezért det(M) # 0,
és igy az imént bizonyitott tétel miatt van egy K balinverze: KM = F,,. Elég
belatni, hogy K = N, mert akkor NM = KM = E,. Az asszociativitas miatt
K=KE,=K(MN)=(KM)N=E,N =N. O

Valdjaban azt igazoltuk, hogy M mindegyik jobbinverze megegyezik M mind-
egyik balinverzével. Igy a kétoldali inverz egyértelmd.

5. A Cramer-szabaly

Egyenletrendszer explicit megoldasa

Tétel (F3.5.2. Tétel)

Adott egy Mx = b linearis egyenletrendszer, melyben ugyanannyi egyenlet van,
mint ismeretlen: M € T™*™. Ekkor a megoldas pontosan akkor egyértelmii, ha
det(M) # 0. Ilyenkor nyilvan 2 = M ~1b a megoldas képlete.

Valoban, a Gauss-eliminéciot elvégezve pontosan akkor egyértelmi a megoldés,
ha minden oszlopban van vezéregyes. Az M determinénsa pontosan ekkor nem
nulla.

Cramer-szabaly (F3.2.1. Tétel)
Jeldlje M; azt a matrixot, amelyet az M-bél Ggy kapunk, hogy a j-edik oszlop
helyére a b oszlopvektort tessziik. Ha det(M) # 0, akkor a megoldas
det(Mj)
;= ———2-.
det(M)

Példa a Cramer-szabalyra

Példa
2z — 3y =1
S5r —2y =38



Megoldas

1 -3
8 2‘2+2422
YT 3T Zax1s 11 0
-
2 1
B ’5 8’ 16-5 11
Y= 3T Zax1s 11
-

A Cramer-szabaly bizonyitasa

Bizonyitas

Az egyszeriibb jelolés kedvéért 2x 2-esre. Legyen M = [vy, vs], ekkor My = [b, va]
és My = [v1,b]. Az Mx = b azt jelenti, hogy z1v1 + zova = b (HE). Ezért
det(Ml) = det[:z:lvl + IQUQ,’UQ] = det[xlvl,vg] + det[zgvg,vg} =

= x1 detfvy, vo] + 2 det[vg, va] = x1 det[vy, vo] = x1 det(M).

Azaz x1 det(M) = det(M7). Hasonloan x4 det(M) = det(Ma). O
M, = [b,vg] és r1v1 + Tovs = b

Az els6 oszlopot Osszegre bontjuk.

Az 11 és x4 skalarokat kiemeljiik az elsé oszlopbol.

det[vg, v2] = 0, mert a két oszlop egyenld.

Vandermonde-determinans (F1.5.2. Tétel)

1oz 22 0 2t
—1
1 2z 22 20
— 2 - Ry |
V(z1, 22,y 2n) = = [I (z—=)
1<i<j<n
1 oz, 22 ... znl

Bizonyitas: gyakorlaton.

6. Osszefoglalo

A 6. eldadashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak
A 2 x 2-es és 3 x 3-as determinans. ElGjeles aldeterminéns.

Tételek

A determinans alaptulajdonsigai: sorban és oszlopban linearis; ha két oszlop
(sor) egyenls, akkor a determinans nulla; ha egy oszlophoz egy maésik skalarszo-
rosat adjuk, akkor nem valtozik; oszlopcserénél elGjelet valt; fels§ haromszog-
matrix, transzponalt, szorzat determindnsa. A kifejtési és a ferde kifejtési tétel.
Vandermonde determinéns. Az invertalhatosag jellemzése determinénsokkal; az
inverz képlete. Négyzetes matrixokra minden balinverz kétoldali inverz. A de-
terminans eltiinésének jellemzése. A Cramer-szabaly.
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