1. Gyokvonas komplex szambol

Gyo6kvonas komplex szambol

Ismétlés:
Ha r, s > 0 valos, akkor r(cos a+isin ) = s(cos 3+ i sin 8) pontosan akkor, ha
r=s, és a— [ a 360° egész szdmszorosa.

Moivre képlete: (s(cosﬂ + 7 sin B))n = s"(cosnf +isinnf). Azaz hatvanyozas-
kor a hosszat a kitevére emeljiik, a széget a kitev6vel szorozzuk.

A gydkvonas képlete (K1.5.2)

Hatéarozzuk meg 0 # z = r(cos a + i sin a) n-edik gyokeit. Ha
r(cosa +isina) = (s(cos B+ isin 6))n: s"(cosnf + isinnf),
akkor s" =7, ésnf —a = k- 27 (k egész). Ezért

2k 2k
Yz=Yr (cosu—l—isinu).
n n

Példa gy6kvonasra

2k 2k
V/r(cosa+isina) = %(cosu +isinu> (keZ)
n

n

(Yr: r > 0 valos, egyértelmiien vonhat6 pozitiv n-edik gyok.)

Példa
z=—4=4(cos180° + isin 180°) = 4(cosw + isin )

2 2
V== (4/41(COS7T+4 hm +isin¥) (keZ)

Hdnyféle szamot kapunk?

k=0: vV2(cos( m/4)+isin( m/4)) = 1+i.
k=1: v2(cos(3m/4) + isin(3m/4)) = —1 + .
k= 2: V2(cos(5m/4) +isin(5m/4)) = —1 —i.
k= 3: v2(cos(Tr/4) + isin(7Tr/4)) = 1 —i. Tovibb?

A negyedik gyokok szama
z = —4 = 4(cos180° + isin 180°) = 4(cos ™ + isin )
2k 2k
V=4 = %(COS W+4 T +isin¥) (keZ)

k=0: v2(cos( m/4) +isin( 7/4)) =1+1i.
k=4: v2(cos(9m/4) + isin(97/4)) =1+4i. Mint k = O-ra.
Oka: 97/4 — /4 = 27.
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Ha m — k oszthat6 4-gyel, akkor m és k ugyanazt adja. Ezért csak k-nak a

4-gyel valo osztési maradéka szamit.

V=4-nek négy értéke van: 1 +14, —1 414, —1—14, 1 —i.

Az n-edik gyokok szama

Tétel (K1.5.4)
Minden nem nulla komplex szamnak n darab n-edik gytke van.

Bizonyitas
2k 2k
Vr(cosa+isina) = %(cos ot ohm + isin u) (keZ)
n n

Ha m — k oszthato n-nel, azaz m = k + nf (¢ egész), akkor

T+ 2mm T+ 2k 2ndw T+ 2kmw
n n n n

Ezért csak k-nak az n-nel vald osztdsi maradéka szamit.

Hazi feladat (a bizonyitashoz hozzatartozik)

Ha m — k nem oszthaté n-nel, akkor a szogek kiilonbsége nem lesz 27 egész
tobbszordse, és igy a két n-edik gyok kiilonbozd. O
Eltolas, forgatas, nytjtas

A z — z 4 w fliggvény a w vektorral valo eltolds.

Allitas (K1.4.5)

Ha w # 0, akkor az f : z — zw fliggvény (a w-vel szorzas) forgatva nyuijtds:
w szogével forgat az origd koriil, és w hosszaszorosara nyujt az origobol.

Bizonyitas
Legyen z = r(cosa + isina) és w = s(cos § + isin §). Lattuk,
hogy zw = rs(cos(a+ B) + isin(a + 3)). Ezért

e 2w szige z sz0génél [-val nagyobb,

e zw hossza pedig z hosszanak s-szerese.

Igy az f fiiggvény a z vektort B-val forgatja, s-szeresére nytjtja. O



A negyedik gyokdk elhelyezkedése

V—4-nek négy értéke van: 1+, —1+i, —1 —4, 1—1i. Ezek egy négyzet négy
cstcsdban helyezkednek el, melynek koézéppontja az origé.

“1+4i ! 1+i
—1—1 | 1—14
Bizonyitas

1 4 i-nek a +90°-o0s elforgatottja —1 + ¢, mert i(1 + i) = —1 + i. Hasonléan
i(—1+i)=—1—i, i(~1—d)=1—4, i(l—i)=1+4.

i = 1(cos 90° + isin 90°).

Az n-edik gyokok elhelyezkedése

Tétel (K1.5.4)
Egy nem nulla komplex szam n-edik gyokei szabdlyos n-szoget alkotnak a komp-
lex szamsikon, melynek koézéppontja az origo.

Bizonyitas
Ha z = r(cosa + isin ), akkor ¥z értékei wy,ws, ..., wy,

2k 2k
ahol wy, = ’\1/77((:05u + isin u)

Ha e = cos(2n/n) + isin(2w/n), akkor ewy, = wy41, mert

(keZ).

a+2kr  2r a+2(k+1)w

n T n '
De az e-nal szorzas 27 /n-nel forgat, ami a szabalyos n-szégben egy oldalhoz
tartozo kozépponti szog. O

2. Komplex egységgyokok

Az 1 szam n-edik gydkei

Definiciéo (K1.5.3, K1.5.4)

Az 1 szam n-edik gyokeit n-edik eqységgyokioknek nevezziik.

Ezek a cos(2km/n) 4 isin(2kn/n) szamok, ahol k € Z. Osszesen n darab n-edik
egységgyok van.

1 =1(cos0° 4 isin0°)

2k 2k
Vr(cosa +isina) = %(COSM—TW + isin %) (keZ)



Példa

A negyedik egységgyokok a kovetkezok.

cos(2m/4) +isin(2n/4) = 04 1¢
cos(4m/4) + isin(dr/4) = -1+ 0i
cos(67/4) +isin(6r/4) = 0-— 14
cos(8m/4) + isin(8r/4) = 1+ 0i

A hatodik egységgyokok
Példa

= 1.
=—1
= —i.
= L

A hatodik egységgyokok a kovetkezok.

g1 = cos( 21/6) + isin( 27w/6) =

1/2 4+ iv/3/2.

g9 = cos( 47/6) +isin( 47/6) = —1/2 +i/3/2.
ez = cos( 67m/6) +isin( 67/6) = —1.
g4 = cos( 87/6) +isin( 87/6) = —1/2 —i\/3/2.
€5 = cos(10m/6) + isin(107/6) = 1/2 —i\/3/2.
e = cos(127/6) + isin(127/6) = 1.

1<) €1

€3 £6
€4 &5

Szabéalyos hatszoget alkotnak.

Gyokvonas egységgyokok segitségével

Allitas

Legyen €, = cos(2km/n)+isin(2kr/n). Ekkor e, = ¥. Az n-edik egységgyokok

a cos(2m/n) + isin(27/n) hatvanyai. A k tetszGleges egész, negativ is lehet.

Tétel (K1.5.4)

Ha a z # 0 szamnak wy az egyik n-edik gyoke, akkor epwg (k= 1,2,...,n) az
Osszes n-edik gyoke. Vagyis wq-t végig kell szorozni az n-edik eqységgyokikkel.

Bizonyitas

w" =z <= w" = wj <= (w/wy)"” = 1, akkor és csak akkor, ha w/wgy egy

n-edik egységgyok. Ha w/wy = e, akkor w = eiwy.

3. Komplex szdm rendje

A rend fogalma

A —1-nek két darab egész kitevsji hatvanya van: —1 és 1.

O



Az i-nek 4 van: i, i2 = —1, i® = —i, i* = 1. Innentsl kezdve ismétlsdik: i® = 1,
i% =142 = —1, stb. Négyesével periodikus, csak a kitevs négyes maradéka szamit.
Képletben: ha n = 4q + r, akkor i" = i" (mert i*? = ()7 = 1).

Hasonléan —i hatvanyai —i, (—i)? = —1, (—i)® = i, (—i)* = 1. Ezek is négye-
sével ismétlédnek (és ugyanazok, mint az elgbb).

Definicié (K1.5.7)
A 0 # z € C rendje az egész kitevGs hatvanyainak a szama. Fz pozitiv egész,
vagy a oo szimbolum. Jele: o(z).

Tehat o(—1) =2, o(i) =4, o(—i)=4.

A jo kitevdk létezése

Definicié (K1.5.6)
Az n egész szam jo kitevdje a z komplex szamnak, ha 2™ = 1.

Peéldaul ¢ és —i jo kitevsi a néggyel oszthatd egész szamok.

Tétel (K1.5.8)
Legyen 0 # z € C. Ha z nem egységgyok, akkor barmely két, egész kitevsjd
hatvanya kiilonb6zd.

Bizonyitas
Tegyiik f6l, hogy 2" = 2%, de k # (. Ekkor zF=¢ = 2=k = 1. O

Mivel a k — ¢ és £ — k jo kitevSk egyike pozitiv, ezért z-nek van pozitiv jo
kitevGje is.

A jo kitevok tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8)
Legyen d a z legkisebb pozitiv j6 kitevGje. Ekkor a jo kitevék pontosan a d
t6bbszorosei.

Bizonyitas

Legyen n j6 kitevs. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:

n =dqg+r,ahol 0 <7 < d. Ekkor 1 = 2" = 2%+ = (34)92" = 1927 = 2",
Tehat r is jo kitevs. A d a legkisebb pozitiv jo kitevs. Mivel r < d, ezért r nem
lehet pozitiv. Tehat r = 0. De akkor n = dq+r = dq, azaz n tobbszorose d-nek.
Megforditva, ha n tobbszorose d-nek, azaz n = dg,

akkor 2" = 2% = (29)7 = 19 = 1, azaz n j6 kitevé. O



A hatvanyok periédikusan ismétlédnek

Tétel (K1.5.8)
Legyen 0 # z € C legkisebb pozitiv jo kitevGje d. Ekkor z rendje d, és z hatvanyai
d hosszu periédusban ismétlgdnek.

Bizonyitas:

Belattuk: a j6 kitev6k pontosan a d tobbszordsei.

=t = =1 = d| k-

Ezért 1 = 20 = 24, 2%, ..., 2971 paronként kiilonbozs. Ezek z Gsszes hatvanyai,
mert ha n tetszdleges egész, akkor n = dg +r, ahol 0 < r < d, ésd | n—r
miatt 2" = 2. (Igy 2" csak az n-nek a d-vel valé osztasi maradékatol fiigg.)
Tehat z kiilonbozd hatvanyainak a szama d. Azaz z rendje d, és a hatvanyok
periodikusan ismétlédnek. O

4. Hatvany rendjének képlete

A bolhas feladat

Egy bolha ugral korbe egy szabalyos n-szog cstcsain gy, hogy minden ugrasnal
k cstcsnyit jut elére. Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz? Hany kort
tesz meg ezalatt? Hany csdcsot érint Osszesen?

Legyen n = 6, a csiicsokat szamozzuk igy: 0,1, 2, 3,4, 5.

k  bejaras ugrasszam  korszam  csucsszam
1 0-1-2-3-4-5-0 6 1 6

2 0-2-4-0 3 1 3

3 0-3-0 2 1 2

4 0-4-2-0 3 2 3

5 0-5-4-3-2-1-0 6 5 6

k n/(n,k)  k/(n,k) n/(nk)

A bolhas feladat megoldasa

Megoldas (K1.5.9)
A bolha k-asaval ugral: m ugrias utdn a km-edik csdacson lesz. Ez akkor a
kiindulopont, ha n | km. A legkisebb ilyen m kell.

T n k
n|km < ——=| ——=m
(n, k) | (n, k)
Mivel n/(n, k) és k/(n, k) relativ primek, ez akkor igaz, ha
" |m
(n,k) |

A legkisebb ilyen m maga az n/(n, k). Igy a bolha n/(n, k) ugrast tesz meg,
amikor el@szor visszaér.



HE: ennyi cstcsot is érint. Ezalatt k-szor ennyi ,tavolsdgot” tesz meg, ami
kn/(n,k). A kor hossza n, ezért a megtett korok szama a megtett tavolsag
n-edrésze, vagyis k/(n, k). O

Hatvany rendjének képlete

Tétel (K1.5.10)

Ha z rendje véges és k egész, akkor o(z") =
Bizonyitas

Legyen z rendje n, irjuk z hatvanyait egy n-szog cstcsaira. Amikor z*-t hat-
vanyozzuk, akkor k-aséval ugralunk kérbe a cstcsokon, a 20 = 1-bél kiindulva.

A bolhas feladat miatt elGszor az n/(n, k)-adik 1épésben kapunk 1-et. Vagyis
2¥-nak az n/(n, k)-adik hatvanya lesz elszor 1. O

Hlusztracioé: o(i) = 4. Ezért o(i®) =

A rend meghatarozasa

Allitas (K1.5.11)

A z # 0 rendje pontosan akkor véges (azaz z akkor egységgyok), ha hossza 1, és
szOge a 2m raciondlis tobbszorose. Legyen a szog (p/q)2w. Egyszertsitsiik ezt
a tortet: p/q = k/n. Igy (k,n) =1, ekkor z = &), = cos(£ - 27) + isin(% - 27)
rendje n.

Bizonyitas

Ha 2™ = 1, akkor z = cos(2kw/n) + isin(2kw/n) alkalmas k-ra. Lattuk, hogy
€1 = cos(2m/n) + isin(2w/n)-nek a k-adik hatvanya ey, ezért £; hatvanyai pon-
tosan az n-edik egységgyokok. Igy e1-nek n darab hatvanya van, azaz rendje
o(g1) = n. A hatvany rendjének képlete miatt o(c;,) = o(e¥) = n/(n, k). Mivel
(n,k) =1, ezért o(ex) = n. O

Példa a rend meghatarozasara
Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor e = cos(2k7/n) + isin(2kn/n) rendje n.

Példa (K1.5.15)
Mennyi lesz z = cos 336° + isin 336° rendje?

Megoldas
cos 336° + i sin 336° hossza 1, szoge 336-1°, ami 336/360-27. 336/360 racionalis
szam, igy z egységgyok. Egyszertisitve:

336 14

360 15
Tehat z = cos(14 - 2w/15) + isin(14 - 2w/15). Mivel (14,15) = 1, ezért z
rendje a fenti allitas miatt 15. O



A rend tulajdonsagainak Gsszefoglalasa

Osszefoglalas (K1.5.8, K1.5.11)
Legyen z nem nulla komplex szam.

o A z egységgydk, ha z™ = 1 alkalmas m > 0 egészre.

e Ha 2z nem egységgydk, akkor barmely két egész kitevsji hatvanya kiilon-
b6z6. Ilyenkor z rendje oo.

e Ha z egységgydk, akkor a hatvanyai periddikusan ismétlédnek. A periodus
hossza z rendje, o(z). A rend a hatvanyok szama.

o 2F =20 = o(2) |kt Igy 2" =1 < o(2) | n.
e A 2z jo kitevdi azok az n egészek, melyekre 2™ = 1.

e A z rendje a legkisebb pozitiv jo kitevSje. A j6 kitevsk pontosan a rend
tobbszordsei.

e A z akkor egységgydk, ha hossza 1, szoge 2m-nek raciondlis tobbszorose;
o(z) ezen egyszertsithetetlen tort nevezdje.

5. Primitiv egységgyokok

Primitiv n-edik egységgyoksok
Definicié (K1.5.12)

Az e szam primitiv n-edik egységgydk, ha rendje n.

Tétel (K1.5.13)

Az e # 0 szamra az aldbbi harom allitas ekvivalens.
(1) Az e hatvanyai pontosan az n-edik egységgyokok.
(2) Az e rendje n.

(3) € = cos(2km/n) + isin(2kn/n), ahol (k,n) = 1.

Emlékeztets
Ha (n,k) = 1, akkor e, = cos(2kw/n) + isin(2knw/n) rendje n. Ha (n,k) # 1,
akkor ¢, rendje n-nél kisebb, mert a k/n tortet még egyszertisiteni kell. Igy
(2) = (3).



A primitiv n-edik egységgyokok jellemzése
Bizonyitandé:
Az e # 0 szamra ekvivalens:

(1) Az e hatvanyai pontosan az n-edik egységgyokok.
(2) Az e rendje n.

Bizonyitas

(1) = (2) Ha e hatvanyai pontosan az n-edik egységgyokok, akkor n darab
hatvanya van, igy rendje n.

(2) = (1) Ha e rendje n, akkor n-edik hatvanya 1, és ezért n-edik egységgyok.
[gy minden hatvanya is az: e” =1 == ()" = (¢")¥ = 1¥ = 1. Rendje n,
tehat n hatvanya van. Igy minden n-edik egységgyokot megkapunk. O

A primitiv n-edik egységgytkok szama
Legyen n pozitiv egész. Ekkor a ¢(n) Fuler-figguény a 0,1,...,n — 1 szamok
koziil az n-hez relativ primek szama.

Szamelméleti tétel
Ha n kanonikus alakja n = p{" ...pp*, ahol a; # 0, akkor

p(n) = (P =" 71) o (R — i)

Allitas (K1.5.13)
A primitiv n-edik egységgyokok szama o(n).

Bizonyitas
A primitiv n-edik egységgyokok: e =cos(2km/n)+isin(2kw/n), ahol (k,n) = 1.
Lattuk: ey = ey <= n |k — L. O

Példak primitiv n-edik egységgyokokre
Példa

A negyedik primitiv egységgyokok it =i és i
4-hez, de 0 és 2 nem. ¢(4) = 2.

Az i és a —i hatvanyainak halmaza is {1,i,—1, —i}, azaz az Osszes negyedik
egységgyokok.

Példa

A hatodik primitiv egységgyokok

3 = —i, mert 1 és 3 relativ primek

1
cos(2m/6) + isin(27/6) = 5 + z? 6s
1
cos(5-27/6) +isin(5 - 27/6) = 5 z? ,

mert 1 és 5 relativ primek 6-hoz, de 0, 2, 3, 4 nem. (6) = 2.
Elvégeztiik a Kiss-konyv 1.5. Szakaszat.



6. Az algebra alaptétele

Az algebra alaptétele

Az algebra alaptétele (K2.5.4)
Minden nem konstans, komplex egyiitthatés polinomnak van gyoke a komplex
szamok kozott.

Bizonyitas: egyel6re nincs

A tétel bizonyitasdhoz az analizis eszkozei sziikségesek. Harmadéven: bizo-
nyitas komplex fliggvénytan segitségével. Masodéven: bizonyitds Galois-elmélet
segitségével. Felhasznalt segédtétel:

Tétel
Paratlan foku valos egyiitthatos polinomnak van valos gyoke.

Ez bizonyithato az elemi analizis Bolzano-tételével, de kovetkezik az algebra
alaptételébdl is (késSbb).

7. Osszefoglalo

A 4. eladashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak
Komplex n-edik egységgyok (K1.5.3). Komplex szam rendje (K1.5.7), jo kitevGje
(K1.5.6). Primitiv n-edik egységgyok (K1.5.12).

Tételek

Komplex szam n-edik gyokének képlete (K1.5.2). Az n-edik gyokok szama, el-
helyezkedése (K1.5.4). Komplex szam hatvanyainak egyenlGsége, a rend és a jo
kitevk kapcsolata (K1.5.8). A hatvany rendjének képlete (K1.5.10). A rend
leolvasasa a trigonometrikus alakbol (K1.5.11). A primitiv egységgyokok jel-
lemzései (K1.5.13). Az algebra alaptétele (K2.5.4).
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