1. A komplex szamok definicigja

A szAmkor bovitése

Tétel

Nincs olyan n természetes szam, melyre n + 3 = 1.
Bizonyitas

Ha n természetes szam, akkor n 4+ 3 > 3.

Ezért bevezettiik a negativ szamokat, kozottiik van ilyen n. Mindannyian tud-
juk, hogy ezek hasznosak.

Tétel
Nincs olyan r valds szam, melyre 2 = —1.
Bizonyitas
Ha 7 > 0, akkor 72 > 0. Ha r < 0, akkor is 2 = (—7)% > 0.
Ezért be fogjuk vezetni a komplex szamokat, amelyek hasznosnak bizonyulnak
majd
e egyenletek megoldéasakor;

e geometriai alakzatok, valos fiiggvények megértésekor;

e a fizikdban (folyadékok aramlasa, kvantummechanika, a téridé szerkezete).

Mi az a komplex szam?
Az i beti olyan ,szdmot” jelsl, melyre i = —1.
Szeretnénk megtartani a szokdsos szamoldsi szabdlyokat.

Mennyi lehet (1 + )2?

I+d)(l+i)=1-14+1-04+¢-14+i-i=14+i+i—1 =2i.
Csak ez lehet az eredmény.

Hasonléan (HF ellendrizni)
(a + bi)(c+ di) =(ac — bd) + (ad + be)i, mert (bi)(di) = —bd,
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i.

Az i-vel gy szdmolunk, mintha ismeretlen lenne, de i% helyett —1-et frunk.



A komplex szamok definiciéja

Definicié (K1.3.2)

Komplex szamnak nevezziik az a + bi alaku kifejezéseket, ahol a és b valos
szdmok. A z = a + bi valds része Re(z) = a. A z = a + bi képzetes része
Im(z) =b.

Figyelem! A képzetes rész valds szam, NEM bi.

Az a + bi csak akkor egyenlS ¢ + di-vel, ha a = ¢ és b = d, azaz ha a valos és
képzetes résziik is megegyezik.

Igy a valos és a képzetes rész definicioja egyértelmd.

A valos szamokat is komplex szamnak képzeljik: a = a+ 0i. A bi alaka szamok
tisztan képzetesek (valos résziik nulla).

Az i az imagindrius (képzetes) sz6 roviditése.

2. Miiveletek komplex szamokkal

Osszeadas, kivonas, szorzas, ellentett

Jelolések:
A komplex szamok halmaza: C. A valés szamok halmaza: R. A racionéalis
szamok halmaza: Q. Az egész szdmok halmaza: Z.

Az 8sszeadas, kivonas, szorzas definicioja (K1.3.2):
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i.

(a+bi) — (c+di) = (a — c)+ (b—d)i.

(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

A z € C ellentettje w, ha z + w = 0. Az ellentett jele —z. A z = a + bi
(egyetlen) ellentettje w = (—a)+ (—b)i. A kivonés az ellentett hozzdadésa:
u—z=u+(—2).

Osztés, reciprok

1
A w komplex szam reciproka u, ha wu = 1. Jele u = —.
w

. . ) .z 1 1
Az osztds a reciprokkal valo szorzas: — = z—, mert z—w = z.
w w w

Van-e w = 1 + i-nek reciproka a komplex szdmok koézott?
Otlet: Szorozzuk meg 1 — i-vel!
(1+i)1—i)=12—i>=1—(-1)=1+1=2. Tehat
iy, aga =121 1
2 ’ 144 2 2 2
(a+b)(a—b) =a®—b?

(1419)




A reciprok kiszamitasa
Az a + bi reciprokanak kiszamitasahoz a — bi-vel jo béviteni.
(a+bi)(a—bi) =a®— (bi)? = a® — (—b?) = a® + b2

Figyelem! Az eredmény NEM a? — b?!

1 a—bi a—bi a n b
= = = 7.
a+bi  (a+bi)(a—bi) a®+b> a2+  a®+0b?

Ez értelmes, ha a + bi # 0, mert ekkor a és b egyike nem nulla, és ezért

a? + b2 > 0 (azaz nem nulla).

Kovetkezmény (K1.3.6)
Minden nem nulla komplex szamnak van reciproka, ezért minden nem nulla
komplex szammal lehet osztani.

3. Konjugalt és abszolut érték

Konjugalt és abszolit érték

Definicié (K1.3.9)

A z = a+ bi konjugdltja Z = a — bi. A z = a+ bi abszolit értéke |z|=+a® + b?
(nemnegativ valos).

Az imént azt lattuk be, hogy 27 = a? + b2 = |z|%.

Megjegyzés (K1.3.8)

Komplex szamok kozott nem igaz, hogy |z| értéke vagy z, vagy —z.

Példaul |1+ i| = v/2, ami nem 1+ és nem —(1+4). Ha z = a + 0i valés, akkor
abszoluit értéke Va2, tehat ugyanaz, mint az abszolat érték ,régi” értelme.

Nem haszndlhatunk egyenlétlenségeket nem valos komplex szamok kozott. Er-
telmetlen olyat leirni, hogy i > 0 vagy i < 0.

A konjugalt tulajdonsagai

Tétel (K1.3.10, HF ellenérizni)
Tetszdleges z,w € C szamokra érvényesek az alabbiak.

1) A konjugalas kolesonosen egyértelm, és z = 2.

2 = Z akkor és csak akkor, ha z valoés.
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(2)

(3) z+w =7+ w (a konjugalas Gsszegtarto).
(4) zw =z w (a konjugalas szorzattarto).

()

5) Osztaskor a nevezd konjugéltjaval érdemes béviteni.



Mintabizonyitas (3)-ra:

Legyen z = a + bi és w = ¢ + di. Ekkor
zHw=(a+c)+ (b+d)i=(a+c)— (b+d)i.
Z+w=(a—0bi)+ (c—di) = (a+c) — (b+ d)i.
Ezek tényleg egyenldk.

Az abszolut érték tulajdonsagai

Tétel (K1.3.10, HF ellenérizni)
Tetsz6leges z,w € C szamokra érvényesek az alabbiak.

(1) |z| = 0 akkor és csak akkor, ha z = 0.
2) 1z =[]

(3) |zw| = |z]|w| (az abszolut érték szorzattartd).

Mintabizonyitas (3)-ra:

WY = zWw ZW = 2w Z W = zZww = |z|°|w|“. wel [zw| =2 0 és |z||lw| = 0,
2 2lw|?. Mivel >0 ¢é >0

négyzetgyokot vonhatunk.

Az |u|? = uu azonossag miatt.
Felhasznaljuk, hogy a konjugélas szorzattarto.

4. Miiveleti tulajdonsagok
A miiveleti tulajdonsagok
Komplex szdmokkal a ,szokdsos” mddon szamolhatunk.

Tétel (K1.3.3, HF ellendrizni)
Tetszoleges x,y, z € C szamokra érvényesek az alabbiak.

(1) (z+y)+2z=x+ (y+ 2) (az Osszeadés asszociativ).

2) x +y =y + x (az dsszeadas kommutativ).

3) x4+ 0=0+ 2z =z (az ilyen tulajdonsagn 0 elem a nullelem).
4) Minden x-nek van ellentettje.
5) (zy)z = x(yz) (a szorzas asszociativ).
7

z-1=1-2=ux (méas szoval az 1 egységelem).
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(6) xy = yzx (a szorzas kommutativ).
(

(8) Minden nem nulla z-nek van reciproka.
(9) (x +y)z = xz + yz (disztributivitds).

Mintabizonyitas: K1.3.4. Gyakorlat.

O



Nullosztémentesség
Ha z komplex szam, akkor nyilvan z-0=0-2z = 0.
Tétel (K1.3.7)

Két komplex szam szorzata csak akkor nulla, ha valamelyik tényezé nulla. E tu-
lajdonsag neve: nullosztomentesség.

Bizonyitas
Tegyiik f6l, hogy zw = 0, de z # 0. Meg kell mutatnunk, hogy akkor w = 0.
Mivel z # 0, van reciproka: uz = 1. Fzzel szorozva

w=1 w=(uz)w=u(zw)=u-0=0.

Ezzel elvégeztiik a K1.3. szakaszt.

5. A komplex szamok abrazolasa (K1.4. szakasz)

Vektorok és helyvektorok

Ismétlés
A sik wvektorai irdanyitott szakaszok, de két vektor egyenld, ha parhuzamosak,
egyenl§ hossziak és iranytak.

Igy minden vektor kezdépontja az O origoba tolhato. A sik minden pontjat
egyértelmten kijeloli egy ilyen O A vektor A végpontja. Ez az A pont helyvektora.

Jelolés
Az origobol az A = (a,b) pontba mutatd Vek‘ﬂ;c szintén az (a,b) szamparral
adjuk meg. Tehat beszélhetiink a z = (a,b) = OA vektorrol.

Vektorosszeadas

—
A vektorok dsszeaddsa egymas utan flizéssel torténik: OA + ﬁ = O? .

C
2z
c B p A = (a,b)
W ’LU B:(C,d)
X
d w |/ A c C=(a+c¢b+d)
= b b
% .
a c

Ez a pz@)lelogmmma—szabdly, hiszen O AC'B paralelogramma.
A2=0A=BC= (a,b) és w = OB = AC = (¢, d) vektorok
Osszege z +w = OC = (a+ ¢, b+ d).



A komplex szamsik

Ahogy a valés szamokat a szamegyenesre képzeljiik, az a + bi komplex szamot
a sik (a,b) pontjaval abrazoljuk.

Példaul 4 = 0 + 1i a (0,1) pontnak felel meg.
A valos szamok az x-tengelyen helyezkednek el, ennek neve valds tengely. A tisz-

tan képzetes szamok az y-tengelyen vannak, ennek neve képzetes tengely.

Tétel (K1.4.1)

Az (a,b)-be mutatéd helyvektort is azonositjuk a + bi-vel.

Mivel (a+bi)+ (c+di) = (a+c¢) + (b4 d)i, ezért a komplex szdmokat ugyanigy
kell 0sszeadni, mint a nekik megfeleld helyvektorokat.

6. A trigonometrikus alak

Komplex szam hossza és szige

A z = a + bi hossza az orig6tol mért tavolsaga. Pitagorasz tétele szerint ez

Va2 + b2, azaz |z|.

z=a+bi=r(cosa+isina)
"
i

7 b=rsina

z
B

a = arg(z)

a=rcosa

A z # 0 szdge a valos tengely pozitiv felével bezart szog.
Ez iranyitott szog, 0 < arg(z) < 360°. Nyilvan a = |z|cosa és b = |z|sina.
Ezért z-t egyértelmtien meghatarozza a hossza és a szoge.

Komplex szam trigonometrikus alakja

Definicié (K, 18. oldal)
A z # 0 trigonometrikus alakja z = r(cosa + isina), ahol r = |z| a z szdm
hossza, o = arg(z) pedig a z szam szoge. A z = a + bi az algebrai alak.



Példa
Az 1—i hossza /12 + (—1)2 = /2. Szdge 315° (nem 45°). Igy trigonometrikus
alakja 1 — i = v/2(cos 315° + isin 315°).

N
\

A trigonometrikus alak egyértelmiisége

Példa
A —4 hossza (abszolut értéke) 4, szoge 180° (nem 0°). Igy trigonometrikus
alakja —4 = 4(cos 180° + i sin 180°).

Figyelem! A nullanak nincs trigonometrikus alakja. Az r(cosa — isin«)
szam nincs trigonometrikus alakban!

Az r(cosa + isin «) felirasban érdemes megengedniink olyan
« szoget is, ahol 0 < a < 360° nem feltétleniil teljesiil.

Példaul 1 — i = v/2( cos(—45°) + isin(—45°)) emberkdzelibb felirés.

Allitas (K1.4.4, HF ellenérizni)
Ha r, s > 0 valos, akkor r(cos a +isin ) = s(cos 5+ isin 8) pontosan akkor, ha
r=s, és a— [ a 360° egész szdmszorosa.

Szorzas trigonometrikus alakban

Tétel (K1.4.5)
Komplex szdmok szorzasakor hosszuk 0sszeszorzodik,
szdgiik pedig dsszeadddik. (modulo 360°)

Bizonyitas

Legyen z = r(cosa + isina) és w = s(cos f +isin B). Ekkor

zw = rs((cos acos B — sinasin B) + (cos asin 8 + sin a cos B)i).

Ez az ismert képletek miatt rs(cos(a+ ) + isin(a + 3)).
Emlékeztets: (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Példa: 1 — i = v/2(cos 315° + isin 315°) négyzete

(1 —1)% =v2-v2(cos(315° + 315°) + isin(315° + 315°)) =

= 2(cos 630° + isin630°) = 2(cos 270° + isin 270°) =

=2(0+i(-1)) = —2i.




Hatvanyozas trigonometrikus alakban

Hazi Feladat (K1.4.6)
Osztaskor a hosszakat elosztjuk, a szogeket kivonjuk.

Moivre képlete (K, 20. oldal)
(r(cos o + i sin a))n = r"(cosna + isinna). Azaz hatvdnyozdskor a hosszat a
kitevére emeljiik, a szoget a kitevével szorozzuk.

HF: A képlet negativ (egész) kitevére is érvényes.

Példa 1526
(1 —19)1526 = /277" (cos(1526 - 315°) + isin(1526 - 315°)) =
= 2703(cos90° + isin 90°) = 2763(0 + 1i) = 27634,

1 —i=+/2(cos 315° + isin 315°)
1526/2 = 763
1526 - 315 = 480690 = 1335 - 360 + 90

7. Osszefoglalo

A 3. eladashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak (K1.3. és 1.4. szakasz)

Komplex szam, valos és képzetes rész, tisztan képzetes szam, Osszeadas, kivo-
nas, szorzas, ellentett (K1.3.2). Reciprok, osztas (K1.3.6), konjugalt, abszolut
érték (K1.3.9). Vektordsszeadas, helyvektor, a komplex szamsik (K1.4. szakasz).
Komplex szdm hossza, szoge, trigonometrikus alakja (K, 18. oldal).

Tételek

Miiveleti tulajdonsagok (K1.3.3), nullosztomentesség (K1.3.7). A konjugalt és
az abszolut érték tulajdonsagai (K1.3.10). A komplex szamok dsszeadasa vektor-
Osszeadas (K1.4.1). Szorzas trigonometrikus alakban (K1.4.5). A trigonometri-
kus alak egyértelmiisége (K1.4.4). Hatvanyozas, Moivre képlete (K, 20. oldal).



