1. Bevezetés
A félév anyaga
e Komplex szamok

— Miiveletek
— Kapcsolat a geometriaval
— Gyokvonas
e Polinomok
— A gyo6kok szdma
— A gy0kok és egyititthatok dsszefliggése

— Szorzatra bontas, szdmelméleti kérdések

— A harmad- és negyedfoku egyenlet
e Linedris algebra

— Linearis egyenletrendszerek
— Miiveletek vektorokkal és matrixokkal

— Determinansok
o Absztrakt algebrai alapfogalmak

— Guytirtk és testek

Irodalom
® evkiss.web.elte.hu/wp/wordpress/oktatas/faliujsag
— Ez a prezentécid, és a nyomtathato valtozata
— A gyakorlatokon szerepld feladatsorok
— Informaciok a vizsgakrol, zarthelyikrdl

— Tematikak, oktatasi anyagok, ajanlott irodalom

o K=Kiss Emil: Bevezetés az Algebrdba - ingyen letdlthetd:
ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress/oktatas/letoltheto-jegyzetek

— Komplex szamok, polinomok
— A keés6bbi félévek anyaga (csoportok, gytrik)

— A gyakorlatokon szereplé feladatok megoldasai



o F=Freud Rdobert: Linedris algebra

— Az els6 harom félév linearis algebra anyaga
— Feladatok megoldasokkal

o Tovabbi feladatgyijtemények

— Fagyejev-Szominszkij: Felsgfoku algebrai feladatok
— Czédli-Szendrei-Szendrei: Absztrakt algebrai feladatok

Altalanos tanacsok

e Az el6adason figyelni érdemes, NEM JEGYZETELNI!

— Ez a prezentacié definidlja a vizsgakovetelményeket.
— Nyomtathato valtozat is letolthetd.

— Hivatkozasok a két tankonyvre, ahol magyarazatok vannak.
e Az anyagot meg is kell érteni!

— a megértés az alkalmazas képessége;
— feladatmegoldas a gyakorlaton, megoldasok a konyvekben;
— logikai szabatosséig, a matematika nyelvének elsajatitasa.
e Elméleti matematikabdl csak kevesen fognak megélni! Hozza célszerti ta-
nulni mast is, példaul:
— biologia, fizika, kémia, informatika, tanari mesterség;

— kozgazdasagi ismeretek, mérnoki tudoméanyok.
e Haszndljuk a szdmitogépet!

— Account a caesar.elte.hu-n.
— Konzultacios gyorssegély: ewwkiss@gmail.com

— TgEX, Maple, Mathematica, GAP, C++, Python, Unix.

A szamonkérés modja
e A gyakorlati jegy:

— Csak harom hianyzas megengedett.

— Minden gyakorlaton ropdolgozat (atmenési kritérium); Tematika a
gyakorlatvezet6 dontése alapjan:
x az el6z6 el6adason elhangzott tételekbdl, definiciokbol;
* az el6z6 heti gyakorlaton tanult készségekbdl;
* a hazi feladatokbol.



— Két évfolyamzarthelyi;
* az elégtelen zarthelyiket ki kell javitani;
x javito a félév végén, a gyakorlatvezets dontése alapjan.
* Ha nem sikeriil: gyakorlati jegy utovizsga.

o A wizsgajeqy:
— Csak érvényes gyakorlati jeggyel lehet vizsgazni.
— TIrasbeli vizsga, az anyag megértését is méri.
— Beugr6 a ropdolgozatok anyagabol.

— Osszesen harom alkalom; egyre kell eljonni, kivéve ha az nem sikeriil.

2. Polinomok

A polinom szemléletes fogalma

K2.1 (azaz Kiss: Algebra, 2.1. szakasz)

Polinomnak neveziink egy olyan formaélis kifejezést, amely szamokbol, és az
x betlibdl késziil ismételt Osszeadas, kivonés és szorzas segitségével. Az x neve
hatdrozatlan (vagy vdltozd).

Példa )
(4o — 2?)(z — 23) + 2z —7)" + 432® — 7 egy polinom.

A zardjeleket a disztributivitas segitségével felbonthatjuk, majd x hatvanyai

szerint rendezhetiink. Az eredmény:
x5 — 5425 + 9092* — 48032 — 772222 + 1260z + 49 — 7. (MAPLE program!)

A polinom definiciéja

Definicio
Egyhatdrozatlani polinomnak nevezziik az f(x) = ap + a1x + agz? + ... + apa™
formalis kifejezéseket, ahol n > 0 egész szam és ag, - .., a, szdmok. Az x neve

hatdrozatlan. Az a;jz? a polinom egy tagja, az 27 egyiitthatdja aj. Az ag = agx®
a konstans tag.

Definicié (K2.1.1)
Két polinom akkor egyenld, ha egyiitthatoik megegyeznek (x7 egyiitthatoja
ugyanaz a két polinomban minden j > 0-ra).

2—1=0-22+1-2240-2+(-1)ésa3—1=1-22+0-2240 -2+ (—1) nem
egyenldk, mert példaul az 23 egyiitthatéja mas a két polinomban.



A nullapolinom

Definici6é (K2.1. szakasz)
A nullapolinom az a polinom, amelynek minden egyiitthat6ja nulla. Ugyanagy
0 jeldli, mint a 0 szamot.

Minden ¢ szamot polinomnak tekintiink (amelyben z7 egyiitthat6ja nulla min-
den j > 1 esetén, konstans tagja pedig c). Ezek a konstans polinomok.

Rz]: a valds egylitthatos polinomok halmazanak jele.

Q[z]: a raciondlis egyiitthatos polinomok halmazanak jele.

Z[z]: az egész egylitthatos polinomok halmazanak jele.

A hatéarozatlan jele mas is lehet: R[y], Z[u].

Példa: my?+3 € R[y], de my*+3 ¢ Q[y], mert 7 irracionalis szam.

3. Miiveletek polinomok kozott

Polinomok kibévitése nulla tagokkal
A nulla egyiitthatoju tagokat igény szerint irjuk ki:
ao+ a1z + asz® + ...+ apa" =
—agtax+taai+.. . +apz”+0-2" T 402" 4.

Megallapodunk abban, hogy 0 = a,, 11 = @42 = .... Igy barmely két polinomot
ugyanannyi taggal irhatunk fel:

f(x) = ap + a1x + axx® + ... + a,z"

g(x) = by + bz + boa® 4+ ... + bpa™.
Példa:

2 —z+1=0-22+1-2°-1-2+1
24+1=1-2240-22+0-2+1.

Igy kényelmesebb lesz értelmezni polinomok Ssszegét.

Polinomok 6sszege, kiilonbsége, ellentettje
Definicié (K 35. oldal)
Legyen
f(z) =aop+ a1z + a2 + ...+ apz"
g(x) = by + byx + box® + ... + bpa™.
E polinomok &sszege és kiilonbsége:
(f+9)(x) = (ap +bo) + (a1 +b1)x + ...+ (an + by)a"
(f—g9)(@)=(ap—bo) + (a1 —b1)x + ...+ (ap — bp)z"™ .
Nyilvan f +0=0+ f = f minden f polinomra.



Az f € Rlx] ellentettje h, ha f+ h = 0. Az ellentett jele h = —f.
Az f(z) = ap+ a1z + ...+ apz™ (egyetlen) ellentettje

h(z) = (—F)(@) = (—a0) + (~a1)z + ... + (—a)a™.

A kivonéas az ellentett hozzaadasa: g — f = g + (—f).

Példa polinomok szorzatara

Keérdés

Hogyan definialjuk az (ag + a12)(bo + biw + baz?) szorzatot? Példaul mi legyen
22 egyiitthatoja?

Allitas (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (ug +us+ ... +u,)(v1+ ... +vp) eredménye az nm darab u;ve tag Gsszege
(1<j<neé1<Ll<m) Akét zarodjelbdl kivesziink egy-egy tagot az Gsszes
lehetséges modon, ezeket Osszeszorozzuk, a szorzatokat Gsszeadjuk.

12-es tag kétféleképpen keletkezhet: ag(box?) és (a12)(b1z). Ezért 22 egyiittha-
toja legyen agbs + a1by. A végeredmény:
a1b2:z:3 + (aobg + albl)zZ + (a0b1 + albo)I + aobo.

Polinomok szorzatanak definicioja

Definicio
(ao+ a1z + ...+ anx™)(bg + b1z + ... + by z™)-ben
x¥ egyiitthatoja legyen ¢, = agby + a1bp—1 + ... + apbo.

Magyarazat
z*-0s tag akkor keletkezik (a;z7)(bez*)-bol, ha j+ £ = k.

Példa
Az "™ egyiitthatoja
aobntm + oo+ @n_1bmi1 + by + app1bm—1 + ... F Anrmbo -

Tudjuk, hogy ¢ > m esetén by = 0. Igy az elsé n tag nulla. Tudjuk, hogy j > n
esetén a; = 0. Igy az utolsé m tag nulla. Vagyis 2"t egyiitthatoja a,bn,.

4. Polinomok foka

Polinom foka

Definicio

Ha f(x) = ag + a12 + ... + anz™, ahol a,, # 0, akkor f foka n. Jele: gr(f).
Tehat a fok a legnagyobb olyan kitevs, amelyhez tartozoé egyiitthatdé nem nulla.
A nullapolinomnak nincs foka. Az f(x) k-adfoka tagja apx®, fétagja a,z™,
féegyiitthatdja an,. Az f(x) normdlt polinom, ha f6egytitthatoja 1.



Tétel (K2.1.5)
Szorzéasnal a fokok Gsszeadodnak: gr(fg) = gr(f) + gr(g).

Bizonyitas

f(x)=ap+a1z+...+ana™ és g(x) =bo+biz+...+by,x™ esetén lattuk, hogy
"t egyiitthatéja a,b,,. Ez nem nulla, ha a, és b, nem nulla. Magasabb
foku tag nem keletkezik. O

A szorzat foka: kovetkezmények

Kovetkezmények (K2.1.7)

(1) A polinomok szorzasa nullosztémentes, azaz nem nulla polinomok szorzata
sem a nullapolinom.

(2) Egy f polinomnak pontosan akkor van reciproka polinomok kozott, ha
nem nulla konstans polinom.

Bizonyitas
(1): Lattuk, hogy ha f és g nem nulla, akkor fg-nek van nem nulla egyiitthatoja

(a két fGegyiitthato szorzata), igy fg # 0.

(2): Ha fg =1, akkor 0 = gr(1) = gr(fg) = gr(f) + gr(9).

Ezért gr(f) = gr(g) = 0, azaz mindkettS nem nulla konstans.

Megforditva, ha ¢ # 0 konstans, akkor reciproka, azaz 1/c¢ is (konstans) polinom.

HF: fg konstans tagja f és g konstans tagjainak szorzata.

Osszeg foka

Tétel (K2.1.2)

Két polinom 6sszegének a foka legfeljebb akkora, mint a két polinom fokai koziil
a nem kisebb: gr(f+g) < max(gr(f), gr(g)). Ha a két polinom foka kiilénb6z8,
akkor egyenlség all.

Példa
=gr(z® +1) =gr(—2® + ) > gr((z® + 1) + (—2? + z)) = L.

Bizonyitas

flx)=ap+ a1z +...+apx™ és g(x) =bo+ biz + ...+ bya™, ahol feltehetjik,
hogy példaul a,, nem nulla, azaz gr(f) = n. Ha b, = 0, akkor gr(g) < n, és
f + g f6egyiitthatoja a,, azaz gr(f + g) = gr(f) = n.

Ha b,, # 0, akkor gr(f) = gr(g) = n. Ekkor a,, + b, = 0 is lehet, mely esetben
gr(f +9) <er(f) = gr(g)-



5. A szumma és produktum jelolés

Osszegek tomoér alakja
Definicio N
Az a1 + a2 + ... + a, Osszeget igy roviditjik: > a;. A szumma jel utani

j=1
kifejezéseket kell 6sszeadni a j azon értékeire, amit a jel alatt és f616tt megadunk.

n
f(x) =ap+ a1z +agz® + ... +a,a™ = Zajxj
3=0

g(z) = by + b1z + b2$2 + ...+ bpx™ = szxe
£=0

m—+n k
esetén (fg)(w) = > cpa®, ahol cp = Y ajbp—j = > ajby.
k=0 7=0 j+e=k

A produktum jelSlés
Definicio
A J] produktum jelolés hasonlé a szumma jeloléshez, csak Osszeadéas helyett

szorozni kell. Példék: ] a; = azas...ay.
j=2

[Ti=1-2-...-n=n!(n faktorialis).
j=1

Megallapodas
Egytagu 6sszeg és szorzat az egyetlen tagjaval egyenls. Az dres dsszeg értéke 0.
Az dres és,zov"zat értéke 1.2
Példa: Y b; = bs, > b =0, > ajx? =0, han=0.
j=3 j=3 j=1
Magyarazat: K2.2.42. Gyakorlat.

6. Polinomfiiggvény és gyok
Behelyettesités polinomba

Definici6 (K2.4.1)

Legyen b egy szam. Az f(x) = ag + a1 + agz® + ... + a,z™ polinom b helyen
felvett helyettesitési értéke f*(b) = ag +arb+ axb® + ...+ a,b" (az x helyére b-t
frunk). Az f-hez tartozo f* polinomfiigguény az az f* fliggvény, mely minden
b szamhoz f*(b)-t rendel.



Allitas (K2.4.2)
Ha f,g € R[z] és b € R, akkor (f + ¢g)*(b) = f*(b) + g*(b)
és (fg)"(b) = f(b)g™(b).

A polinomok 6sszeadasat és szorzasat pontosan azzal a motivacidval definialtuk,
hogy ez az allitas igaz legyen.

A gy0k és a gyoktényezs

Definici6é (K2.4.5)
A b szam gyoke az f polinomnak, ha f*(b) = 0.

Allitas (a gySktényezs kiemelhetSsége, K2.4.6)

A b szam akkor és csak akkor gyoke az f polinomnak, ha van olyan ¢ polinom,
hogy f(z) = (z — b)q(x).

Az x — b a b gyOkhoz tartozd gydktényezd.

Bizonyitas

Ha f(x) = (xz — b)q(x), akkor f*(b) = (b —b)q*(b) = 0.

A megforditast legkozelebb bizonyitjuk.

HEF': Vezessiik le ezt a megforditast az a™ — 0" = (a — b) Z;:Ol a" "= 1p’ azonos-
saghol.

7. Osszefoglald

Az 1. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak (K2.1)

Hatéarozatlan; polinomok, egyenldségiik (K2.1.1). Tag, egyiitthato, f6tag, nor-
malt polinom, fok, konstans tag. Nullapolinom, 6sszeg, ellentett, szorzat. Poli-
nomfiiggvény (K2.4.1), polinom gydke (K2.4.5). Nullosztomentesség (K2.2.27).
A szumma és produktum jelolés.

Tételek
Osszeg és szorzat foka (K2.1.2, K2.1.5). Polinomfiliggvények sszege és szorzata
(K2.4.2). Gyoktényezs kiemelhetGsége (K2.4.6).



