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A második oszlopból kivonjuk az elsőt.
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Bekarikázzuk,
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A harmadik sorból kivonjuk a második sor 2-szeresét.



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 16 / 27

Példa eliminációra

Példa
Karikázás helyett a megfelelő számok piros színűek.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 2
3 4 5
6 7 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
4 3 5
7 6 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
0 3 −3
0 6 −5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
0 3 −3
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −3.

Példa
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 2
3 4 5
6 7 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
4 3 5
7 6 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
0 3 −3
0 6 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
0 3 −3
0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

HF: Ha egy sor vagy oszlop nulla,



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 16 / 27

Példa eliminációra

Példa
Karikázás helyett a megfelelő számok piros színűek.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 2
3 4 5
6 7 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
4 3 5
7 6 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
0 3 −3
0 6 −5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
0 3 −3
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −3.

Példa
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 2
3 4 5
6 7 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
4 3 5
7 6 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
0 3 −3
0 6 −6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2
0 3 −3
0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

HF: Ha egy sor vagy oszlop nulla, akkor a determináns nulla.
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HF: Ha egy sor vagy oszlop nulla, akkor a determináns nulla.
Az utolsó sor nulla, így a determináns is nulla.
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HF: Ha egy sor vagy oszlop nulla, akkor a determináns nulla.
Az utolsó sor nulla, így a determináns is nulla.
Az utolsó sor a második sor 2-szerese mínusz az első sor.



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk.



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn,



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn, és pl. v1 − λ2v2 − . . .− λnvn = 0.



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn, és pl. v1 − λ2v2 − . . .− λnvn = 0.
Vonjuk ki az első sorból sorban az i-edik sor λi szeresét.



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn, és pl. v1 − λ2v2 − . . .− λnvn = 0.
Vonjuk ki az első sorból sorban az i-edik sor λi szeresét.
Ekkor az első sor nulla lesz,



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn, és pl. v1 − λ2v2 − . . .− λnvn = 0.
Vonjuk ki az első sorból sorban az i-edik sor λi szeresét.
Ekkor az első sor nulla lesz, ezért a kapott determináns nulla.



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn, és pl. v1 − λ2v2 − . . .− λnvn = 0.
Vonjuk ki az első sorból sorban az i-edik sor λi szeresét.
Ekkor az első sor nulla lesz, ezért a kapott determináns nulla.
Ez az eredeti determinánssal egyenlő,



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn, és pl. v1 − λ2v2 − . . .− λnvn = 0.
Vonjuk ki az első sorból sorban az i-edik sor λi szeresét.
Ekkor az első sor nulla lesz, ezért a kapott determináns nulla.
Ez az eredeti determinánssal egyenlő, így az is nulla.



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn, és pl. v1 − λ2v2 − . . .− λnvn = 0.
Vonjuk ki az első sorból sorban az i-edik sor λi szeresét.
Ekkor az első sor nulla lesz, ezért a kapott determináns nulla.
Ez az eredeti determinánssal egyenlő, így az is nulla.
Megfordítva: Ha a determináns nulla,



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn, és pl. v1 − λ2v2 − . . .− λnvn = 0.
Vonjuk ki az első sorból sorban az i-edik sor λi szeresét.
Ekkor az első sor nulla lesz, ezért a kapott determináns nulla.
Ez az eredeti determinánssal egyenlő, így az is nulla.
Megfordítva: Ha a determináns nulla, akkor a Gauss-elimináció
során keletkezik egy csupa nulla sor



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn, és pl. v1 − λ2v2 − . . .− λnvn = 0.
Vonjuk ki az első sorból sorban az i-edik sor λi szeresét.
Ekkor az első sor nulla lesz, ezért a kapott determináns nulla.
Ez az eredeti determinánssal egyenlő, így az is nulla.
Megfordítva: Ha a determináns nulla, akkor a Gauss-elimináció
során keletkezik egy csupa nulla sor (amikor nem tudjuk folytatni).



Az általános determináns Algebra1, normál 6. előadás 17 / 27

A determináns eltűnése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)

Egy determináns akkor és csak akkor nulla, ha van olyan sora,
melyből a többi sor alkalmas skalárszorosát rendre kivonva csupa
nulla sort kapunk. Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponált).

Bizonyításvázlat

Legyenek a sorok v1, v2, . . . , vn, és pl. v1 − λ2v2 − . . .− λnvn = 0.
Vonjuk ki az első sorból sorban az i-edik sor λi szeresét.
Ekkor az első sor nulla lesz, ezért a kapott determináns nulla.
Ez az eredeti determinánssal egyenlő, így az is nulla.
Megfordítva: Ha a determináns nulla, akkor a Gauss-elimináció
során keletkezik egy csupa nulla sor (amikor nem tudjuk folytatni).
Tehát ebből a sorból ki tudtuk vonni a többi sor alkalmas
skalárszorosát úgy, hogy csupa nulla sort kapjunk.



A determináns kifejtése Algebra1, normál 6. előadás 18 / 27

Előjeles aldeterminánsok

Definíció

Legyen T = C,R,Q és M = ((aij)) ∈ T n×n egy n × n-es mátrix.
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T = C,R,Q és M,N ∈ T n×n.
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Valójában azt igazoltuk, hogy M mindegyik jobbinverze megegyezik
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Elég belátni, hogy K = N, mert akkor NM = KM = En.
Az asszociativitás miatt
K = KEn = K (MN) = (KM)N = EnN = N.

Valójában azt igazoltuk, hogy M mindegyik jobbinverze megegyezik
M mindegyik balinverzével. Így a kétoldali inverz egyértelmű.
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Adott egy Mx = b lineáris egyenletrendszer,
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Valóban, a Gauss-eliminációt elvégezve pontosan akkor
egyértelmű a megoldás, ha minden oszlopban van vezéregyes.
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Adott egy Mx = b lineáris egyenletrendszer, melyben
ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen: M ∈ T n×n.
Ekkor a megoldás pontosan akkor egyértelmű, ha det(M) 6= 0.
Ilyenkor nyilván x = M−1b a megoldás képlete.

Valóban, a Gauss-eliminációt elvégezve pontosan akkor
egyértelmű a megoldás, ha minden oszlopban van vezéregyes.
Az M determinánsa pontosan ekkor nem nulla.

Cramer-szabály (F3.2.1. Tétel)

Jelölje Mj azt a mátrixot, amelyet az M-ből úgy kapunk,
hogy a j-edik oszlop helyére a b oszlopvektort tesszük.

Ha det(M) 6= 0, akkor a megoldás xj =
det(Mj)

det(M)
.
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Az egyszerűbb jelölés kedvéért 2 × 2-esre.
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V (z1, z2, . . . , zn) =
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Bizonyítás: gyakorlaton.
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A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag
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A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.



Összefoglaló Algebra1, normál 6. előadás 27 / 27

A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.



Összefoglaló Algebra1, normál 6. előadás 27 / 27

A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.

Tételek
A determináns alaptulajdonságai: sorban és oszlopban lineáris;



Összefoglaló Algebra1, normál 6. előadás 27 / 27

A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.

Tételek
A determináns alaptulajdonságai: sorban és oszlopban lineáris;
ha két oszlop (sor) egyenlő, akkor a determináns nulla;



Összefoglaló Algebra1, normál 6. előadás 27 / 27

A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.

Tételek
A determináns alaptulajdonságai: sorban és oszlopban lineáris;
ha két oszlop (sor) egyenlő, akkor a determináns nulla;
ha egy oszlophoz egy másik skalárszorosát adjuk, akkor
nem változik;



Összefoglaló Algebra1, normál 6. előadás 27 / 27

A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.

Tételek
A determináns alaptulajdonságai: sorban és oszlopban lineáris;
ha két oszlop (sor) egyenlő, akkor a determináns nulla;
ha egy oszlophoz egy másik skalárszorosát adjuk, akkor
nem változik; oszlopcserénél előjelet vált;



Összefoglaló Algebra1, normál 6. előadás 27 / 27

A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.

Tételek
A determináns alaptulajdonságai: sorban és oszlopban lineáris;
ha két oszlop (sor) egyenlő, akkor a determináns nulla;
ha egy oszlophoz egy másik skalárszorosát adjuk, akkor
nem változik; oszlopcserénél előjelet vált;
felső háromszögmátrix,



Összefoglaló Algebra1, normál 6. előadás 27 / 27

A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.

Tételek
A determináns alaptulajdonságai: sorban és oszlopban lineáris;
ha két oszlop (sor) egyenlő, akkor a determináns nulla;
ha egy oszlophoz egy másik skalárszorosát adjuk, akkor
nem változik; oszlopcserénél előjelet vált;
felső háromszögmátrix, transzponált,



Összefoglaló Algebra1, normál 6. előadás 27 / 27

A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.

Tételek
A determináns alaptulajdonságai: sorban és oszlopban lineáris;
ha két oszlop (sor) egyenlő, akkor a determináns nulla;
ha egy oszlophoz egy másik skalárszorosát adjuk, akkor
nem változik; oszlopcserénél előjelet vált;
felső háromszögmátrix, transzponált, szorzat determinánsa.



Összefoglaló Algebra1, normál 6. előadás 27 / 27

A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
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A kifejtési és a ferde kifejtési tétel.
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ha két oszlop (sor) egyenlő, akkor a determináns nulla;
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A kifejtési és a ferde kifejtési tétel. Vandermonde determináns.
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A 6. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.

Tételek
A determináns alaptulajdonságai: sorban és oszlopban lineáris;
ha két oszlop (sor) egyenlő, akkor a determináns nulla;
ha egy oszlophoz egy másik skalárszorosát adjuk, akkor
nem változik; oszlopcserénél előjelet vált;
felső háromszögmátrix, transzponált, szorzat determinánsa.
A kifejtési és a ferde kifejtési tétel. Vandermonde determináns.
Az invertálhatóság jellemzése determinánsokkal;
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Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.

Tételek
A determináns alaptulajdonságai: sorban és oszlopban lineáris;
ha két oszlop (sor) egyenlő, akkor a determináns nulla;
ha egy oszlophoz egy másik skalárszorosát adjuk, akkor
nem változik; oszlopcserénél előjelet vált;
felső háromszögmátrix, transzponált, szorzat determinánsa.
A kifejtési és a ferde kifejtési tétel. Vandermonde determináns.
Az invertálhatóság jellemzése determinánsokkal; az inverz képlete.
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Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
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A kifejtési és a ferde kifejtési tétel. Vandermonde determináns.
Az invertálhatóság jellemzése determinánsokkal; az inverz képlete.
Négyzetes mátrixokra minden balinverz kétoldali inverz.
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Négyzetes mátrixokra minden balinverz kétoldali inverz.
A determináns eltűnésének jellemzése.
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Fogalmak

A 2 × 2-es és 3 × 3-as determináns.
Előjeles aldetermináns.

Tételek
A determináns alaptulajdonságai: sorban és oszlopban lineáris;
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A kifejtési és a ferde kifejtési tétel. Vandermonde determináns.
Az invertálhatóság jellemzése determinánsokkal; az inverz képlete.
Négyzetes mátrixokra minden balinverz kétoldali inverz.
A determináns eltűnésének jellemzése. A Cramer-szabály.
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