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feladatmegoldás a gyakorlaton, megoldások a könyvekben;
logikai szabatosság, a matematika nyelvének elsajátítása.

Elméleti matematikából csak kevesen fognak megélni!
Hozzá célszerű tanulni mást is, például:

biológia, fizika, kémia, informatika, tanári mesterség;
közgazdasági ismeretek, mérnöki tudományok.

Használjuk a számítógépet!
Account a caesar.elte.hu-n.
Konzultációs gyorssegély: ewwkiss@gmail.com
TEX, Maple, Mathematica, GAP, C++, Python, Unix.
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nulla.
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Megállapodunk abban, hogy 0 = an+1 = an+2 = . . . .
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a0 + a1x + a2x
2 + . . .+ anx

n =

= a0 + a1x + a2x
2 + . . .+ anx

n + 0 · xn+1 + 0 · xn+2 + . . . .

Megállapodunk abban, hogy 0 = an+1 = an+2 = . . . .
Így bármely két polinomot ugyanannyi taggal írhatunk fel:

f (x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . .+ anx

n

g(x) = b0 + b1x + b2x
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Példa:

x2 − x + 1 = 0 · x3 + 1 · x2 − 1 · x + 1

x3 + 1 = 1 · x3 + 0 · x2 + 0 · x + 1 .

Így kényelmesebb lesz értelmezni polinomok összegét.
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Műveletek polinomok között Algebra1, normál 1. előadás 11 / 20

Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon,



Műveletek polinomok között Algebra1, normál 1. előadás 11 / 20

Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon, ezeket összeszorozzuk,



Műveletek polinomok között Algebra1, normál 1. előadás 11 / 20

Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon, ezeket összeszorozzuk, a szorzatokat összeadjuk.
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Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon, ezeket összeszorozzuk, a szorzatokat összeadjuk.

x2-es tag kétféleképpen keletkezhet:
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Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon, ezeket összeszorozzuk, a szorzatokat összeadjuk.

x2-es tag kétféleképpen keletkezhet: a0(b2x
2)
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Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon, ezeket összeszorozzuk, a szorzatokat összeadjuk.

x2-es tag kétféleképpen keletkezhet: a0(b2x
2) és (a1x)(b1x).



Műveletek polinomok között Algebra1, normál 1. előadás 11 / 20

Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon, ezeket összeszorozzuk, a szorzatokat összeadjuk.

x2-es tag kétféleképpen keletkezhet: a0(b2x
2) és (a1x)(b1x).

Ezért x2 együtthatója legyen a0b2 + a1b1.
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Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon, ezeket összeszorozzuk, a szorzatokat összeadjuk.

x2-es tag kétféleképpen keletkezhet: a0(b2x
2) és (a1x)(b1x).

Ezért x2 együtthatója legyen a0b2 + a1b1. A végeredmény:
a1b2x

3
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Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon, ezeket összeszorozzuk, a szorzatokat összeadjuk.

x2-es tag kétféleképpen keletkezhet: a0(b2x
2) és (a1x)(b1x).

Ezért x2 együtthatója legyen a0b2 + a1b1. A végeredmény:
a1b2x

3 + (a0b2 + a1b1)x
2
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Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon, ezeket összeszorozzuk, a szorzatokat összeadjuk.

x2-es tag kétféleképpen keletkezhet: a0(b2x
2) és (a1x)(b1x).

Ezért x2 együtthatója legyen a0b2 + a1b1. A végeredmény:
a1b2x

3 + (a0b2 + a1b1)x
2 + (a0b1 + a1b0)x
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Példa polinomok szorzatára

Kérdés

Hogyan definiáljuk az (a0 + a1x)(b0 + b1x + b2x
2) szorzatot?

Például mi legyen x2 együtthatója?

Állítás (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 + u2 + . . .+ un)(v1 + . . .+ vm) eredménye
az nm darab ujvℓ tag összege (1 ≤ j ≤ n és 1 ≤ ℓ ≤ m).
A két zárójelből kiveszünk egy-egy tagot az összes lehetséges
módon, ezeket összeszorozzuk, a szorzatokat összeadjuk.

x2-es tag kétféleképpen keletkezhet: a0(b2x
2) és (a1x)(b1x).

Ezért x2 együtthatója legyen a0b2 + a1b1. A végeredmény:
a1b2x

3 + (a0b2 + a1b1)x
2 + (a0b1 + a1b0)x + a0b0.
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből,
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m + . . .+ an−1bm+1
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m + . . .+ an−1bm+1 + anbm
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m + . . .+ an−1bm+1 + anbm + an+1bm−1



Műveletek polinomok között Algebra1, normál 1. előadás 12 / 20

Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m + . . .+ an−1bm+1 + anbm + an+1bm−1 + . . .+ an+mb0 .
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m + . . .+ an−1bm+1 + anbm + an+1bm−1 + . . .+ an+mb0 .

Tudjuk, hogy ℓ > m esetén bℓ = 0.
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m + . . .+ an−1bm+1 + anbm + an+1bm−1 + . . .+ an+mb0 .

Tudjuk, hogy ℓ > m esetén bℓ = 0. Így az első n tag nulla.
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m + . . .+ an−1bm+1 + anbm + an+1bm−1 + . . .+ an+mb0 .

Tudjuk, hogy ℓ > m esetén bℓ = 0. Így az első n tag nulla.
Tudjuk, hogy j > n esetén aj = 0.
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m + . . .+ an−1bm+1 + anbm + an+1bm−1 + . . .+ an+mb0 .

Tudjuk, hogy ℓ > m esetén bℓ = 0. Így az első n tag nulla.
Tudjuk, hogy j > n esetén aj = 0. Így az utolsó m tag nulla.
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m + . . .+ an−1bm+1 + anbm + an+1bm−1 + . . .+ an+mb0 .

Tudjuk, hogy ℓ > m esetén bℓ = 0. Így az első n tag nulla.
Tudjuk, hogy j > n esetén aj = 0. Így az utolsó m tag nulla.
Vagyis xn+m együtthatója
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Polinomok szorzatának definíciója

Definíció
(a0 + a1x + . . .+ anx

n)(b0 + b1x + . . .+ bmxm)-ben
xk együtthatója legyen ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0.

Magyarázat

xk -os tag akkor keletkezik (ajx
j)(bℓx

ℓ)-ből, ha j + ℓ = k .

Példa

Az xn+m együtthatója

a0bn+m + . . .+ an−1bm+1 + anbm + an+1bm−1 + . . .+ an+mb0 .

Tudjuk, hogy ℓ > m esetén bℓ = 0. Így az első n tag nulla.
Tudjuk, hogy j > n esetén aj = 0. Így az utolsó m tag nulla.
Vagyis xn+m együtthatója anbm.
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n,
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n, ahol an 6= 0,
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n, ahol an 6= 0, akkor f foka n.
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n, ahol an 6= 0, akkor f foka n.
Jele: gr(f ).
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n, ahol an 6= 0, akkor f foka n.
Jele: gr(f ). Tehát a fok a legnagyobb olyan kitevő, amelyhez
tartozó együttható nem nulla.
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n, ahol an 6= 0, akkor f foka n.
Jele: gr(f ). Tehát a fok a legnagyobb olyan kitevő, amelyhez
tartozó együttható nem nulla. A nullapolinomnak nincs foka.
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n, ahol an 6= 0, akkor f foka n.
Jele: gr(f ). Tehát a fok a legnagyobb olyan kitevő, amelyhez
tartozó együttható nem nulla. A nullapolinomnak nincs foka.
Az f (x) k-adfokú tagja akxk ,
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n, ahol an 6= 0, akkor f foka n.
Jele: gr(f ). Tehát a fok a legnagyobb olyan kitevő, amelyhez
tartozó együttható nem nulla. A nullapolinomnak nincs foka.
Az f (x) k-adfokú tagja akxk , főtagja anx

n,
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n, ahol an 6= 0, akkor f foka n.
Jele: gr(f ). Tehát a fok a legnagyobb olyan kitevő, amelyhez
tartozó együttható nem nulla. A nullapolinomnak nincs foka.
Az f (x) k-adfokú tagja akxk , főtagja anx

n, főegyütthatója an.
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n, ahol an 6= 0, akkor f foka n.
Jele: gr(f ). Tehát a fok a legnagyobb olyan kitevő, amelyhez
tartozó együttható nem nulla. A nullapolinomnak nincs foka.
Az f (x) k-adfokú tagja akxk , főtagja anx

n, főegyütthatója an.
Az f (x) normált polinom, ha főegyütthatója 1.
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx

n, ahol an 6= 0, akkor f foka n.
Jele: gr(f ). Tehát a fok a legnagyobb olyan kitevő, amelyhez
tartozó együttható nem nulla. A nullapolinomnak nincs foka.
Az f (x) k-adfokú tagja akxk , főtagja anx

n, főegyütthatója an.
Az f (x) normált polinom, ha főegyütthatója 1.

Tétel (K2.1.5)

Szorzásnál a fokok összeadódnak:
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Polinom foka

Definíció
Ha f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx
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f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx
n és g(x) = b0 + b1x + . . .+ bmxm
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(1) A polinomok szorzása nullosztómentes,
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Összeg foka

Tétel (K2.1.2)

Két polinom összegének a foka legfeljebb akkora, mint a két
polinom fokai közül a nem kisebb:
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Tétel (K2.1.2)

Két polinom összegének a foka legfeljebb akkora, mint a két
polinom fokai közül a nem kisebb: gr(f + g) ≤ max(gr(f ), gr(g)).
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(x2 + 1) + (−x2 + x)
)

= 1.
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n és g(x) = b0 + b1x + . . .+ bnx

n,



Polinomok foka Algebra1, normál 1. előadás 15 / 20

Összeg foka

Tétel (K2.1.2)

Két polinom összegének a foka legfeljebb akkora, mint a két
polinom fokai közül a nem kisebb: gr(f + g) ≤ max(gr(f ), gr(g)).
Ha a két polinom foka különböző, akkor egyenlőség áll.

Példa

2 = gr(x2 + 1) = gr(−x2 + x) > gr
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)

= 1.

Bizonyítás

f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx
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n,
ahol feltehetjük, hogy például an nem nulla,
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)

= 1.

Bizonyítás

f (x) = a0 + a1x + . . .+ anx
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n,
ahol feltehetjük, hogy például an nem nulla, azaz gr(f ) = n.
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Magyarázat: K2.2.42. Gyakorlat.
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n (az x helyére b-t írunk).

Az f -hez tartozó f ∗ polinomfüggvény az az f ∗ függvény,
mely minden b számhoz f ∗(b)-t rendel.

Állítás (K2.4.2)

Ha f , g ∈ R[x ] és b ∈ R, akkor (f + g)∗(b) = f ∗(b) + g∗(b)
és (fg)∗(b) = f ∗(b)g∗(b).
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HF: Vezessük le ezt a megfordítást az
an − bn = (a − b)

∑n−1

i=0
an−i−1bi azonosságból.
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Az 1. előadáshoz tartozó vizsgaanyag

Fogalmak (K2.1)

Határozatlan; polinomok, egyenlőségük (K2.1.1).
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Gyöktényező kiemelhetősége (K2.4.6).
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