Proginfo linearis algebra gyakorlat
Harmadik feladatsor — megolddsok

Emlékeztets. Ha adottak vektorok, pl. a, b, ¢, akkor Span(a, b, ) jeldli a bel6liik képezhets
linearis kombinaciok halmazat, vagyis az aa + b + yc vektorokét, ahol «, S, v barmilyen
skalar lehet. Ez az a, b, c vektorok altal generalt altér, ami a legsziikebb olyan altér, ami
az a, b, ¢ vektorokat tartalmazza. Azt, hogy egy d vektor benne van-e Span(a, b, c)-ben, a
d = aa + b + vc egyenletrendszer megoldaséaval donthetjiik el: akkor lesz benne, ha van
megoldés, azaz nem keletkezik tilos sor az eliminécié sorén.

3. A general6 vektorokat beirjuk a méatrix bal oldalaba, a generalandét a vonal mogé.
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Az utolso tilos sor, mert a vonal el6tti rész végig nulla, de a jobb oldali szam nem. Ezért
nincs megoldas, a megadott vektor nincs benne a generalt altérben.

8. Ugyanigy szamolunk, mint az el6z6 feladatban. Az eredmény: az a) és c) esetben nincs
benne, a b) esetben benne van, ekkor d = 3a — c.

A fenti eljaras segitségével el tudjuk donteni, hogy két generélt altér egyenlS-e. Akkor
egyenldk, ha mindegyik generalt altér tartalmazza a masik generatorait. Pl. Span(a, b, c) és
Span(e, f) akkor lesznek egyenldk, ha e, f € Span(a, b, c) és a, b, c € Span(e, f).

4. Ahhoz, hogy Span(a,b) = Span(a, c), a kovetkezsket kell megmutatni.
(1) a € Span(a, ¢), ez nyilvanvalo.

(2) b € Span(a,c), ez igaz, mert b = —a — c.

(3) a € Span(a, b), ez nyilvanvalo.

(4) c € Span(a, b), ez igaz, mert c = —a — b.

Az a,b, ... c generatorrendszert alkotnak az U altérben, ha Span(a,b,...,c) = U.
Minden ilyen generatorrendszerbdl kivalaszthaté néhény vektor, amely nemcsak generéator-
rendszer U-ban, hanem lineéarisan fliggetlenek is, azaz U-nak bazisat alkotjak. Ilyen bazist
ugy talalhatunk, hogy az a, b, ..., c oszlopvektorokat egy matrixba irjuk és elvégezziik az
eliminaciot. Azok a vektorok, amelyek oszlopaban keletkezik karika, bazist alkotnak. E bazis
elemszamét, vagyis a karikdk szamat az a, b, ..., c vektorrendszer rangjanak nevezziik.

9. Az a) esetben
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az els6 két oszlopban van karika, ezért az els§ két vektor biztosan béazist alkot. A b) esetben
a vektorok fliggetlenek, harman alkotnak bazist. A c) kérdésnél a vektorokat kiszamolva
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ezért e; — ey 6s ey —e3 bazist alkot. Végiil a d) vektorai fliggetlenek, harman béazist alkotnak.



2 Proginfo linalg. gyak., 3. feladatsor — megolddsok

Ha by, ..., b, bazis egy U altérben, akkor minden d € U vektor egyértelmiien irhato
fel a;by + ... + a,b, alakban. Ilyenkor azt mondjuk, hogy [d]p, . b, = [Q1,..., )T a
d koordinatavektora ebben a bazisban (tehat az egyiitthatokat egy oszlopvektorba irjuk).
E koordinatavektor kiszamitasdhoz linearis egyenletrendszer megoldasaval juthatunk. Pél-
daul a 9/b) feladatban szerepld a, b, ¢ bazisvektorok segitségével az e; trivialis bazisvektor
gy frhato fel, hogy e; = (1/2)a + (1/2)b — (1/2)c, ezért [e1]ape = [1/2,1/2,—1/2]T.

Habq,..., by bazis ésa = a;bi+. . .4+abyg, akkor b; pontosan akkor cserélhetd ki a-ra ugy,
hogy ismét bézist kapjunk, ha a; # 0. Ebben az esetben, ha egy x vektor koorinétavektora
a by,..., by bazisban [1,..., 2|7, akkor a b; — a elemi bazistranszforméacié képlete
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(az x;/«; az i-edik sorban van, ez az a bazisvektorhoz tartozo koordinata).

1. Itt 1 = 0, as = 2, a3 = 0, ay = 1, a5 = —1. A bézisba az a vektor a by, by, bs
helyére cserélhets be, mert ezek azok a bazisvektorok, amelyek a elGallitasaban nem nulla
koordinataval szerepelnek. A fenti képletben x1 = 1, o = 2, 23 = 3, x4 = 4, x5 = 0, ezért
c koordinatai a harom 1j bazisban rendre [1,1,3,3,1]7, [1,—6,3,4,4]7, [1,2,3,4,0]T.

2. Az e; — aj, e; — a, e3 — a3, e; — ay transzforméciokat hajtjuk végre. E lépések
soran az a; koordinata-oszlopvektoraban a szdmok az alabbiak szerint valtoznak:
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Az utolso oszlop azt fejezi ki, hogy a; = —(1/2)a; — (1/2)ay — (1/2)as + (3/2)ay.

5. (*) Pontosan akkor, ha U; és Us egyike tartalmazza a méasikat. Ha ez igaz, akkor U; U Uy
a két altér egyikével egyenls, tehat altér. Megforditva, ha egyik altér sem tartalmazza a
masikat, akkor van a € U;, ami nincs Us-ben és van b € U,, ami nincs U;-ben. Ezaltal a és
b is U; U Us-ben van, de a + b nincs (ezért az unié nem zart az dsszeadésra), mert ha pl.
a-+ b € U; teljesiilne, akkor a € U; miatt a b = (a+ b) — a € U; ellentmondast kapnank.

6. (*) Osszefiiggs. Az a, c, e benne van Span(a, b)-ben, ahol barmely harom vektor dssze-
fiiges. Ezt a dimenzié tulajdonsagainal latjuk majd, de homogén linearis egyenletrendszer
felirasaval is megkaphatjuk (héarom ismeretlen, két egyenlet, igy van nemtrivialis megoldas).

7. Hab € Span(ay,...,a;), akkor b = aya;+. . .+aga; alkalmas skalarokra, és ez nemtrivia-
lis linearis kombinaciot eredményez. Megforditva, tegyiik fel, hogy aya;+. . .4arai+5b = 0,
és nem minden egyiitthaté nulla. Ha § = 0 lenne, akkor ellentmondést kapnénk azzal, hogy
ay,...,ay fiiggetlen. Ezért 5 # 0, de akkor b kifejezhets a fenti egyenletbdl.

10. (*) Pontosan akkor, ha A1, Asg, ..., Agx egyike sem nulla. Az adott vektorok egy isme-
retlen egyiitthatos linearis kombinaciojat nullaval egyenlévé téve, majd az a; szerint rendezve
homogén linearis egyenletrendszert kapunk, amelynek matrixdban éppen a \;; szamok éallnak.
Ennek leggyorsabb megoldasi modjat a determinansok elmélete szolgaltatja majd.



