Proginfo linearis algebra gyakorlat
Masodik feladatsor — megolddsok

Emlékeztets. Az U részhalmaz altér, ha

(0) tartalmazza a nullvektort (elég az is, hogy U nem iires);
(1) ha uy,upy € U, akkor u; + uy € U (azaz zart az 6sszeadasra);
(2) haue U és X\ € R, akkor Au € U (azaz zart a \-szorosra).

Az R"-ben barmely n + 1 vektor linearisan Osszefiiggd.

1. Az a) esetben az ca+ b+~c+dd+ce = 0 linearis egyenletrendszer altalanos megoldasa
(e, B,7,0,e) = (¢/2,¢/2,¢/2,—3¢/2,¢), innen a+ b +c —3d +2e = 0. A G1/8 megoldasa-
hoz hasonléan azt kapjuk, hogy a legfeljebb négyelemt részhalmazok fiiggetlenek, de az 6t
vektor Osszefligg (amit abbol is tudunk, hogy tébben vannak, mint amilyen a ,magassaguk”).
A b) esetben a vektorok fiiggetlenek, és igy minden részhalmaz is fiiggetlen.

2. Ha azt akarjuk igazolni, hogy egy U részhalmaz altér, akkor ellenérizni kell a harom
zartsagi tulajdonsagot. Ha azt gondoljuk, hogy nem altér, akkor elég példat adni arra, hogy
valamelyik zartsagi tulajdonsag nem teljesiil.

a) Altér. A 0 benne van, mert ha z; = 25 = x3 = x4 = 0, akkor 4x1 — 3x3+ x4 = 0. Az
osszeadasra valo zartsdghoz legyen a = [x1, 2o, ¥3, 4]7 s b = [y1, Y2, Y3, y4|T. Ekkor
a+b = [ +y, 72+ yo, 3 + ys3, 74 + y4]T. Mivel a benne van az altérben, ezért
4x; — 3x3 + v4 = 0. Hasonlbéan, mivel b benne van az altérben, 4y; — 3ys + y4 = 0.
Osszeadva 4(x1 +y1) —3(z3+y3) + (24 +y4) = 0. Ezért a+b is benne van az altérben.
Végiil a A-szorosra valo zartsaghoz szorozzuk meg a 4, — 3z3 + x4 = 0 egyenletet
A-val. Ekkor 4(Az;) — 3(Ax3) + (A\r4) = 0. Ezért A\a = [Azy, Ao, Axs, Ary|T is benne
van az altérben. Altalaban a homogén lineéris egyenletekkel (mint 421 —3z3+24 = 0)
megadott részhalmazok alterek lesznek.

b) Nem altér, nem zéart az osszeadasra. Példdul a = [1,1,1,1]7 benne van a részhalmaz-
ban, mert 1-1 =1-1. Hasonléan b = [1,6,2,3]” is benne van, mert 1-6 = 2-3. De
a+b =12,7,3,4)7 nincs benne, mert 2-7 # 3 -4. (Ezt a példat a kovetkezéképpen
lehet megtalalni. Olyan szdmokat kell keresni, hogy x1x9 = x314 és 11Y2 = y3y4, de
(1 +y1)(x2 + y2) # (w3 + y3) (x4 + y4). Algebrai atalakités utan kisérletezziink.)

c) Altér, mert csak a nullvektorbol all, hiszen egy nem nulla valés szam négyzete mindig
pozitiv. (A példa becsapos, komplex szamokra az analog részhalmaz nem lesz altér.)

d) Nem altér. Példaul a —1 -gyel valo szorzés kivezet, hiszen [2,1,0,0]” benne van a
részhalmazban, de az ellentettje nincs.

e) Nem altér, a nullvektor nincs benne. (Az 1 + 4z, = 2 egyenlet nem homogén.)

f) Altér, 23 = 0 azzal egyenértéki, hogy x4 = 0, ami homogén linearis egyenlet.

4. Két egyszertibb feladat: haa+b € V és a—b € V, akkor benne van-e V-ben a? Es ha
az a feltétel, hogy a+b eV és2a+2b e V?

Az els6 esetben a valasz igenls: az Osszeadasra zartsag miatt (a+ b) + (a —b) € V,
azaz 2a € V, és az 1/2 skalarral valo szorzasra zartsag miatt (1/2)(2a) € V, azaz a € V.
Altaldban hasznos tigy eljarni, hogy az altér elemeinek linearis kombinacioival probalkozunk,
mert azok is benne lesznek az altérben.

A masodik esetben a valasz nemleges, ezért ellenpéldat kell adnunk. Alljon V csak a
nullvektorbél R*-ben, és legyen a = [1,0,0]7 és b = [~1,0,0]”. Ekkor a + b és és 2a + 2b
is a nullvektor, tehat V-ben van, de a nem a nullvektor, nincs V-ben.
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Harmadik és negyedik segédfeladat: haa+b €V, dea—b ¢ V, akkor kivetkezik-e, hogy
a € V? Es ha az a feltétel, hogy a4+ b és a — b sincs V-ben?

A harmadik feladatnal tébbet igazolunk: nemcsak azt, hogy a € V nem kovetkezik a
feltételekbdl, vagyis nem mindig teljesiil, hanem azt is, hogy soha nem teljesiilhet. Indirekt
bizonyitunk: tegyiik fel, hogy a € V. Ekkor (a+b)—a €V, azazb € V, de akkora—b € V
teljesiilne, ami ellentmondas. Ezért tényleg a ¢ V.

A negyedik feladatnal az is el6fordulhat, hogy a € V és az is, hogy a ¢ V. A feladat
kérdésére valaszt ad, ha olyan példat taldlunk, amikor a ¢ V (a vélasz az, hogy ,nem
kovetkezik™). Legyen ismét V' a nullvektorbol allé altér R*-ben és a = [1,0,0]”, b = 0.

Az eredeti feladat megoldasa a kovetkezs: (2a+b+2c)—(a+b+c) € V,azaza+ce V.
Ezért b= (a+b+c)—(a+c) € V. Haa € V lenne, akkor ¢ = (a+c¢) —a € V teljesiilne.
Hasonldéan ¢ € V-bdl a € V kiovetkezne. De mindez lehetetlen, mert akkor b + 3c € V is
fennallna. Ezért a feladat kérdésére a valasz: b € V, de a,c ¢ V.

5. Legyen a = [1,0,0]7, b=12,0,0]", c = [1,1,0]T.

a) Fliggetlen rendszer része is fliggetlen, a definicié alapjan lathato.

b) Mindketts lehet, pl. {a} fiiggetlen (mert a # 0), {a, b} Osszefiiggs, {a, c} fiiggetlen.

c¢) Mindketts lehet, pl. {a,b,c} O, {a,b} O, {a,c} L.

d) Osszefiiggd marad, ez az a) atfogalmazasa. Valoban, ha a kibévitett rendszer fiigget-
len lenne, akkor annak minden része fliggetlen lenne, az eredeti is, ellentmondas.

e) Fliggetlen lesz, a) miatt, hiszen minden bézis fliggetlen rendszer.

f) Osszefiiggs lesz. Ha by, ..., b, bazis, és a az 1j vektor, akkor a = \;b; + ...+ \, b,
alakban irhato, és ezért a-t a mésik oldalra Atvive nemtrivialis linearis kombinaciot
kapunk, ami a nullvektorral egyenld.

g) Osszefiiggs. Ha d = 4e, akkor d — 4e = 0 miatt {d,e} Gsszefiiggs, és ezért d) miatt
az egész rendszer is Osszefiiggs.

h) Osszefiiges. Ha d = e + f, akkor d — e — f = 0 miatt {d, e, f} Ssszefiiggs, és ezért
d) miatt az egész rendszer is Osszefliggs.

i) Ha benne van a nullvektor, akkor 6sszefliggd, mert a nullvektort vehetjik 1 egytitt-
hatoval, a tobbi vektort pedig 0 egyiitthatoval, ez nemtrividlis linearis kombinacio.

6. Segédfeladat: ha {a, b} L, akkor {a,b + Aa} is L. Altaldban, ha a rendszer egyik vekto-
rdhoz hozzaadjuk egy masik vektoranak skalarszorosat, akkor a fiiggetlenség nem valtozik.

Megoldds: ha aa + (b + Aa) = 0, akkor ezt az egyenletet atrendezhetjitk a és b egy
linearis kombinacidjava (ez azért jo stratégia, mert roluk tudjuk, hogy fiiggetlenek). Vagyis
(v + AB)a+ b = 0. Mivel {a,b} fliggetlen, ezért « + \3 = 0 és = 0, ahonnan o = 0.
Tehat {a, b+ Aa} tényleg fiiggetlen. A szamolas ugyanez akkor is, ha a rendszerben vannak
még tovabbi vektorok.

Ha viszont {a,b} Gsszefiiggs, akkor {a,b + Aa} is az. Ehhez méar nem kell szdmolni:
az {a,b + Aa} rendszerben a masodik vektorhoz az els6 —a-szorosat adva az elss rendszert
kapjuk. Ha tehat a masodik rendszer fiiggetlen lenne, akkor az el6z6 bekezdésben bizonyitott
allitas miatt fiiggetlen lenne az els6 rendszer is, ami ellentmondas.

a) Igaz. Kozvetlentil is szamolhatunk: az aa+ f(a+ b) + v(a+ b + c¢) = 0 egyenletet
a, b, c szerint rendezve, és az egylitthatokat nullava téve homogén lineéris egyenlet-
rendszert kapunk «, 3, v-ra, ugyanigy, mint a fenti segédfeladatban.
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Gyorsabb azt mondani, hogy itt a fenti atalakitast alkalmaztuk tobb lépésben.
Ha {a,b,c} fiiggetlen, akkor ha a harmadik vektorhoz az els6t, majd a mésodikat
hozzaadjuk, végiil a masodikhoz az els6t, akkor végig fliggetlen rendszert kapunk.

b) Igaz, a harmadik vektorbol kivonjuk a masodikat, majd a masodikbol az els6t.

c) Igaz. A kaptafa megoldés az aa+f(a+b)+~vy(a+c)+d(a+b+c) = 0 egyenletet a, b,
c szerint rendezni, és észrevenni, hogy a kapott homogén linearis egyenletrendszerben
harom egyenlet van négy ismeretlennel, tehat van nemtrivialis megoldéas. De ranézésre
is latszik az a+ (a+b+c) — (a+b) — (a+ ¢) = 0 Osszefiiggés.

d) Igaz, két 1épésben {a — ¢, b — ¢, c} fiiggetlensége adodik majd részhalmazt vesziink.

e) Nem igaz. Pl. a=[1,0,0]7, b=1[0,1,0]", c = [0,0, 1]T fiiggetlenek, de kiszamolhat-
juk, hogy a kiindul6 vektorrendszer 6sszefiiggé ebben a konkrét esetben.

[gazabol arra érdemes gondolni, hogy a kiindulé vektorrendszer mindenképpen
Osszefiiggd lesz, hiszen (a + 2b + 3c¢) — 2(4a + 5b + 6¢) + (7Ta+ 8b + 9c) = 0. Ezért
barhogy valasztunk fliggetlen a, b, c vektorokat, az ellenpélda.

f) Nem igaz, s6t, a+b, b+c, c+a minden esetben fliggetlenek (ami linearis kombinacio
felirasaval és az egyenletrendszer megoldéasaval igazolhato). Az eredeti allitas megca-
folasdhoz elegendd egy ellenpélda, pl. a = [—1,1,1]7, b =[1,-1,1], c = [1,1, —1]%.

g) Nem igaz, (a —b) + (b —c) + (c —a) = 0, vagyis ez a harom vektor soha nem lesz
fiiggetlen. Ha réanézésre nem vessziik észre ezt a linearis Osszefiiggést, akkor linearis
egyenletrendszer felirasaval talalhatjuk meg, mint fent.

7. Az el6z6 feladat megoldasi modszerét alkalmazhatjuk.

a) Fiiggetlenek. Az ay,...,a; rendszerbdl indulunk, el6szor az a; vektort adjuk a tob-
bihez, majd a;_i-et a megel6z6khoz, és igy tovabb.

b) Soha nem fiiggetlenek, az Gsszegiik nulla.

c) Fiiggetlenek, ez az e)-beli rendszer részrendszere.

d) Ha k paros, akkor Gsszefiiggenek, ha k paratlan, akkor fiiggetlenek. (Erre ugy lehet
rajonni, hogy kis k szamokkal probalkozunk elGszor.) Valoban, ha k paros, akkor az
els6, a harmadik, az 6todik, stb. vektorok Osszege ugyanaz lesz, mint a mésodik, a
negyedik, a hatodik, stb. vektorok 0sszege, mindkét Gsszeg a; + ...+ a,. Ha paratlan
sok vektor van, akkor a tanult eljarassal a linearis egyenletrendszer felirva ez adodik:
ar+ay =0,...,ap1+ap = 0,0, + a1 = 0. Ezért ay = —ap = ag = ..., vagyis
a paratlan indext a;-k megegyeznek, és a paros indextiek ezek ellentettjei. Mivel
k paratlan, ezért oy = ay, de az utolsd egyenelet szerint oy, + a; = 0, és igy minden
a; egyiitthaté nulla.

e) Fiiggetlenek. Az ay, ..., a; rendszerbdl indulunk, elslrsl haladva minden vektorbol
kivonjuk a kovetkez6t. Az egyenletrendszeres megoldés: ha

aj(a; —ag) + ... +ap_1(ag_1 —ax) + aa =0,
akkor az a;-k szerint rendezve
ara) + (()_/2 — al)a2 4+ ...+ (akz—l — ak_g)ak_l + (ak — ak_l)ak =0.

Tehat ay = 0, és mivel g — ay = 0, ezért a, = 0. Tovabb haladva kapjuk, hogy

mindegyik a; = 0.
8. Pontosan akkor, ha b felirhat6 aya;+. . .+aga alakban, ahol a1 +. . .+a;, = —1. Valoban,
ekkor ay(a; +b) + ...+ ap(ay + b) = 0. Megforditva, ha B1(a; +b)+ ...+ Sr(ax +b) =0
nemtrivialis linearis kombinacio, akkor az o; = —f;/(51 + . . . + Px) valasztas megfelels lesz.



