Az informatikus linearis algebra dolgozat A részének f6bb témai, par mintafeladata

Az alabbiakban — tdjékoztato jelleggel — folsoroljuk a vizsgadolgozat A részében szereplé f6bb
témakoroket néhdany mintafeladattal, azok megolddsdval €s esetenként részletesebb magyard-
zattal. Ez a rész a szemléltetést szolgdlja: a dolgozatban dltaldban nem pont ezek a kérdések
fognak szerepelni. A feladatok nehézségét szimbolumok jelzik. Ahol eqy definicidt vagy tételt kell
kozvetleniil alkalmazni, ott @ a jel. Ha a fogalom mdr nehezebb, vagy tobb Iépést kell tenni,
tobb fogalmat dsszekapcsolni, nemtrividlis dtalakitdst kell végezni, ott B szerepel. A W azt jelzi,
hogy a feladat témdja kifejezetten nehéz, vagy pedig otlet kell a megolddshoz.

(1) Vektorok koordinatavektora

1/1. & A {by, by, bs} vektorhalmaz bazis a V' < R™ altérben.
Hatarozzuk meg a v = 2b; + 3by — b3 vektor koordinéata- B
vektorat a {by, by, b3} béazisban. [VIbibaby = 3

1/2. E Legyen B = {by, by, b3} bazis a V' < R™ altérben. Egy
v € V vektornak a {b; 4+ by, by + b3, b3} bazisban folirt
koordinatavektora [V]b, by bytbs by = [1 1 O]T? Mi v ko-
ordinatavektora a B bazisban?

[V]bl,bQ,bs = |2

1/3. E A {by, by, bs} vektorhalmaz bazis a V' < R™ altérben.
Ebben a bazisban a v, illetve w vektorok koordinétorvekto- v+ 2w = 7b; + 2by + 2bs
1 3
12 [V]b, bobs = | 0] €8 [Wlb,bobs = |1]. Irjuk f6l a v+ 2w
2 0
vektort a {by, by, b3} vektorok linearis kombinaciojaként.

1/4. W Tegyiik fol, hogy a {bi,bs, b3} vektorhalmaz bazis a )
V < R"™ altérben. Mi lesz ezen b; bazisvektorok v-vel jelolt

osszegének a koordinatavektora a {b;+by, by, by} bazisban? [V]b14b2b2 by = (1)

Az elsd két feladat vektor bazisban vett koordindtavektordnak fogalmdt kéri szamon. Az elsénél
a vektorbol kell kiszamitani a koordindtdit. A mdsodik feladat mdr kétlépéses. Eldszor a feladat
szovegében megadott koordindtavektort irjuk dt a bdzisvektorok linedris kombindciojdva:

v=1(b+by)+1-(by+bs)+0-(bg)=1-by+2-by+1-by,

majd az igy kapott linedris kombindciot koordindtavektorrd. A harmadik feladat két fogalmat
kérdez: hogyan kell a koordindtdkbol kiszamitani a vektorokat, de még azt is tudni kell, hogy
hogyan kell koordindtavektorokkal miuveleteket végezni. Tehdt eldszor a két koordindtavektor

1 3 7
megfeleld linedris kombindciojdt szamoljuk ki: |0 +2 [1| = 2], majd az igy kapott oszlop-
2 0 2

vektort datirjuk a bdzisvektorok linedris kombindciojavd. De megtehetyiik azt is, hogy eldszor a v
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és w vektorokat irjuk fel a bdzisvektorok linedris kombindcidjaként, majd ebbdl szamitjuk ki a
v+2w-t. A negyedik feladat esetében az a kérdés, hogy a bi+ba+bs = A (b;+bg)+Asbo+A3bs
felirasban mennyi a \; ismeretlenek értéke. Ezekre ugy kapunk linedris egyenletrendszert, hogy
a b; bdzisvektor egyiitthatdjat az egyenlet két oldaldn dsszehasonlitjuk. Azomnal ldtszik, hogy

b1—|—b2+b3:1'<b1+b2)+0'b2+1‘b3

megfeleld felirds, és ezért ezek az eqyiitthatok adjdk a keresett koordindtavektort. Ennek a problé-
mdadnak a megolddsdat az dltalanos esetben az elemi bazistranszformdciorol szolo tétel szolgdltatja.

Alterek alaptulajdonsagai

Z Konkrét vektorokat megadva mutassuk meg, miért nem alkot alteret R3*-ben azon vektorok
halmaza, ahol az els6 két komponens szorzata nulla.

1 0 1
Pl. 0] és |1| benne vannak az altérben, de az Gsszegiik, 1| nincs.
0 0 0

W Konkrét méatrixokat megadva mutassuk meg, miért nem alkot alteret R**2-ben a nulla de-
terminansi matrixok halmaza.

10 00 10 00
Pl. det {O 0} = det [0 1] = 0, ugyanakkor det <{0 O] + [0 11) =1#0.

T
H Tekintsiik azoknak az R3-beli |xs| vektoroknak a hal-

Z3 Alter(ek): (A), (D)
mazat, amelyek az alabbi feltételnek tesznek eleget. Mely

eset(ek)ben kapunk alteret?
(A) 21 =22 + 2255 (B) 21 = 20 + 2
(C) 2129 = 0; (D) 22 = 0.

W Mely alabbi halmaz(ok) alkot(nak) alteret a 2 x 2-es valos

matrixok halmazaban mint R {616tti vektortérben: Alter(ek): (C)
(A) {A € R¥?*?|det A =0}; (B) {4 € R?*?|det A # 0};
(C) {Aer¥™?|A=AT}; (D) {Aer??|A2= 1}

W Mutassunk egy olyan H részhalmazt R%-ben (azaz a si- . ,
kon), mely zart a vektorok szokésos Osszeadasara, mégsem PL {la b]" € R*|a,b> 0}
alkot alteret R2-ben.
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Itt az alterek zdrtsdgi tulajdonsdgaira kérdeziink rd. Ez eleve nehéz téma, ezért nincs @ mindsi-
tést feladat, és még nehezebb akkor, ha nem oszlopvektorokkal, hanem dltaldnos vektorterek ele-
meivel, példdul mdtrizokkal kell dolgozni. A negyedik feladatban pl. azt kell meguizsgdlnunk, hogy
a megadott halmazok zdrtak-e az dsszeaddsra, ill. a skaldrral vald szorzdsra: az (A) kérdésben
nulla determindnsid mdtrizok 0sszege kénnyen lehet nem nulla determindnsi, s hasonloképpen
nem nulla determindnsi mdtrizok dsszege lehet nulla determindnsi a (B)-ben (de érvelhetink
azzal is, hogy a nullmdtriz nem ilyen); a szimmetria megdrzédik mdtrizok dsszeaddsdndl, ill.
skaldrral vald szorzdsdndl (ez mutatja, hogy a (C) feladatban alterink van), az pedig hogy a
(D) feladatban nem kapunk alteret, kideril pl. abbdl is, hogy a nullmdtriz nem teljesiti az adott
feltételt. A masodik feladat a negyedik (A) részének indokldsa, az utolsé feladat pedig arra mutat
rd, hogy altereknél mindkét miveletre valo zdrtsagot meg kell kovetelniink: erre érdemes mdr a
folkésziilés sordn is példat keresniink, hogy jobban megérthessiik a fogalmat.

Bazis, linearis filiggetlenség, generalas, dimenzi6, rang kapcsolata

4y Alkalmas egytitthatok megadaséaval mutassuk meg, hogy a {v,0,w} vektorok rendszere
linedrisan Osszefiiggd.

0-v+1-04+0-w=0.

4\ Alkalmas egyiitthatok megadasaval mutassuk meg, hogy az {u, v, w, v+ 2w} vektorok rend-
szere linedrisan Osszefiiggs.

O-u+l-v+2-w+ (—-1)(v+2w) =0.

& Legyen vi = [1 1]T €R? és vy = [3 C}T € R?. Mely
valos ¢ szam(ok)ra lesz vy és vy linearisan Osszefliggs? c=3

2 Mely ¢ € R valos szamokra lesznek linearisan fiiggetlenek
az [1 0 T,a[2 2 2]T ésa[4 2 3|7 vektorok? c#1/2

g Legyen v; = [1 1 O]T € R3. Adjunk meg olyan v, és

T
v3 vektorokat R3-ban, melyekre igaz, hogy a vy, vy, v3 vek- PL V2 = [1 0 O]
torrendszer linearisan Osszefiiggs, de koziilikk barmely két vy = [0 1 O]T
vektor linearisan fiiggetlen.

A Egy U < R? altérben [2 3]7 generatorrendszert alkot.

Adjunk meg U-ban egy haromelemt generatorrendszert. PL 2 3], [4 6", [0 0]

E Egy U < R® altérben van olyan {vy, vy, v3} haromelemi .
linearisan Osszefliggd vektorhalmaz, mely generatorrendszer Bazis elemszama lehet: 1,2
U-ban. Hany eleme lehet U egy bazisanak?

3
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Z Ha egy U < R? altérben van 5 elemti linearisan 6sszefiig- '
g6 generatorrendszer is, meg 3 elemt linearisan fiiggetlen dim U lehet: 3 vagy 4
vektorrendszer is, akkor mik dim U lehetséges értékei?

4\ Legyenek {vy,vq, v3} linearisan fiiggetlen vektorok. Ad-
juk meg a {vy + va, Vs, 2v;y + vo} altal generalt altér egy Pl : {vi + vy, va}
bézisat.

W Adott egy otelemd vektorrendszer, melynek a rangja 3.
Eltavolitunk a rendszerbdl két vektort. Mik az j rendszer A rang lehet: 1, 2 vagy 3
rangjanak lehetséges értékei?

W Legyen U = {[z1, 79, x3]T € R® |2y = 229 = 323} az R®
altere. Hany olyan bazisa van az U altérnek, mely tartal- Bazisok szdma: 1
mazza a v = [6, 3, 2] vektort?

Az elsd két feladatban linedris dsszefliggdséget kell bizonyitanunk. Fontos tudnunk, hogy ehhez
olyan egyitthatokat kell megadnunk, amelyek nem mindegyike nulla (és nem olyanokat, hogy
egyik sem nulla). Ha tehdt a rendszerben ldtunk néhdny dsszefiiggd vektort, akkor a tobbinek
nyugodtan adhatunk nulla egyitthatot. A harmadik feladatban arra érdemes emlékezniink, hogy
két nem nulla vektor akkor és csak akkor linedrisan dsszefiiggd, ha eqymds skaldrszorosai. A ne-
gyedik feladatot megoldhatjuk a szokdsos homogén linedris egyenletrendszer vizsgdlatdval (ha a
megolddasok szdma nagyobb, mint 1, akkor a vektorrendszer dsszefiiggd). Mdsik lehetdség annak
a tételnek az alkalmazdsa, hogy a megadott vektorok pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek, ha
a beldliik mint oszlopvektorokbol képzett mdtrix determindnsa nem 0. Mivel

1 2 4
0 2 2|=—4c+2,
c 2 3

ezért a vdlasz ¢ # 1/2. Az otodik feladatban segit, ha tudjuk, hogy mit jelent az dsszefiiggdség
a linedris fliggés nyelvén: a feltételek azt jelentik, hogy a vektorok eqyike sem skaldrszorosa a md-
siknak, de az egyik vektor a mdsik kettének a linedris kombindcidja. A hatodik feladatban azt az
allitast haszndljuk, hogy generdtorrendszer kibévitve is generdtorrendszer marad, de vigydznunk
kell, hogy az 1j vektorokat is az altérbdl vegyiik. A hetedik kérdés megudlaszoldsdhoz az a tény
segit, hogy minden generdtorrendszerbél kivdlaszthatd bdzis, az azonban linedrisan figgetlen. Igy
a hdaromelemi halmazbol legaldbb egyet el kell tavolitanunk, hogy bdzist kaphassunk. Mivel az
altérben van legaldbb harom vektor, ezért az nem lehet O dimenzids. A nyolcadik feladat gon-
dolata ugyanez, de hozza kell tenniink, hogy fiiggetlen rendszer elemszama kisebb vagy egyenld,
mint az altér dimenzidja. A kilencedik feladathoz j6 arra emlékezni, hogy ha eqy U altér egy
generdtorrendszerébdl kivdalasztunk olyan vektorokat, amelyek eqyrészt fliggetlenek, mdsrészt U
adott generdtorai mdr kifejezhetdk velik (vagyis ez egy maximdlis figgetlen rendszer U adott
generdtorrendszerében), akkor ez a kivdlasztott figgetlen rendszer bdzis lesz U-ban. A tizedik
feladathoz tudni kell, hogy a rang a generdlt altér dimenzidja. Ha tehdt egy hdromdimenzids
altér otelemid generdtorrendszerébdl eltavolitunk két vektort, akkor a maradék vektorrendszer
dltal generdlt altér még mindig legaldbb egydimenzids (hiszen még eqy hdromelemd fiiggetlen
rendszerbdl is mazimum kettdét tdvolithattunk el), de maradhatott is hdromdimenzios (ha pl. a
két folosleges” vektort dobtuk ki.) Végezetil a 11. feladatban eqy egydimenzids alterink van,
4
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s ebben barmely nem nulla vektor egyittal bdzis is. Ha a tér dimenzidja nagyobdb lenne, akkor —
hivatkozva arra a tételre, mely szerint figgetlen rendszer kiegészithetd bdzissd — mdris mequdl-
tozna a helyzet: ilyenkor bdrmely, a dimenzioszdmndl kisebb elemszami vektorhalmaz végtelen
sok maodon egészithetd ki bdzissd.

Bazis megadasa, dimenzi6

& Alljon az U altér az R azon v vektoraibol, ahol a masodik - -
és a harmadik komponens egyenls. Adjunk meg egy bazist PL [1 0 0%, [0 1 1]
U-ban.

4 Legyen {by, by, bs} bazis egy U altérben. Hany dimen- —
zios alteret general {b; + by, by, by — by}? Az altér dimenzidja: 2

2 Héany dimenziés azon R™-beli vektoroknak az altere, me-
lyekben a komponensek 6sszege 07 A dimenzi6: n —1

2 Héany dimenziés azon R™-beli vektoroknak az altere, me-
lyekben a komponensek négyzetsszege 07 A dimenzi6: 0

W Hany dimenzios alteret alkotnak R**3-ban azok az A mat-
rixok, amelyekre teljesiil, hogy AT = —A? A dimenzi6: 3

H Hany négydimenzios altér van R*-ben mint R folotti vek-
tortérben? Alterek szama: 1

W Hany olyan altér van R?*2-ben mint R folotti vektor-
térben, mely tartalmazza az Osszes 2 X 2-es szimmetrikus Alterek széma: 2
matrixot?

Az elsd feladatban fol kell irni az altér eqy dltaldnos elemét €s linedris kombindciora bontani.
A mdsodik feladat kapcsolodik a rang fogalmdhoz is: a generdlt altér dimenzidjanak kiszdmitd-
sahoz mazimdlis fiiggetlen rendszert kell keresni a generdtorok kézott (azaz olyat, amibdl a tobbi
generdtor mar kifejezhetd). Az adott példaban {by + ba, by} ilyen. De bazist alkot ebben az
altérben {by, by} is, hiszen by = (by + be) — be is eleme az altérnek. A harmadik feladatra
(ez a 4. gyakorlat 7/g feladatdnak y = 0 specidlis esete) gondolhatunk dgy, hogy egy homo-
gén linedris 0sszefliggésiink van: az, hogy az elemek dsszege nulla, és ez eggyel csokkenti R"
dimenzigjat. (Valojaban eqy homogén linedris eqyenletrendszer szabad vdltozdit szamoltuk meg.
Bazist alkotnak azok a vektorok, melyekben az elsé n — 1 komponens egyike 1, az utolsé kompo-
nens —1, a tébbi komponens pedig 0, de ezt megadni W szinti feladat lenne az dltaldnos n miatt.
Probalkozhatunk a trividlis bdzis elemeinek ,utdnzdsaval”, de ellendrizni kell a fiiggetlenséget.)
A negyedik feladat mutatja, mennyire gondosnak kell lenniink az el6z6 feladat megolddsi elvének
alkalmazdsakor. Ha ugyanis a komponensek kozotti 0sszefiiggés nem linedris, akkor egész mds
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lehet az eredmény: itt csak a nullvektor van benne az altérben. Sét, nem lindris 0sszefiiggéssel
megadott vektorok dltaldban nem is alkotnak alteret. Az 6tédik feladat is hasonlo jellegd, csak
itt sokkal t6bb homogén linedris dsszefiiggés van a komponensek kézott. Az ilyen mdtrizokban
a fodtlo minden eleme 0, a fodtlora szimmetrikus elemek pedig egymds ellentettjei. Ezért pl. a
fadtlo folotti elemeket szabad vdltozonak tekintve a mdtrixz elemei mdr eqyértelmiden meg vannak
hatdrozva, ezért a dimenzid a szabadon vdlaszthaté mdtrizelemek szdma, azaz 3. (Itt is érdemes
gyakorldsul eqy bazist folirni.) A hatodik feladatban azt kell tudni, hogy R™ egy valodi alterének
dimenzidja hatdrozottan kisebb, mint R™-€. A hetedik feladat is hasonlo jellegi, eldszor azt kell
észrevenni, hogy a 2 X 2-es szimmetrikus mdtrizok terének a dimenzioja mindossze 1-gyel kisebb,
mint a R>*2 téré, igy a szimmetrikus mdtrizok altere és az eqész tér kézott nincs mds altér.

Linearis egyenletrendszerek, megoldasszamuk

& Adjunk meg egy olyan linearis egyenletrendszert, mely- T+y+z=2
ben két egyenlet van, hdrom ismeretlen, és az egyenletrend- PlL: TH+y+z=23
szernek nincs megoldasa.

& Adjunk meg egy olyan inhomogén lineéris egyenletrend- T+ y=1
szert, melyben harom egyenlet van, két ismeretlen, és az Pl: 2242y =2
egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van. h 3¢+ 3y =3

& Mi lehet a megoldasok szama egy olyan valos egyiitthatos
linearis egyenletrendszernél, melyben az egyenletek szama 3, 0 vagy végtelen
az ismeretlenek szdma pedig 57

Linedris egyenletrendszerek megolddsszamdra eqy nagyon fontos sszefiiggés van: ha tobb isme-
retlen van, mint egyenlet, akkor nem lehet eqyértelmid a megoldds (erre kérdez rd a harmadik
feladat). Vagyis ha az egyenletrendszerben nincs elég egyenlet — nem tudunk eleget az isme-
retlenekrdl —, akkor ugyan lehet ellentmonddsos (ehhez mdr két egyenlet is elég, mint az elsé
feladatban, sét az egyetlen 0 -x 4+ 0 -y = 1 egyenlet is), de ha nem ellentmonddsos, azaz van
megoldas, akkor biztosan egynél tobb megoldds van. Valos és komplex egyiitthatos egyenletrend-
szerek esetében ilyenkor a megolddsok szama végtelen. Az egyenletek szamdt szaporithatjuk gy,
hogy a megolddsok halmaza ne vdltozzon: ehhez a rendszerbe mdr bent lévd eqyenletek linedris
kombindcidjdt kell bevenni (mint a mdsodik feladatban). Fontos, hogy homogén linedris egyen-
letrendszernek — amikor az egyenletek jobb oldaldn mindeniitt 0 dll — mindig van megolddsa: a
trividlis megoldds, amikor minden ismeretlen értéke nulla.
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(6) Matrixmiiveletek, inverz
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A Legyen A € R¥, B € RP*" ¢s C € R, Adjunk
sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy értelmes legyen
az ABT + C matrixkifejezés.

11
11
elemt, a nullmétrixtol kiilonb6z6 B matrixot, amelyre igaz,

hogy AB = 0.

& Legyen A = } . Adjunk meg egy olyan 2 x 2-es, egész

4 Legyen A = B i] Mely ¢ € R szamokra van olyan

2 X 2-es, valos elemt, a nullmatrixtol kiilonb6z6 B métrix,
amelyre igaz, hogy AB = 07

4 Adjunk meg egy olyan 2 x 2-es egész elemt, a nullmat-

rixtél kiilonb6z6 A méatrixot, amelyre igaz, hogy van olyan
0 # B € R?*?, melyre AB = 0.

& Adjuk meg az A = [111 g] matrix inverzét.

& Adjuk meg az A = [1 2 3] sormaétrix egy jobb oldali
inverzét.

£ Hany olyan jobb oldali inverze van az A = [1 1 1]
sorméatrixnak, melyben minden elem egyenld?

W Az alabbi matrixok koziil melyeknek nem lehet jobb
oldali inverze a valés paraméterek semmilyen valasztaséra
sem (azonos bettik azonos szamokat jelolnek)?

wle eyl
[a b 1 23
(C) |e d|; (D) |4 5 6.
f 7 8 a

1 1
oo |1 ]
c=9

11
pas [ ]

B

PL: [l

Szamuk:
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Az elsd feladat arra kérdez rd, hogy mikor végezhetd el a mdtrizok Osszeaddsa, szorzdsa, illet-
ve mik a transzpondlt mdtriz méreter. Két mdtriz szorzatdnak oszlopaiban a bal oldali mdtrix
oszlopainak linedris kombindcidi dllnak. Ezért az AB = 0 akkor tud teljesiilni nem nulla B mdt-
rizszal, ha A oszlopai linedrisan dszefiiggenek. Specidlisan ha A négyzetes mdtrix, akkor ez azzal
ekvivalens, hogy A determindnsa nulla. Ezzel a tétellel konnyd megudlaszolni a harmadik fel-
adatot, illetve keresni megfeleld mdtrizot a negyedik feladatban. Kétszer kettes mdtrix esetében
érdemes megjeqyezni az tnverz képletét: inverz akkor létezik, ha a mdtrix d determindnsa nem
nulla, és ekkor az inverz mdtrixot ugy kapjuk, hogy az eredeti mdtrizban a fédatlo két elemét ki-
cserélyiik, a mellékatlo elemeit ellentettyiikre vdltoztatjuk, végil a mdtrix minden elemét elosztjuk
d-vel (igy kaptuk az 6todik feladat eredményét). Nem feltétleniil négyzetes mdtrizra is érvényes,
hogy pontosan akkor van jobb oldali inverze, ha rangja megegyezik a sorainak a szamdval, azaz
ha a sorai linedrisan fliggetlenek. Erre a tételre a hatodik és a hetedik feladat megolddsdban
nincs szikség, mert azok megolddsa kozvetlen szamolds (a hetedik feladatban az egyetlen meg-
feleld vektor [1/3 1/3 1/3] T). A nyolcadik feladatban viszont ezt a tételt alkalmazzuk. Az
(A) rész két sora nyilvin dsszefiigg, a (C) esetében ez azért igaz, mert R* dimenzidja 2, és igy
barmely hdrom vektor dsszefiiggd. A (B)-ben példiul az a = d =1 és b= c = 0 két figgetlen
vektort ad, a (D) esetben meg a hdrom sor figgetlen lesz ha a # 9, hiszen ekkor a determindns
értéke nem nulla.

Permutacidk, inverziok, determinansok

N Az A = [a;;] € RP® matrix determinansanak kiszamo-
lasakor mennyi lesz az agjassaszaisass szorzathoz tartozod
permutéiciéban az inverziok szama?

~J

B Az A = [a;;] € R*® matrix determinansanak kiszdmol4-
sakor az aj1a9a33a45a5; szorzatot (—1)-gyel szorozva kellett
figyelembe venni. Hatarozzuk meg i-t és j-t.

o, =
I
IR \V]

W Az {1,2,3,4,5} szamoknak hany olyan sorbarendezése
(permutéacioja) van, melyben az inverziok szama 17 Ilyenek széma: 4

W Az {1,2,3,4,5} szamok i2jk/ tipust sorbarendezései (az-
az permutacioi) kozott mennyi lehet az inverziok maximaélis Max. inverzidszam: 8
szama?

& Legyenek A, B,C € R®*3 olyan valés matrixok, melyekre 5
det A =2, det B = 3 és det C = 4. Mennyi lesz 242C~'B 2°.22.(1/4)-3=24
determinansa?

c d a g+d

fl eErR¥® B=le b h+el,és
i f oc i+f det B= -5
= 5. Mennyi lesz det B?

8
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A determindns definicigjdban a tagok eldjelezését a kivetkezdképpen kell kiszdmolni. A szorzatot
rendezziik dt gy, hogy az a;;-k elsd indewei novekedjenek 1-t6l n-ig. Ezek utdn a mdsodik indexek
dltal alkotott permutdcioban szamoljuk meg az inverzidkat (vagyis azokat a pdrokat, amelyekben
az eldl szerepld szam a nagyobb). Ha ezek szama pdros, akkor az eldjel +, kiilonben —. Az elsd
feladatban a kapott sorrend 54123. Ha n elemet permutdlunk, akkor az inverzick mazimdlis
szdma, (;L) ezt a szdmot az elemek monoton foqyo sorbarendezése produkdlja, 0 inverzidja pedig
csak a természetes, monoton novd sorbarendezésnek van. Két elemet megcserélve, a permutdcio
paritdsa (eldjele) mindig megudltozik. A mdsodik példdban i és j csak 2 és 4 lehet valamelyik
sorrendben, ezt a két permutdciot kell kiprobdlni. A harmadik feladatban csak két szomszédos
elemet cserélhetink meg az alapsorrendhez képest. A negyedik feladatban az az dtlet, hogy a
2 utan legaldabb két, 2-nél nagyobb szamnak kell lennie, ez két nem-inverziot elront, és igy ma-
ximum 8 inverzio lehet. Az 52431 sorrend ezt eld is dllitja. Az dtodik feladat a determindnsok
szorzdstételének egyszert alkalmazdsa (amibdl kovetkezik, hogy egy mdtriz inverzének a determi-
ndnsa az eredeti mdtriz determindnsdnak a reciproka). A hatodik feladatban az eredeti mdtrizot
transzpondltuk, megcseréltik az elsd két oszlopot, majd az 1j elsd oszlopot adtuk a harmadikhoz.
A kézépsd lépésnél a determindns eldjelet vdlt, a mdsik kettonél nem vdltozik.

Jobb oldali sajatértékek és sajatvektorok, diagonalizalhatosag

1 2 3
& Mik az A= |0 4
0 0

5| € R*3 matrix sajatértékei?
6 1,4,6

& Irjunk fol egy olyan métrixot, amelynek karakterisztikus
polinomja (1 — A)(2 — A)(3 — \).

& Irjunk 5] egy olyan nem diagonalizalhat6 métrixot, mely-
N . N 0 1
nek karakterisztikus polinomja A*. Pl. A= [O O}
0 1 9%T - apo . . )
W Az A= € R™** matrix nem diagonalizalhatdo R
c 0 c S 0
folott. Mik ¢ lehetséges értékei?

. 1 .
W Milyen ¢ € R valos értékekre lesz az [ € R?*2 matrix

0

c#1
diagonalizalhato?
WAz A= | b € R¥*2 matrixra A o . Mennyi
c d 2 —2 det |4 T 1 b | 0
a-+1 b o . © c d+1|
az matrix determinansa?
c d+1
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Eqgy mdtriz valds sajdatértékeit a karakterisztikus polinom wvalds gyokei adjdk: a fédtlo minden
elemébdl levonunk A-t és kiszdmitjuk a determindnst. Felsd hdromszogmadtriz, specidlisan dia-
gondlis mdtrixz esetén a sajatértékek a fodtlobol leolvashatok. A sajdtvektorokat minden egyes
sajdtértékhez eqy-eqy linedris egyenletrendszer megolddsdval kaphatjuk meg. A diagonalizdlha-
tosdag feltétele az, hogy legyen ,elegendd” sajdtvektor, azaz a tér dimenzidszdmdval megeqyezd
mennyiségl linedrisan figgetlen sajatvektor. A  harmadik feladat mdtriza esetében ez nem

teljesiil, mert a sajatvektorok [T O}T alakiak, aholr # 0 (azaz a 0-hoz tartozo sajdtaltér eqydi-
menzids). Gyakran haszndlt elégséges feltétel, hogy egy nx n-es mdtriz diagonalizdlhato R folitt,
ha n kiilonbézd valos sajdtértéke van. A negyedik feladat matrizanak karakterisztikus polinomja
A2 —c. Ennek ¢ > 0-ra két kiilonboz6 valds gyoke van, tehdt ilyenkor a mdtriz diagonalizdlhato;
¢ < 0-ra nincs valos gyok, ezért R folott nem diagonalizdlhatjuk a mdtrizot; végil ¢ = 0-ra a
megolddst a harmadik feladat adja. Hasonlo érvelés adhato az otédik feladatndl is. A hatodik
feladat feltétele azt mutatja, hogy a —1 sajatértéke a madtriznak, ha tehdt —1-et levonunk a
féatlo minden elemébdl, épp az A — (—1)Iy matrizot kapjuk, aminek a determindnsa 0, hiszen
—1 gyoke a karakterisztikus polinomnak.

Linearis transzformaciok matrixa, sajatértékei, kép- és magtere; baziscsere

4 Mi a kétdimenzios valos sik, azaz R? origd koriili +90 0 —1
fokos forgatasdnak métrixa az i és j bazisban? (]9 = [1 N }

0

E Mi a haromdimenziés valos tér, azaz R® x-y-sikra valo tiik-
rozésének a matrixa az j, k, i bazisban? (Itt a bazisvektorok

: . o I:(p]j7k7i;j7k7i -
sorrendje a megszokottol eltérs.)

oo
|
oo
— o o

& Mik a kétdimenzios valos sik, azaz R? origora valo tiikro-
zésének sajatértékei? -1

B Az R? egy ¢ linearis transzformécidjara ¢(i) = 2i és
©(j) =1+ 3j. Mik ¢ sajatértékei? 2 6s 3

W Legyen egy ¢ € Hom(R3, R?) linearis transzformacio mat-
1 2 4

rixa a by, by, bs bazisban folirva {0 3 5. Mi lesz a ¢ e
0 4 6

leképezés matrixa a B’ = {2by, by, by} bézisban?

®
I
oo+

B Az R? egy ¢ linearis transzforméciojara ¢(e;) = 0 és .
p(ez) = e +eq, ahol ey, e, a trivialis bazis. Mi ¢ magtere? {[7" O] :reR}
10
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B Az R? egy ¢ linearis transzforméciojara ¢(e;) = 0 és .
p(eg) = e + ey, ahol eq, ey a trivialis bazis. Mi ¢ képtere? {[7" 7"} creR}

W Egy o € Hom(R?, R?) linedris transzformacio matrixa egy

) i

1 2
béazisban M = 0|. Hatarozzuk meg ¢ magterének
0

oSO O

0
0
0

dimenzidjat.

Minden linedris transzformdcicohoz rogzitett bazis esetén egyértelmiien tartozik eqy négyzetes
mdatrix. Ezt gy irhatjuk fol, hogy a bazisvektorokat leképezziik a linedris transzformdcioval,
e képvektorokat felirjuk a megadott bazisban, és az igy kapott koordindtavektorokat irjuk a mdt-
rixz oszlopaiba. Ha vdltoztatunk a bdzz'son, akkor vdltozhat a mdtrix is; ez kiszdmithato a bdzis-
transzformdcio képletébsl (A' = STLYAS). Az étodik feladatban a képletre nincs sziikség: az elsd
bdzisvektor, by kétszeresének a képe szintén onmaga, azaz 2by, s igy az uj mdatrix elsd oszlopdban
az elsd koordindta 1, a tobbi meg 0. Ugyanakkor a by és by képében fele annyit kell ,wenniink”
2by-b6l, mint bi-bdl, tehdt az elsd sor mdsodik és harmadik eleme a felére csékken. Egy lindris
transzformdcio sajdtértékeit kiszamolhatjuk ugy, hogy felirjuk a mdtrizdt eqy alkalmas bdzisban,
és ennek vessziik a sajatértékeit. Ez a negyedik (kétlépcsds) feladat: a mdtrix a trividlis bazisban

2 1

0 3
minden vektor az ellentettjébe megy, ezért az eqyetlen sajdtérték a —1. A hatodik és a hetedik
feladatban felirhatjuk, hogy p(Aei + pey) = u(ey + e2). Ez akkor nulla, azaz Aej + uey akkor
van a magtérben, ha = 0. A képtér elemei pedig e + eq tobbszordsei. A nyolcadik feladatban
azt is lehet haszndlni, hogy [o(v)]p = [¢])Plv]p. Az M [z y z]T = 0 egyenlet megolddsa: x és
y tetszdleges, z = 0. A magtér tehdt kétdimenzios. Megoldhato a feladat a dimenzioosszefiiggés
segitségével is, amely szerint a magtér dimenzidja a matrix oszlopainak szama minusz a mdtrix
rangja. Harmadik megolddsként lathatjuk, hogy két bdzisvektor a nulldba megy, ezért a magtér
legalabb kétdimenzios, de hdromdimenzios nem lehet, mert a mdtrixz nem nulla.

. Néha lehetséges kozvetleniil a definicio segitségével is boldogulni: a harmadik feladatban

Skalaris szorzat, vektorok szoge

£ Mennyiaz [1 1 1 1}T ésaz [1 —1 —1 —1}T vekto- ""
rok szoge R%-ben, a szokasos (a, b) = alb skalaris szorzatra Szogiik: 120
nézve?

HAz[1 141 i}T € C* vektor (a,b) = b*a mellett me-

réleges az [1 1+ C]T vektorra. Hatarozzuk meg ¢ € C
értéket.

c= —3

E Alljon W az R® azon vektoraibdl, amelyek merslegesek T
a [O 1 1}T és [1 1 O}T vektorok mindegyikére. Adjunk {[1 —1 1} }
meg egy béazist W-ben.

11
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W Mely a,b € R értékekre lesz [3a + 4b] = 5v/a? + b2?

A szokdsos skaldris szorzatot R™-ben az (a,b) = a’b dsszefiiggés adja meg; két vektor merdle-

[a,b] = A\[3,4], A € R

gessége azt jelenti, hogy a skaldris szorzatuk nulla. R™-ben a vektorok szégét a cosy =

dsszefiiggéssel definidljuk, errdl szol az elsd feladat. (A megolddshoz érdemes dtismételni a szdg-
fliggvények értékét a nevezetes szogeken.) A mdsodik feladat esetében a skaldris szorzat kiszami-
tdsdndl vigydzzunk arra, hogy a mdsodik tényezd komponenseit meg kell konjugdlni. A harmadik
feladatndl linedris egyenletrendszert kapunk W elemeinek komponenseire. A negyedik feladat
esetében arra kell raismerni, hogy a feladatbeli egyenlet az u = [3 47 és a v = [a b7 vekto-
rokra irja fol az |(u,v)| = ||u|| - ||v]| Osszefiiggést, ami a Cauchy-egyenldtlenség alapjin akkor

és csak akkor teljesiilhet, ha u és v pdrhuzamosak.

Geometriai vektorok: vektorialis és vegyes szorzat

D Halalije=[0 1 1]  ésa[bliyx=[1 1 0], akkor
szamitsuk ki az a és b vektorok vektorialis szorzatat (koor-

dinatéakkal).

W Legyenek a, b és ¢ a nullvektortol kiilonbozé geometriai
vektorok, melyek linearisan 6sszefiiggdek. Az aldbbiak koziil
mely allitasok lesznek feltétleniil igazak:

(A) (axb)xc=0; (B) (a x b)c =0;

(C) (axb)x(bxc)=0; (D) (axb)(bxc)=0.

W Legyenek a, b és ¢ olyan, a nullvektortol kiilonbozs geo-
metriai vektorok, melyek linedrisan Osszefiiggek, de seme-
lyik ketté nem parhuzamos. Dontsiik el, az alabbiak koziil
mely allitasok lesznek feltétleniil hamisak:

(A) (axb)xc=0; (B) (a x b)e =0;

(C) (axb)x (bxc)#0; (D) (axb)(bxc)#D0.

W Legyenek a és b olyan, a nullvektortol kiilonbézs geo-
metriai vektorok, melyek linearisan fliggetlenek, s legyen
¢ = (a x b) x b. Dontsiik el, az alabbiak koziil mely al-
litasok lesznek feltétleniil igazak:

(A) a, b és c linearisan Osszefiiggdk;

(B) a, b és c linearisan fiiggetlenek;

(C) a merdleges c-re;

(D) a x b parhuzamos b x c-vel.

12
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A wvektoridalis szorzat koordindtdinak kiszamitdsdhoz érdemes a ,determindsos” képletet haszndl-
ni: eqy 3 X 3-as determindns elsd sordba az i, j, k vektorokat irjuk, a mdsik két sorba pedig
a megadott vektorok koordindtdit, majd a determindnst (formdlisan) kifejtjik az elsd sora sze-
rint. Fkkor az i, j, k vektorok eqy linedris kombindciojdt kapjuk: ez lesz a vektoridlis szorzat
és igy a leggyorsabb megoldani az elsd feladatot. EbbSl a képletbdl lathatjuk azt is, hogy a ve-
gyes szorzat is eqy olyan determindns értéke, amelynek soraiban a hdrom megadott vektor van
alkalmas sorrendben. Specidlisan hdrom vektor akkor és csak akkor linedrisan dsszefiiggd, azaz
akkor és csak akkor vannak eqy sikban, ha a vegyes szorzatuk nulla. Ez kapcsolodik a mdsodik
és a harmadik feladat (B) részéhez is. Az utolsé hdarom feladatban érdemes a derékszdgt koor-
dindtarendszerben a hdrom tengelyiranyi egységuektorra, i-re, j-re és k-ra nézni a vektoridlis
szorzat hatdsdt, ezekkel érdemes kisérletezni az utolsé hdarom feladatban. A mdsodik feladat (A)
részében konnyd ldtni, hogy ha a és b nem esnek eqy iranyba, akkor a X b merdleges lesz az
dltaluk meghatdrozott sikra, s ekkor c lehet akdr a-val is egyenld, az (a X b) x ¢ vektoridlis
szorzat nem lesz a nullvektor. A (C) részben ha a és b vagy b és ¢ parhuzamosak, akkor az &
vektoridlis szorzatuk 0, és igy O lesz a teljes vektoridlis szorzat is. Ha viszont eqyik vektorpdr
sem pdrhuzamos, akkor mindkét esetben ugyanazt a sikot feszitik ki (hiszen a,b és c linedrisan
dsszefiiggdk), és igy mindkét vektorpdr vektoridlis szorzata a sikra merdleges lesz, vagyis ezek
parhuzamos vektorok, vektoridlis szorzatuk tehdt biztosan 0. A (D) esetben pedig pl. a = ¢ =1,
b = j esetén a szorzat értéke k és —k skaldris szorzata lesz, tehdat nem 0. Hasonlo okoskoddssal
lehet kielemezni az utolso két feladatban szerepld dllitasok igazsagértékeét is.

Kvadratikus alakok jellege (definitsége)

& Szamitsuk ki az [1 2] matrix altal meghatarozott kvad-

2 1

. T 13
ratikus alak értékét az [1 2} vektoron.
. 9 1 2

E Adjunk meg egy v € R? vektort, melyen az A = 9 1 )
matrix altal meghatarozott kvadratikus alak negativ értéket PLv= [_1}
vesz fol.

a b ¢
H Adjuk meg az |b 1 —2| € R*® maétrix altal megha-

c —2 -1 Indefinit.
tarozott bilinearis fliggvény kvadratikus karakterét (definit-
ségét).
HMilyen c € R valos értékekre lesz az [i g} € R**? matrix

0<ex1

altal meghatarozott kvadratikus alak pozitiv definit?
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Egy szimmetrikus, valds A mdtrizhoz tartozo kvadratikus alak Q(u) = uT Au. Abban az esetben

ha A = [Z Z] ésu = [x y}T, akkor Q(u) = ax? + 2bxy + dy?. A mdsodik feladatban tehdt

olyan x és y szamokat kell keresniink, amelyekre x* + 4xy + y* negativ. Ha észrevessziik, hogy
22 + day + v = 2 + doy + dy? — 3y? = (x + 2y)? — 3y?, akkor mdr konnyen taldlunk ilyen
értékeket (de az aldbbiak szerint a mdtriz eqyik sajdtvektora is megfeleld). A kvadratikus alak
jellege (karaktere, definitsége) azt mondja meg, milyen valds értékeket vesz fol a nem nulla
vektorokon. Ezt a tulajdonsdgot le tudjuk olvasni a mdtriz sajatértékeibsl (amik szimmetrikus
mdtriz esetén mindig valdsak), pontosabban azok eldjelébdl:

’ Q(u),u#0 \ sajatértékek elGjele: \ jelleg: ‘
mindig pozitiv mind pozitiv pozitiv definit
mindig negativ mind negativ negativ definit
mindig nemnegativ mind nemnegativ pozitiv szemidefinit
mindig nempozitiv mind nempozitiv negativ szemidefinit
van pozitiv is, negativ is | van pozitiv is, negativ is | indefinit

Ha u = e; (a trividlis bazis i-edik vektora), akkor Q(u) az A mdtriz fédtldjanak i-edik eleme.
A harmadik feladatban a mdsodik és a harmadik diagondlis elem pozitiv, illetve negativ, s igy
kvadratikus alak pozitiv és negativ értékeket is folvesz, tehdt biztosan indefinit. Bizonyos esetek-
ben a kovetkezd kritérium segitségével is leolvashato a kvadratikus alak jellege. Legyen Ag = 1
és Ay a mdtriz bal folsé sarkdban lévd k X k-as részmdtriz determindnsa (ez az in. karakte-
risztikus sorozat). Pl. a karakterisztikus sorozat pontosan akkor dll csupa pozitiv értékbél, ha a
kvadratikus alakunk pozitiv definit. A negyedik feladatndl ezt a feltételt haszndljuk: az 1 x 1-es
részmdtrizhoz tartozo tag pozitiv, s a pozitiv definitség azzal lesz ekvivalens, hogy a determindns,
c—c? =c(1 —c) is pozitiv. Ez csak a jelzett intervallumban valdsulhat meg.
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