) Bsc algebral gyakorlat
Otodik feladatsor (2015. oktdber 13-23)

1. Adjuk meg Gauss-eliminécioval az aldbbi egyenletrendszerek altalanos megoldésat. Az
els6 egyenletrendszer mely megoldasaban minimaélis az ismeretlenek négyzetosszege?

2z —-3y+ 62=14 IHF: r—y+ 2+ t=2
-3 + 2z2= 3 -3 +3t=0
r—6y+14z=31 22— y+ z2+4t=2

doe—y+ 2—2t=2

2. Az alabbi tablazat cellaiba irjunk be egy-egy megfelel6 n ismeretlenes, m egyenletbdl
allo (minél egyszeriibb) R feletti linearis egyenletrendszert, melynek ¢ (valos) megoldasa van
(t = oo is lehetséges), illetve N betiit, ha a megfelel6 eset nem fordulhat elg.

Altalanos t=20 t=1 t =00 Homogén t=20 t=1 t =00
n<m n<m
n=m n=m
n>m n>m

3. Ha egy Q feletti homogén lineéris egyenletrendszernek van nemtrivialis komplex megol-
désa, akkor hany racionalis megoldasa van? Ha egy R feletti linearis egyenletrendszernek
van komplex, nem valés megoldésa, akkor hany valés megoldésa van?

4. Egy valos egyiitthatos lineéris egyenletrendszernek az 0sszes R-beli megoldéasa racionalis
szam. Sziikségképpen racionélisak-e az egyiitthatok? Hany megoldasa lehet C felett?

5. Az AB, BA, BC, CB — C miiveletek koziil végezziik el az elvégezhetbket, ha

(1 =3 2 (37 r (120
A‘(o 13)7 B—(4 1)7 C_(138>'

6. Adjunk meg olyan 10 x 10-es A # B matrixokat és egy 10 x 100-as C' # 0 matrixot,
amelyekre AC' = BC teljesiil. Meg lehet-e adni az A # B métrixokat tgy is, hogy ez
minden 10 x 100-as C-re teljesiiljon?

7. Szamitsuk ki az 5 x 5-6s N = ((n;;)) méatrix els6 6t hatvanyat, ahol n;; = 1, ha i —j =1,
és 0 egyébként. Tegyiik fel, hogy egy n x n-es M = ((m;;)) matrix f6atlojaban és ez alatt
csupa nulla van (azaz m;; = 0 ha i > j). Bizonyitsuk be, hogy M" = 0.

8. Bizonyitsuk be, hogy két fels¢ haromszog-méatrix szorzata is felsé haromszog-métrix. Mi
all a szorzat diagonalisaban?

9. Invertaljuk Gauss-eliminéci6 segitségével az alabbi méatrixokat. Ellendrizziik szorzassal
a kapott eredményeket. Irjuk fel a harmadik és a negyedik matrix inverzét a ferde kifejtési
tételbsl kapott képlet segitségével is.

1 2 01 a b 2 23 L2 =3
5 5 10 d 1 -1 0 01 2
¢ -1 21 00 1
10. Adjunk ellenpéldat a kovetkezs allitasra: invertalhaté matrixok Osszege is invertalhato.

11. Egy matrix elsé két sorat megcseréljiik. Hogyan valtozik meg az inverze?
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12. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket.

—r+3y+3z2= 2 20+ 3y + z= 11 20 4+3y+ z= 11
3r+ y+ z= 4 r— y—2z=-—17 xr— y—2z=-—7
20 — 2y + 32 =10 3v+2y— z= 2 3r+2y— z= 4

13. Mely valdés c-re hany valés megoldasa van az alabbi egyenletrendszernek? A ¢ = 2
esetben adjuk meg z értékét annal a megoldasnal, melynél az xy szorzat maximalis:

z + 2z = 1
y — cz = —1
T 4+ cy — 2z = —1

14. Adott 2016 szam ugy, hogy koziiliikk barmely 2015 6sszege 2016. Melyek ezek a szamok?

15. Dontsiik el, melyek igazak az alabbi kévetkeztetések koziil.

(1) Ha az Ax = b lineéris egyenletrendszernek létezik egynél tobb megoldasa, akkor az
Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszernek létezik nem trivialis megoldasa.

(2) Ha az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszernek létezik nem trivialis megoldésa,
akkor az Ax = b lineéris egyenletrendszernek 1étezik egynél tobb megoldésa.

(3) Ha A € R™® b € R®, és az Ax = b egyenletrendszernek egyértelmid a megoldésa,
akkor barmely ¢ € R-re létezik megoldasa az Ax = c egyenletrendszernek is.

(4) Ha A € R%® b € R és az Ax = b egyenletrendszernek egyértelmii a megoldasa,
akkor barmely ¢ € R%ra létezik megoldasa az Ax = ¢ egyenletrendszernek is.

16. Szamitsuk ki az alabbi szorzatokat.

0 1\° 0 1\° cosa —sina) (cosf —sinf 1 a\”

1 0) 7 -1 0/ 7 sin « cos sin 3 cosfB )’ 0o 1) -
17. Végezziik el az alabbi méatrixmiiveleteket, ha lehetséges: A+ A, A+ B, AB, AC,
ACT, DDT DD, AC+2C, AD-3D, D? BC, CB.Itt

12 3 —-1 -1 2
A=(2 3 4|, B=(-1 =2 =3), C=| 2|, D= 23
345 3 3 4

18. Ha (8 (1)) N = ((1) g g), akkor mi az N matrix masodik soranak harmadik eleme?

19. Adjuk meg azokat az A € R**? matrixokat, melyekre <;} 2) A=AT (il)) 2)

20. Jelolje E() azt a matrixot, amelynek i-edik sordban a j-edik elem 1, és minden méas
eleme 0. Mi torténik, ha egy matrixot balrol illetve jobbrol megszorzunk E()-vel? Van-e
olyan 3 x 3-as A matrix, amellyel a balszorzés tetszéleges 3 x 3-as X matrix els6 soranak
elemeit megkétszerezi, az X tobbi elemét pedig ellentettjére valtoztatja? Van-e ilyen A
akkor, ha balszorzéas helyett jobbrol akarunk szorozni?

21. Az M és N matrixok felcserélheték, ha MN = NM. Keressiikk meg az 6sszes olyan
haromszor harmas métrixot, amely az E(¥)-mal felcserélhets (lasd az eléz6 feladatot), és
azokat is, amelyek minden hiromszor harmas méatrixszal felcserélhetsk.

22. (*) Igazoljuk, hogy ha M, N € C"", akkor MN — NM nem lehet az egységmaétrix.



