Bsc algebra2 gyakorlat
Hetedik feladatsor (2015 tavasz, 9. prezentdcid)

1. Bizonyitsuk be az alabbiakat.
(1) Ha Av = \v és A*w = pw, akkor A = p vagy v L w.
(2) Ker A* = (Im A)* és Im A* = (Ker A)*.
(3) AA*=0 = A=0.
(4) AB=BA*=0 = Im(A+B)=ImA® ImB.

2. Igazoljuk, hogy ha A és B 6nadjungalt, akkor AB pont akkor 6nadjungalt, ha AB = BA.

3. Mutassuk meg, hogy az A transzformécié akkor és csak akkor normalis, ha tetszéleges
v vektorra || Av|| = ||A*v]| teljestil.

4. (*) Igazoljuk, hogy minden C feletti linearis transzformacio felirhat6 egy unitér és egy 6n-
adjungalt transzformacio6 szorzataként, és hogy egy transzformacié pontosan akkor normalis,
ha felirhato egy unitér és egy 6nadjungalt transzformécioé szorzataként, melyek felcserélhetdk.

5. Legyen T a sik egy transzformacidja, ami nem nyujtas. Igazoljuk, hogy ha T" diagonali-
zélhato, akkor négy invarians altere van; ha nincs valos sajatértéke, akkor kettd; kiilonben
pedig harom. Adjunk meg a térben egy olyan linearis transzforméciot, melynek van olyan
kétdimenzios invarians altere, ami nem sajataltér.

6. Mutassuk meg, hogy A minden sajatalterének minden altere, tovabba Im(A) és Ker(A)
is A-invarians altér.

7. Legyen A a derivalas a legfeljebb harmadfokd polinomok terén. Hatarozzuk meg A
invarians altereit.

8. Hatéarozzuk meg egy 4 x 4-es Jordan-blokk invaridns altereit. Filigg-e a valasz attol, hogy
mi a blokkban szerepl§ sajatérték?

9. Milyen kapcsolatban allnak A és A* karakterisztikus polinomja, minimélpolinomja, sa-
jatértékei, sajatalterei, invaridns alterei?

10. Melyek azok a transzformaciok, melyekre minden altér invarians?

11. Mutassuk meg, hogy ha AB = BA, akkor A minden sajataltere, tovabba Im(A) és
Ker(A) is B-invarians altér.

Néhany feladat eredménye

6/3. (1): Pitagorasz tétele; komplex folott = igaz, <= nem. (2): A rombusz atloi merdle-
gesek; komplex folott < igaz, = nem. (3): A paralelogramma &atloinak a négyzetisszege

ugyanaz, mint az oldalainak a négyzetosszege; komplex f6lott is igaz. 0
6/5. Hasznaljuk a Cauchy-egyenlStlenséget. A maximum értéke v/30. U

6/7 bl = (1/\/57 _1/\/57 Oa O)? b2 = (07 07 1/\/57 _1/\/§>7 b3 = (1/2’ 1/27 _1/27 _1/2) ONB
W-ben. Az ortogonalizaciot (1,2,3,4)-gyel folytatva w = (5/2,5/2,5/2,5/2), aminek a
hossza, ¢és igy a keresett tavolsag 5, tovabba by, = (1/2,1/2,1/2,1/2).

Masodik megoldas: A W altér a v = (1,1,1,1) vektorra merdleges vektorok halmaza.
Legyen (1,2,3,4) = A(1,1,1,1) + u, ahol u € W. Ezt skalarisan v-vel szorozva v L u miatt
1+2+3+4 =4\ ahonnan A =5/2 és u = (—3/2,—1/2,1/2,3/2). Az (1,2,3,4) tavolsaga
W-t6l (azaz a W-re vett merdleges vetiiletétsl) a Av hossza, azaz 5. U
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U-ban. Az Ut alteret az U normdlvektora generélja, elemei (A, A, =\, —)). A keresett
felbontas (1,0,0,0) = (1/4)(3,—1,1,1) + (1/4)(1,1,—1,—1). O

6/11. A négyzetosszeg alakok a kovetkezok.

22 —ay+y’ = (1/2)<x_\—/i—§y>2 +(3/2) (WY, pozitiv definit.

_ 2
x2—2xy+y2:2<x y) ,
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pozitiv szemidefinit (a 0 is sajatérték).

x? —3xy +y* = _(1/2)<$\;-§y>2 + (5/2)(%)2, indefinit.
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indefinit.

indefinit.

indefinit (a 0 is sajatérték).
r+y+2\2 T —y\2 T+y—22\2
vy +xz+yz = (%) —(1/2) <Wy> —(1/2) (%) ,

indefinit. Itt vigyazni kell, mert a —1/2 sajatértékhez tartozo sajataltér kétdimenzios, ebben
a Gram-Schmidt-eljarassal adtunk meg ONB-t (ami nem is egyértelmi).

x+y+z>2 2(—2:c—|—y—|—z>2
V3 V6 ’

indefinit (a 0 is sajatérték). O

—2? + 22y + 202 = (

6/12. Egyik sem négyzetosszeg alak, mert abban az egytitthatokbol képzett vektoroknak
bazist kell alkotniuk. Az elsé felirasbol igy is latszik, hogy ez az alak pozitiv definit. 0

6/14. A sikon a(z origot fixalo) tiikrozések, forgatasok ortogonalisak, hiszen egybevagoséagi
transzforméciok, de a vetités nem az. A tiikrozés és a merdleges vetités szimmetrikus (mert
ONB-ben diagonalizalhato valos f616tt), de a forgatas csak akkor, ha a szoge k180°. U

6/15-16. A nem normalis (a matrixa egy Jordan-blokk, nem ortonormélt bazisban sem
diagonalizalhatd). B unitér, igy normalis, de nem 6nadjungélt (valésban ortogonélis, de
nem szimmetrikus). C' nem normalis, de azért nem ortonormalt bazisban diagonalizalhato
(ez egy nem meréleges vetités). D oOnadjungalt, igy normaélis, de nem unitér (valosban
szimmetrikus de nem ortogonalis). FE normaélis, de se nem 6nadjungalt, se nem unitér.
F ortogonélis és szimmetrikus is. G ortogonalis, de nem szimmetrikus, H szimmetrikus, de
nem ortogonalis. U



