Bsc algebra2 gyakorlat
Hatodik feladatsor (2015 tavasz, 7. és 8. prezentdcid)

Av=(ay,...,a,) és w = (by,...,by,) vektorok skaldris szorzata (v,w) = @by + ...+ G,b,
(a feliilvonas komplex konjugéltat jeldl; a képlet valosban is miikodik, amikor a konjugaltat
ki sem kell frni). Ez mindkét valtozoban osszegtarto, (Av,w) = Mv,w), (v, \w) = \v,w),
és (v,w) = (w,v) (vagyis a sorrend megforditasakor konjugélni kell). A v és w ortogondlis
(mer6leges), ha skaldris szorzatuk nulla. A v hossza |[v] = /|12 + ... + |a.]? = /{v,v)
(a valos esetben az abszolut érték kiirasara sincs sziikség). Ha v és w komponensei valosak,
akkor az « szogiiket a (v,w) = ||v||||w|| cosa képlet definialja. A Cauchy-egyenl6tlenség
biztositja, hogy a képletbdl kapott cos o € [—1, 1].

Ha W altér, akkor azok a vektorok, amelyek W minden elemére merélegesek, a W+ orto-
gondlis kiegészitd alteret alkotjak, melynek W-vel vett direkt Osszege az egész tér.

Azt mondjuk, hogy b, ...,b, ortonormdlt bdzis, réoviden ONB, ha elemei paronként me-
r6legesek és hosszuk 1. Ha v = A\by + ... + \.b,, akkor balrol b;-vel skalarisan szorozva
i = (b;,v). Ezért egy A lineéris transzformacié matrixa ebben az ONB-ben (((b;, A(b;)))).
Ortonormalt bazist a Gram-Schmidt eljdardssal készithetiink: ha by, ..., by mar megvan, és v
nincs benne az altaluk generalt altérben, akkor by 1-et a kovetkezéképpen kapjuk. A v vektor
b; irdny vetiiletének hossza (b;, v), ezért b = v—(by, v)b; —. . .— (bg, V)b, mar merdleges mind-
egyik b;-re. A b vektort normdljuk, azaz by, = b/||b||. Itt (by,...,bk,v) és (b1,..., bk, bri1)
ugyanaz az altér, és ||b|| a v pont tdvolsdiga a (b, ..., by) altértol.

1. Hatéarozzuk meg az aldbbi két pontpar tavolsagat: (0,1,1) és (1,0,1); (1,1,7) és (0,4, 1).
Szamitsuk ki az els6 két vektor szogét és a masodik két vektor skalaris szorzatat is.
2. Igazoljuk, hogy b, = (1,1)/v/2 és by = (1,—1)/v/2 ONB C*ben is. Adjuk meg ebben
(1,2) és (1,1) koordinatait, majd szamitsuk ki a hosszukat a régi és az 1j koordinatakbol is.
3. Bizonyitsuk be tetszéleges valos euklideszi térben az aldbbi allitdsokat. Mely kozismert
geometriai tételek altalanositasarol van sz6? Melyek igazak komplex felett is?

(1) z Lz <= |lo+ 2] = ||=]* + [|2]*

2) |z =|lz]] <= z+2zLx— =z

(3) llz + 212 + |z = 2)1* = 2||=[|* + 2] =|*.
4. Legyen «,, illetve [, az a szog, amelyet az n-dimenzios egységkocka testatloja egy éllel,
illetve egy (n — 1-dimenzios) lappal bezéar. Szamitsuk ki ay, 8y és lim,,_,o o, értékeét.

5. Mennyi a + 2b + 3¢ + 4d maximuma, ha a? + b* + 2 + d? = 1?7

6. Legyen W a térben az x4y — z = 0 egyenletd sik. Adjunk meg W-ben a Gram—Schmidt-
eljarassal egy ortonormalt bézist, és ezt egészitsiik ki a tér egy ortonormélt bazisava.

7. Alljon a W < R* altér azokbol a vektorokbol, melyek koordinatadsszege nulla. Hatéroz-
zuk meg az (1,2, 3,4) pont tavolsagat ettdl a hipersik™tol.

8. Legyen U < R* azon vektorok halmaza, melyekben az els két koordinata osszege egyenls
az utolsé két koordinata osszegével. Adjunk meg U-ban egy ONB-t, hatarozzuk meg U+
elemeit, végiil irjuk fel az (1,0,0,0) vektort egy U-beli és egy U+-beli vektor dsszegeként.

9. Igazoljuk, hOgy ha bl, b27 bg, b4, b5 ONB, akkor <b1, bQ, bg>L = <b4, b5>
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10. Legyen A = ((a;;)) € R*? és u” = (21,29, 73). Szamitsuk ki az u” Au szorzatot.

11. Irjuk 5l az alabbi kvadratikus alakok szimmetrikus matrixat, hozzuk ket négyzetosszeg
alakra, és hatarozzuk meg a karakteriiket: 22 +y2, 2% —y?, xy, 22— 2xy+1?, 2% —2y+y?
x? —3ay +y?, 2® +ay, —2?+ 10xy —y® — 2%, xy+yz, xy+yz+az, —a® + 2oy + 22z
12. Négyzetosszeg alakii-e az 22 + > + (z +y)? = (V32)? + (V3y)? — (z — y)? kvadratikus
alak? Mi a karaktere (és az értékkészlete)?
13. Legyen A = ((a;j)) € C¥* u = (x1,29,73) és v7 = (y1,Y2,y3). Szamitsuk ki az u*Av
méatrix-szorzatot, tovabba a (A*u,v) és (u, Av) skalaris szorzatokat.

B = A* pontosan akkor, ha minden w, v vektorra (Au,v) = (u, Bv). Az A* matrixa (orto-

normalt bazisban) az A matrixanak transzponaltja R felett, és az A matrixdnak transzponélt
konjugaltja C felett. Az euklideszi terek specialis transzformécidinak elnevezése:

R C
A* =A szimmetrikus onadjungalt
Ar=A"T ortogonélis unitér
AA* =A*A normalis

Egy transzformacié pontosan akkor unitér (ortogonalis), ha tévolsagtartod, azaz ha skalar-
szorzattarto, azaz ha ONB-t ONB-be visz. Egy C feletti transzformécié pontosan akkor dia-
gonalizalhato unitér transzformacioval (azaz alkalmas ONB-ben), ha normalis. Egy R feletti
transzformécié pontosan akkor diagonalizadlhatd ortogonalis transzformécioval (azaz alkal-
mas ONB-ben), ha szimmetrikus (ez a fdtengelytétel). Unitér transzformacio sajatértékei
egységnyi abszolit értékiek. Onadjungalt transzformécié sajatértékei valosak.

14. Adjuk meg a sikon a tiikrozések, forgatasok, merdleges vetitések adjungaltjat. Melyek
lesznek szimmetrikusak, illetve ortogonélisak?

15. A C* alabbi transzformacioi koziil melyek normélisak, énadjungéltak, unitérek?

Uy 0 U1 Uy (751 (751
U2 Uy U2 Uy U2 Uy
A p— ; B pu— y C p— y
Uus Ug Us U2 us Uy
Uy Us Uy Uus Uy Uy
(751 U1+U2+U3+U4 Ul U1 — Ug
D Uz | Uy + Uy + Uz + Uy E Ug |  |U2 — U3
= , = B
us Uy + Uo + U3 + Uy Us us Uy
Uy Uy + ug + Uz + Uy Uy Ug — Uy

16. Tekintsiik R'-en az el6z6 feladat B és D transzformécioit, valamint az alabbiakat:

Uy Uy Uy (uy — ug +ug —uy)/2 U1 U1 + Us
F U2 _ us aQ U2 _ (Ul — U9 — U3 + U4)/2 H U2 _ Up — Uz
U3 Ug | Usg (Ul + ug + uz + U4)/2 ’ Us U3 + Uy
Uy Uy Uy (ug + ug —ug —uy)/2 Uy U — Uy

Melyek szimmetrikusak, illetve ortogonalisak? A szimmetrikusakhoz adjunk meg ortonor-
malt sajatbazist, az ortogonalisakhoz pedig olyan bazist, amelyben a méatrixra az elGadason
szerepelt tételnek megfelels, forgatdsokat és £1-et tartalmazo blokkokra bomlik.



