) Bsc algebra2 gyakorlat
Otodik feladatsor (2015 tavasz, 5. és 6. prezentdcio)

1. Hatarozzuk meg a 4. feladatsor elsé feladataban szereplé métrixok és transzforméciok;
egy altalanos diagonalis matrix; valamint az aldbbi métrixok minimalpolinomjat, rangjat és
Jordan-alakjat. Az utols6 sor matrixai koziil melyek hasonlok?
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2. Melyek azok az A hneams transzforméciék a sikon, melyekre m4(x) elséfoku, illetve
melyekre ma(x) # ka(z)? Hogyan latszik a minimalpolinomrol, hogy a transzformacionak
létezik inverze? Hogyan olvashato le a rang a Jordan-alakrol?

3. Van-e olyan matrix, amelynek a karakterisztikus polinomja z* — 22 és a minimalpolinomja
(a) 22 — x; (b) 2® — x; (c) x* — 2?7

4. Mutassuk meg, hogy ha M € C™*" és IkM* = E, akkor M diagonalizalhato.

5. (*) Igazoljuk, hogy egy Q"*"-beli matrix minimélpolinomja ugyanaz Q és C felett.

6. Oldjuk meg Q***ben az X* = 2X egyenletet. Igazoljuk, hogy ha M € Q**?, akkor
M =0 = M?=0. Igaz ez Q***-ban is?

7. (*) Legyen M egy n x n-es nilpotens matrix (azaz IkM* = 0). Igazoljuk, hogy M" = 0.
Mutassuk meg, hogy egy komplex elemii négyzetes matrix akkor és csak akkor nilpotens, ha
minden hatvinyanak nulla a nyoma. Az els6 hany hatvanyra kell ezt feltenni?

8. Igazoljuk, hogy ha M invertalhaté matrix, akkor M ~! polinomja M-nek.

9. Igazoljuk, hogy a Gauss-eliminacié elvégzése utdn kapott matrix sorrangja és determi-
nansrangja is megegyezik a vezéregyesek szédmaval.

10. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B linearis leképzések, melyekre A + B értelmes, akkor
Im(A+ B) C Im(A) 4+ Im(B), és ezért r(A+ B) < r(A) +r(B). Adjunk példat olyan esetre,
amikor egyenl@ség all, és olyanra is, amikor nem.

11. (*) Ejfélkor a hétfejii sarkdny megjelent a kiralylanynal, felirt egy 13 x21-es 8 rangii valos
métrixot, és a kovetkezSket mondta. ,Minden reggel megvéltoztathatod a méatrix egy elemét.
En minden éjjel eljovok, és én is megvaltoztathatom a matrix egy elemét. Ha a matrix rangjat
hétté tudom tenni, akkor felfallak.” Erdemes-e a kiralylanynak algebrat tanulnia?

A sarkany a kirdlylany higéhoz is bement. ,Neked egy 8 rangi 8 x 8-as M matrixot kell
most felirnod. Minden reggel meg kell valtoztatnod a méatrix egy elemét (tehat M-et mar
holnap reggel is). En minden &jjel eljovok, és én is megvaltoztatom a matrix egy elemét.
Mindketten mindig kotelesek vagyunk egy-egy elemet ténylegesen meg is valtoztatni. Ha a
matrix rangjat hétté tudom tenni, akkor felfallak.” A kiralylany htuga életben maradt-e?
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Explicit képlet a Fibonacci-sorozatra

Azt a megoldast mutatjuk meg, amely a matrix diagonalizadlasdnak hasznossagat mutatja
(lasd 4. feladatsor, 9. feladat). A Fibonacci-sorozatot definialé rekurzié ag = a; = 1 ¢és

ap+1 = ay + ap—1. Legyen
.
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A sorozatot megadd rekurzié matrixszorzassa irhato at:
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Az itt szerepld matrixot M-mel jeldlve tehat vj, = Mv, = M?vy_y = --- = MFo,. Igy
elegendd az M matrix hatvanyaira explicit képletet adni. Ehhez M-et bazistranszformacioval
diagonélis alakra hozzuk. Az M karakterisztikus polinomja

—X ]_ 2 o
(1 1_x)‘—x x—1.

Ennek gyokei, vagyis M sajatértékei
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(melyekre tehat 1+ X\ = A2 A+ =1, \; — Ay = V5 és Mg = —1). A megfelels sajat-
vektorokat egy matrix oszlopaiba irva kapjuk a diagonalizalast elvégzé béazistranszformacio
matrixat:
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Innen D¥ = ST'MSS'MS...S7'MS = S~'M*S, tehat M*¥ = SDFS~!. Diagonélis
matrixot elemenként lehet hatvanyozni, igy az inverz matrix képletét felhasznalva M*-ra
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adodik. A v, = Mwv; 6sszefliggésbdl tehat

ar = —(N Xy — Mix, — N+ 08 /5.

Ezt még tovabb alakithatjuk a \jAy = —1 és a AF™! + \F = \*1 felhasznalasaval (utobbi
azért igaz, mert 1+ \; = A\?). A végeredmény:

- 1 1_’_\/5 k+1 1_\/5 k+1
W= 2 2

A Fibonacci-sorozat tehat exponencialisan né. A kivonandd nulldhoz tart, és igy ai az
((1+v5)/ 2)k+1) /\/5-héz legkdzelebbi egész szam lesz.

k(z) =

A1




