Bsc algebra2 gyakorlat
Negyedik feladatsor (2015 tavasz, /4. eléadds)

1. Hatarozzuk meg az alabbi linearis transzformaciok, illetve matrixok diagonalizalhatosa-
gat, karakterisztikus polinomjat, sajatértékeit, sajataltereit, valamint ezek dimenziojat.
(a) Az alabbi matrixok R illetve C felett:

01\ (0 -1 0L a 0 o 00
10 10 0 01 |« 1 a 0
1 00 0 1 «
Szamitsuk ki az utols6 harom matrix n-edik hatvanyat.
(b) A vektortér a sik R felett, a transzforméacio pedig az y = x egyenesre valo tiikrozés;

az erre az egyenesre valo, fliggsleges iranyu vetités; az origd koriili v szogd forgatas.
(¢) A transzforméacio a derivalas az Rz| legfeljebb mésodfoku elemeinek vektorterén.

2. Igazoljuk, hogy ha a A sajatértékhez tartozo sajataltér k dimenzios (geometriai multip-
licitas), akkor A legalabb k-szoros gyoke a karakterisztikus polinomnak (algebrai multipli-
citas). Vizsgaljuk meg az 1. feladat matrixai esetében, hogy mikor teljesiil egyenlgség.

3. Legyen A egybevigosagi transzformacio a térben, mely a P pontot helyben hagyja. Iga-
zoljuk, hogy van olyan () # P pont, melyet A vagy helyben hagy, vagy P-re tiikroz.

4. Az M négyzetes matrix nyoma a f64atlo elemeinek Osszege, jele tr(M) (trace). Igazoljuk:

(1) MN és NM nyoma egyenls, és ha M invertalhato, akkor tr(M'NM) = tr(N).
(2) Ha M, N € C™*", akkor M N — NM nem az egységmatrix.

5. Legyen k() = det(M —zE) az M € C™*" métrix karakterisztikus polinomja, és ennek
gyoktényezos alakja c(z — A1) ... (x — \,) (ahol ¢, Ay, ..., A, € C). Igazoljuk:

(1) A kp(z) tényleg n-edfoka polinom, és a fGegyiitthato ¢ = (—1)™.

(2) Az M sajatértékeinek Osszege az M nyoma, pontosabban A; + ...+ \, = tr(M)
(azaz a sajatértékeket az algebrai multiplicitasukkal kell venni). Ez a szam a ky,
polinomban "1 egyiitthatojanak (—1)" '-szerese.

(3) Az M sajatértékeinek szorzata A; - ...- A, = det(M), ami kj; konstans tagja.

6. Hogyan latszik a karakterisztikus polinomroél, hogy a transzformacié invertalhato-e?

7. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a) Ha u sajatvektora A-nak és B-nek, akkor A 4+ B-nek is.
(b) Ha A sajatértéke A-nak és B-nek, akkor A + B-nek is.
(c) Két sajatvektor Gsszege is sajatvektor.

(d) Ha X sajatértéke A-nak, akkor A\? sajatértéke A%-nek.
(e) Ha A\? sajatértéke A%-nek, akkor \ sajatértéke A-nak.
(f) Ha 0 sajatértéke A%-nek, akkor 0 sajatértéke A-nak.

8. (*) Igazoljuk, hogy A € Hom (V') pont akkor diagonalizalhato, ha a sajatalterek 6sszege V.

9. Az alabbi sorozatok altalanos elemét irjuk fel a matrixhatvanyozas segitségével, majd a
méatrixot diagonalizalva adjunk az eredményre explicit képletet.

(1) ag = a1 =1, a = ag_1 + ar_2 (Fibonacci-sorozat).

(2) ag =5, a1 =6, ay = 10, ar, = 2a,_1 — ax_2 + 2a_3.

(3) ag = 1, bg == 1, Ag+1 = 2ak + bk, bk+1 == 2bk — Qf (/{Z Z 0)



