Bsc algebral gyakorlat
Hetedik feladatsor (2014. november 18-28)
1. (2.5.7) Szamitsuk ki = alabbi két polinomjanak az egyiitthatoit: (z — by)(xz — be)(z — b3)
és c(x —by)(x — bo)(x — b3)(x — by).
2. (2.5.14) Hatarozzuk meg a 2z + 2x + 3 polinom komplex gyokeinek dsszegét, szorzatat,
négyzetosszegét, és a gyokok reciprokainak Osszegét.

3. (2.5.15) A gyokok és egyiitthatok osszefliggése alapjan szamitsuk ki az n-edik egység-
gyokok Osszegét, négyzetosszegét és szorzatat.

4. (2.7.16) Legyenek a,b,c az z* + 3z + 1 polinom gydkei. Irjuk fel azt a harmadfoku
polinomot, melynek gyckei a2, b2, 2, illetve a + b, a + ¢, b + c.

5. (2.7.15, HF) Hatarozzuk meg az " +x+1 polinom (komplex) gyokeinek négyzetisszegét,
és a gyokok reciprokainak Osszegét (n > 2).

6. Hatarozzuk meg Cardano képletének felhasznalasaval, hogy az 23 — 3px + 2 egyenletnek
mely p valos értékek esetében van 1, 2, illetve 3 valos gyoke.

7. (2.4.14, HF') Adjunk meg a Lagrange- és a Newton-interpolaci6 segitségével is olyan
legfeljebb harmadfokt polinomot, amelyre f(0) = 3, f(1) = 3, f(4) = 15 és f(—1) = 0.
Oldjuk meg a feladatot linearis egyenletrendszer feliraséval is (az ismeretlenek a keresett
polinom egytitthatoi). Mennyi a kapott egyenletrendszer matrixdnak determinénsa?

8. (3.1.29) Igaz-e a 2z | 32* oszthatosag rendre a C, R, Q, Z f6l6tti polinomok korében?
9. (3.2.16) Osszuk el maradékosan az x® — 2 polinomot 2z? + 2z — 3-mal.

10. (3.2.23) Mi lesz a maradék, ha az x* + 2% + 1 polinomot elosztjuk z? + x + 1-gyel?
A kapott eredményt indokoljuk meg szamolas nélkiil is.

11. (3.2.24) Mi a maradék, ha 2% + 25 + 2! + 1-et osztjuk 2% + 1-gyel, illetve 22 — 1-gyel?
12. (3.3.15) Mi lesz 2™ — 1 és 2™ — 1 legnagyobb kozos osztoja?
13. Mi lesz 2° + 1 és 2'% — 1 legnagyobb kozds osztoja?

14. (3.3.14) Bontsuk 6(z? — 2)(2? 4+ 1)-et C, R, Q, Z f6l6tt felbonthatatlanok szorzatara.

15. (3.5.4) A Schénemann-Eisenstein kritérium az alabbi polinomok koziil melyekre alkal-
mazhat6 kozvetleniil: z!t + 2z + 18, 2!t + 22 + 12, 't + 122+ 5, 2™ + n (mely n-ekre?).

16. (3.5.5) Legyen f raciondlis egyiitthatos polinom. Igazoljuk, hogy f pontosan akkor irre-
ducibilis Q f6l6tt, ha valamelyik eltoltja (vagyis az f(z+c¢) polinom, ahol ¢ € Q) irreducibilis
Q folott. Igazoljuk ennek segitségével, hogy x* + 1 irreducibilis Q folott.

17. (3.5.6) A 62" + 3x + 1 polinomot a 3 primszam segitségével vizsgalva igazoljuk, hogy
irreducibilis QQ f6l6tt. A kapott gondolatmenetet probaljuk meg altalanositani.

18. (3.5.10) Felbonthatatlan-e Z[z]-ben az 2* + z + 1 polinom? Es R[z]-ben?

19. (3.5.14) Trreducibilis-e Z folott 2° + bz + 26, 327 + 62 — 18, 25 + 1, 23 + Tz — 3,
a2t + 323 + 22 + 1?7 Tovabbi gyakorl6 feladat a téméaban: K3.5.13.
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tétel segitségével.

21. Legyenek A, B,C olyan n x n-es matrixok, melyekre det A = 3, det B = 6, det C' = 4.
Mennyi lesz az A3B~'C'A~2 méatrix determinansa?

22. Szamitsuk ki az alabbi n x n-es determinanst:

111 ... 11
100 ... 02
100 ... 20
102 ... 00
120 ... 00

23. (3.8.6) Oldjuk meg Cardano képletével az 23 — 6ix —i+8 =0, az 23 + 122 — 16i = 0
és az 13 — 21x + 20 = 0 egyenleteket a komplex szamok korében. Kalkulator nem sziikséges,
de szabad azzal is szamolni, a komplex kdbgyokvonast kozelits szogekkel végezve.

24. (3.3.16) Adjuk meg az Gsszes olyan tizenkettedfoku valos egyiitthatos polinomot, mely-
nek az 1 + ¢ hatszoros gyoke.

25. Legyenek x1,z, 3, 74 az 2* — 22 + 3 polinom komplex gydkei (a tobbszords gyokoket,
ha vannak, annyiszor felsorolva, ahanyszorosak). Szamitsuk ki az 23 + 23 + 23 + 23 Osszeget,
valamint a gyokok reciprokainak Osszegét.

26. Egy valos egyiitthatos, normalt, harmadfokd polinomnak gydke az 1 + ¢ és a konstans
tagja 2. Mi a masik két gyoke?

27. Fejezziik ki a masodfoku egyenlet egyilitthatoival a gyokok kiillonbségének négyzetét.
28. Az f(x): (22 + 1) maradékos osztasnal a maradék = + 1. Hatérozzuk meg f(i) értékeét.

29. (3.2.17) Allapitsuk meg az f(r) = 323+ 622 +62+3 és a g(z) = 20 +222+2 polinomok
kitiintetett kozos osztojat az euklideszi algoritmussal.

30. Bontsuk a 2z* — 4 polinomot irreducibilisek szorzatara C és R fol6tt.

31. Bontsuk az x'? — 4096 polinomot irreducibilisek szorzatara C|x]-ben és R[z]-ben.
32. Bontsuk 2° — 22 + 323 + 102? — 22 + 1-et irreducibilisek szorzatara Q folott.
33. (3.3.19) Irreducibilis-e z* + 4 illetve z* 4+ 9 a Q fél6tt? Altalanositsunk!

34. (3.3.24) Bontsuk fel az 2* — 1022 + 1 polinomot R f5l6tt felbonthatatlanok szorzatara
(segitség a szamolashoz: a polinomnak gydke a v/24++/3). A kapott felbontést, és az alaptétel
egyértelmiségi allitdsat kihasznalva adjuk meg a Q f6lotti felbontast is.

35. (3.3.22) Bizonyitsuk be, hogy ha p primszam, akkor az (x + y)? — 2 — y? polinom
oszthato p-vel Z[x, y]-ban. Vezessiik le ebbdl a kis Fermat-tételt.

36. (3.5.15) Legyen p prim ¢és f(z) = 1+z+2%+...+ 271, Alkalmazhat6-e a Schénemann-
Eisenstein az f(z + 1) polinomra?



