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Madsodik rész

Cikkiink els6 részében az elemrend és a korosztasi polinomok fogalméara alapozva
belattuk, hogy ha n pozitiv egész, akkor az nk + 1 alaka szdmok halmaza, ahol
k=1,2,..., végtelen sok primszamot tartalmaz. Most eszkozeinket tovabbfejlesztve
az nk — 1 alaka primekrdl is belatjuk, hogy végtelen sokan vannak.

4. A korosztasi polinom egy analogonja

A cikk méasodik részében is rogzitjik az n > 1 egész szdmot, és végig hasznalni fogjuk
a komplex n-edik egységgyokok e = cos(2mk/n) + isin(27k/n) jelolését. Az nk — 1
eset bizonyitasaban a cikk els6 részében definialt ®,,(x) kérosztasi polinom helyett a
kovetkez6 polinomot fogjuk hasznélni n > 2 esetén:

U, (x) = H (z — 2cos(2mk/n)) .
1<k<n/2
(k,n)=1
Mivel a cos(x) fiiggvény a [0, 7] intervallumon szigortian monoton, a képletben szerepld
2 cos(2mk/n) szamok péaronként kiilénbozsk.

4.1. Tétel. Ha n > 2, akkor a kovetkezdk teljesiilnek.
(1) U, (x) foka p(n)/2.
(2) @, (z) = 2¢M2 W, (2 4+ 7).
(3) U, () egész egyiitthatos.

Ezt a tételt egy ottagn feladatsorozattal bizonyitjuk.
4.2. Feladat. Igazoljuk a 4.1. tétel (1) allitasat.

Megoldds. Az [1,n — 1] intervallum n-hez relativ prim egész szamait parosithatjuk a
k < n — k megfeleltetéssel, hiszen (k,n) = (n — k,n). Az n > 2 feltevés miatt n
nem relativ prim n-hez, és ha n/2 egész, akkor n/2 sem az. Ezért U, (x) képletében
©(n)/2 tényezd szerepel, s igy U, (x) foka ¢(n)/2. O

4.3. Feladat. Igazoljuk, hogy n > 1 esetén z¥™ ®,(1/x) = ®,(z).

Megoldds. Mivel ;! = cos(2rk/n) — isin(27k/n) = &, 4, ezért az 2™ &, (1/x) po-
linomnak is gyoke mindegyik n-edik primitiv egységgyok. A bizonyitando6 egyenlGség
mindkét oldalan ¢(n) foka polinom szerepel, és most lattuk be, hogy van ¢(n) darab
kozos gyokiik. Ha a f6egytitthatojukrol is igazolni tudnank, hogy egyenldk, akkor

kiilonbségiiknek tobb gydke lenne, mint a foka, és igy ez a kiilonbség a nullapolinom
1



GAUSS-EGESZEK ES DIRICHLET TETELE 2

lehetne csak, amivel készen lennénk. (A polinomok azonossagi tételét hasznaltuk,
lasd [2], 2.4.7. tétel és 2.4.10. kovetkezmény.)

A kodrosztasi polinom fSegyiitthatoja 1. Az x¢™ &, (1/x) polinom féegyiitthatoja
ugyanaz, mint @, (x) konstans tagja, vagyis ®,(0). Ha n = 2, akkor ®,(z) = =z + 1
konstans tagja is 1. Ha n > 2, akkor ¢(n) paros, ezért ®,(0) a primitiv n-edik
egységgyokok szorzata. Az el6z6 feladatban hasznalt k <« n — k parositas epe,_p =1
miatt azt adja, hogy ez szintén 1. O

4.4. Feladat. Igazoljuk, hogy n > 1 esetén 2" + x~" felirhaté x + x~1 egész egyiitt-
hatoés polinomjaként.

Megoldds. Legyen z; = 2/ + 7. A binomialis tétel szerint paratlan n esetén

@tae =zt Y (?) Znisj .

1<j<n/2
Ha n péaros, akkor a jobb oldalhoz még (n%) is hozzdadand6. Mindkét esetben azt
kaptuk, hogy z, = 2™ + ™™ felithat6 egész egyiitthatokkal (x + x~1)", valamint az
olyan z; kifejezések segitségével, ahol &k < n. Ezért n szerinti indukcioval készen
vagyunk. [

4.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy van olyan egész egyiitthatos S(x) polinom, melyre
P, () = 2¥™/2 S(x + 271).

Megoldds. A 4.3. feladat azt fejezi ki, hogy ®,(z) egyiitthatosorozata szimmetrikus
a ,kozepére”, vagyis 27 és x#(" 7 egyiitthatoja megegyezik. Ezért 2¥"/2-vel osztva
27 + 77 alaku tagok egész egyiitthatos osszegét kapjuk (illetve a cx?(™/2 taghol a
c egész szam keletkezik). Az el6z6 feladat szerint ez az Osszeg felithaté o + 27! egész
egylitthatos polinomjaként. O

4.6. Feladat. Igazoljuk a 4.1. tétel (2) és (3) allitasat.

Megoldds. Elég belatni, hogy az el6z6 feladatban szerepls S(z) polinom megegye-
zik W, (z)-szel, hiszen S(x) egész egyttthatos. De ez igaz, mert mindkettd o(n)/2
foka, 1 f6egyiitthatos polinom, melyeknek gyoke a ¢(n)/2 darab, paronként kiilon-
b6z6 2 cos(2wk/n) szamok mindegyike, ahol 1 < k < n/2 és (k,n) = 1. A gy6-
kokre vonatkozo iménti allitas W, (z)-re nyilvanvald, S(z) esetében pedig kovetkezik
az ;' = cos(2rk/n) — isin(2mk/n) Osszefiiggéshol, hiszen

0=,(ep) = 7™ 28 (ep + 677 = ef(n)/QS(Z cos(2mk/n)) .

4.7. Gyakorlat. Szamitsuk ki a WU15(x) polinomot.

Megoldds. Az els6 rész 3.5. gyakorlatdban kiszamitottuk, hogy ®q5(z) = 2t — 22 + 1.
Innen

ePD2o () = (P + 2 ) —1=(z+2 )2 -3,
Ezért Uip(z) = 2? — 3. O
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A Dirichlet-tétel nk — 1 esetének vizsgalatdban a U,,(u) szamok 4k — 1 alaka prim-
osztoi lesznek segitséglinkre. Ha az Olvaso ismeri a kvadratikus reciprocitasi tételt
(|1], 4.2.3. tétel), akkor méaris belathatja a Wis(u) = u? — 3 kifejezést felhasznélva,
hogy végtelen sok 12k — 1 alakd prim van.

A cikk els6 részében az utolsdé harom feladat vezetett el az nk + 1 alaka primekre
vonatkozo allitas bizonyitasahoz. Fzek koziil az elsének, vagyis a 3.10. feladatnak az
nk — 1 esetre adaptalt valtozatat fogjuk belatni a 4.9. feladatban. Ezt késziti el6 a
kovetkezd allitas.

4.8. Feladat. Legyen g(x) egész egyiitthatds, pozitiv fGegyiitthatés polinom, mely-
nek konstans tagja negativ. Igazoljuk, hogy minden pozitiv K egészhez van olyan u
egész, hogy g(u) oszthaté egy K-nal nagyobb, 4k — 1 alaki primszammal.

Megoldds. Legyen g(0) = —c < 0 és M = 4cLK!, ahol L késébb megvalasztando
pozitiv egész. Ekkor g(M) = 4mc — c teljesiil alkalmas, K!-sal oszthatoé m-re, és
ezért g(M)/c = 4m — 1. Ha L-et elég nagynak valasztjuk, akkor elérhetjiik, hogy
g(M)/c > 1 legyen. Igy g(M)/c = 4m — 1-nek van egy 4k — 1 alaki p primosztoja.
Sziikségképpen p > K, mert p relativ prim m-hez, és igy annak K! oszt6jahoz is. [

4.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden pozitiv K egészhez van olyan u egész,
hogy ¥, (u) oszthat6 egy K-nél nagyobb, 4k — 1 alaki primszammal.

Megoldds. A ¥, (z) polinom definici6jabol latszik, hogy ¥, (z) csupa negativ értéket
vesz fol a két legnagyobb gydke kozotti intervallumon (illetve ha elséfoku, akkor a
gyokétdl balra). Igy van olyan r/s racionalis szam, melyre s > 0 és W, (r/s) < 0.

Keszitsiik el a g(z) = s, ((z + r)/s) polinomot, ahol d = ¢(n)/2 a ¥, (z) foka.
Ez egész egyiitthatos, pozitiv féegyiitthatos, és g(0) = s4W,,(r/s) < 0. Ezért az el6z6
feladat miatt van olyan K-nal és s-nél is nagyobb 4k — 1 alakt p prim, melyre p | g(v)
alkalmas v egészre.

Mivel p > s, ezért (p,s) = 1, tehat van olyan ¢ egész, melyre ts = 1 (p). Megmu-
tatjuk, hogy p osztoja ¥, (t(v + r))—nek, és igy az u = t(v + r) valasztassal készen is
lesziink. Valoban, ha W, (z) = ag + ... + agz?, akkor

0= tg(v) = t"s"V, ((v+7)/s) = Z tlsa;(v+r) =

= thaj(v +r) =W, (tv+7r) (p),

hiszen 45?7 =t/ (p). O

Az el6z6 megoldas utolsé bekezdését egyszertsithetjiik, ha a Z, testben szamolunk,
és t helyett egyszeriien 1/s-et irunk.
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5. Gauss-egészek

A Gauss-egészek az a + bi alakt komplex szamok, ahol a és b egészek. Ezek korében
is értelmezhetdk a szamelmélet alapfogalmai, példaul az « | 5 oszthatosag azt jelenti,
hogy van olyan 7 Gauss-egész, melyre ay = (. Beszélhetiink kongruencidkrol, le-
het maradékosan osztani, és érvényes marad a szamelmélet alaptétele is (a bizonyités
elolvashato az [1] konyv 7.4. szakaszaban). Szép alkalmazasa a Gauss-egészek elmeé-
letének annak meghatarozéasa, hogy egy pozitiv egész hanyféleképpen bonthatd két
négyzetszam Osszegére (1], 7.5.1. tétel).

5.1. Feladat. Legyen m (valos) egész szam. Igazoljuk, hogy m | a + bi akkor és csak
akkor igaz a Gauss-egészek kozott, ham | a ésm | b.

Megoldds. Vegyiik az m(c + di) = a + bi egyenlGség valos és képzetes részét. 0

Természetesen vannak kiilonbségek az egész szamok szamelméletéhez képest. Az
egységek, vagyis 1 osztéi négyen vannak, 4+1 mellett +i is egység. Sem 2, sem 5
nem primszam a Gauss-egészek kozott, hiszen 2 = (1 + 4)(1 — ) = (1 — 4)? és
b=(2+1i)(2—1).

5.2. Feladat. Legyen p egy 4k — 1 alaki primszam. Igazoljuk, hogy p primszam a
Gauss-egészek korében is, azaz nem egység, és ha p | a3, akkor p | o vagy p | (.

A megoldashoz idézziik 16l az els6 rész 2.2. feladatat: ha a p primszam 4k — 1 alak,
akkor p | a® + b%-bél p | a és p | b kovetkezik.

Megoldas. Tegyiik fol, hogy py = af. Ezt az egyenlGséget a konjugaltjaval megszo-
rozva az adodik, hogy p? az egészek kozott osztdja az |al?|3|* szorzatnak (itt |al?
és |B|> mar egész szamok). Mivel p az egészek kozott primszam, osztéja valamelyik
tényezének. Ha ez példaul |af?, akkor o = a + bi esetén p osztoja |al* = a® + b*-nek.
Igy p|aésplb, tehat p| a. O

5.3. Feladat. Legyen p egy 4k — 1 alakt primszam. Mutassuk meg, hogy minden
(valos) egész szamnak van négyzetgyoke a Gauss-egészek kézétt modulo p.

Megoldds. A p-vel oszthato szamok négyzetgyoke 0 modulo p. Emeljiik négyzetre az
1,2,...,p — 1 szamokat modulo p. Mivel z és —x négyzete ugyanaz, tovabba p # 2
miatt x és —z inkongruens modulo p, ezért legféljebb (p — 1)/2 szamot kaphatunk.
Ennyi azonban biztosan lesz is, mert ha 2% = y* (p), akkor p | 22 —y? = (x —y) (v +v)
miatt x és y vagy egyenlsk, vagy ellentettek modulo p.

A kapott ,négyzetszamok” kozott semelyik ketté nem lehet egymas ellentettje mo-
dulo p, hiszen p | a® + b*b6l p | a és p | b kovetkezik. Ezért a fenti négyzetszamok
ellentettjei kiadjak a hidnyzo (p—1)/2 darab nem nulla maradékot modulo p. Viszont
a —b? szamnak van négyzetgyoke a Gauss-egészek kozott: +bi. 0

A négyzetgyokvonas lehet6vé teszi bizonyos mésodfokii egyenletek megoldésat a
Gauss-egészek kozott a megoldoképlet segitségével. Nekiink a (masodfokira vezetd)
x + 27! = u egyenlet egy o megoldasara lesz sziikségiink modulo p, ahol u a 4.9. fel-
adatban szereplé szam. Ez azért lesz hasznos, mert a ®,(a) = a?™/2¥, (a + a™1)
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Osszefliggés miatt o gyoke lesz az n-edik korosztasi polinomnak modulo p, és ezért
a rendjének kiszamitasaval informaciot kapunk n és p kapcsolatarol, az elsd rész
3.6. tételében latott modon. Ezt az egyenletmegoldast végezziik el a kidvetkezs fel-
adatban.

5.4. Feladat. Legyen p egy 4k — 1 alakii primszam és u valés egész. Keressiink olyan
« és [ Gauss-egészeket, melyekre a+ 3 =wu (p) és af =1 (p).

Megoldds. Az v+ 27! = u egyenletet dtrendezve 22 —ux +1 = 0. A megoldoképletbd]

utVvu?—4
Oé,ﬁ:#.

A nevez6 nem okoz problémét, hiszen p paratlan, ezért a 2-vel valo osztas helyette-
sithetS a (p + 1)/2-vel valo szorzéassal modulo p. Az 5.3. feladat szerint elvégezhetd
a négyzetgyokvonas is. Konnytd ellenérizni, hogy a képletbdl kapott o és (3 szamok
megfelelnek. 0

Most ratériink az elemrend fogalmanak altaldnositasara, és megkeressiik az elsd
rész 3.6. tételének megfelelgjét. Sziikségiink lesz az Euler—Fermat-tétel modositott
valtozatara. Némi 6vatossigra int a kovetkezd allitas.

5.5. Feladat. Legyen p egy 4k — 1 alakii primszam és a + bi Gauss-egész. Mutassuk
meg, hogy (a+bi)P =a—bi =a+bi (p).

Megoldas. Emeljiik a + bi-t p-edik hatvanyra a binomialis tétel segitségével. Mivel
0 < j < p esetén (?) oszthato p-vel, azt kapjuk, hogy (a + bi)? = a? + (bi)P (p).
Itt » = —i, hiszen a p prim 4k — 1 alaktd. Masrészt o = a (p) és b = b (p) a kis
Fermat-tétel miatt. Ezért (a + bi)? = a — bi (p). O

5.6. Feladat. Legyen p egy 4k — 1 alakii primszam. Mutassuk meg, hogy ha az «
Gauss-egész nem oszthaté p-vel, akkor o?*~' = 1 (p), tovabba o?~' = 1 (p) akkor és
csak akkor teljesiil, ha o képzetes része p-vel oszthaté (vagyis ha « valés modulo p).

Megoldds. Mivel a relativ prim p-hez, ezért o™ 1 =1 (p) <= o™ = «a (p). Az el6z6
feladat miatt o = @, és igy aP akkor és csak akkor kongruens a-val, ha o képzetes
része p-vel oszthato (hiszen p paratlan). Az el6z6 feladat allitasat kétszer alkalmazva
o =T =a (p), ésigy o” 1 =1 (p). O

Az elemrend fogalméarsél modulo p ugyanigy beszélhetiink Gauss-egészek kozott is,
mint egészek kozott, és a tulajdonsagok is ugyanazok. Azt javasoljuk, hogy az Olvaso
ismételje a4t a cikk els6 részében taldlhatd 3.6. tétel bizonyitasat, és gy6zodjon meg
rola, hogy e tétel kovetkezs valtozata a Gauss-egészek kozott is érvényben marad.

5.7. Tétel. Ha a 4k — 1 alaku p prim osztéja a @, («) szamnak, ahol o« Gauss-egész,
akkor o,(a) = n vagy p | n.
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A most kimondott tétel még nem adja meg az nk—1 esethez azt a segitséget, amit az
elsé rész 3.6. tétele adott az nk+1 esethez, ehhez sziikség van a kovetkezé feladatra is.
Ennek oka a kévetkezd. Az nk+1 alaka primek keresésekor az o,(u) = n | ¢(p) = p—1
oszthatoségot alkalmaztuk. A modositott Euler—Fermat-tétel miatt most csak annyit
tudunk, hogy ha p nem osztoja a-nak, akkor o,(a) = n | p* — 1. Az nk — 1 alaki
primek megtalalasdhoz viszont az n | p 4+ 1 oszthatésagra van sziikségiink.

5.8. Feladat. Legyen p egy 4k — 1 alakii primszam. Tegyiik {61, hogy « és 3 Gauss-
egészek, o képzetes része nem oszthato p-vel, de a + (3 képzetes része igen, tovabba
af =1 (p). Igazoljuk, hogy o,(c) | p + 1.

Az alabbi szamolast egyszertibb kitalalni, ha hajlandéak vagyunk eleve modulo p
szamolni, az osztast is beleértve, és [ helyett 1/a-t irni. (Valdjaban arr6l van szo,
hogy a Gauss-egészek modulo p maradékai egy p* elemt testet alkotnak.)

Megoldas. Mivel o + (3 valés modulo p, az 5.5. feladat miatt
at+B=a+fB=a+p=a’+05" (p).
Atrendezve és aP*'-nel szorozva
(a —a?)aP™ = (B2 — B)aP™ = BPaPa — Baa? = a —aP (p).

Tudjuk, hogy a nem val6s modulo p, vagyis az 5.5. feladat miatt o — o nem oszthato
p-vel. Ezért a kongruenciat egyszertsithetjiik o — aP-nel. Igy o?™ =1 (p). O

Most mar a célegyenesben vagyunk. Az el6z6 szakaszban belattuk az elsd rész
3.10. feladatanak megfelels 4.9. feladatot. A most kovetkezs két feladat az elsd rész
3.11. és 3.12. feladatainak analogonja.

5.9. Feladat. Tegyiik fol, hogy a 4k — 1 alakd p prim nagyobb, mint 4n, és osztéja
Uy, (u)-nak alkalmas u egészre. Mutassuk meg, hogy a p prim nk — 1 alaku.

Megoldds. Legyen « és 3 az 5.4 feladatbol kapott két Gauss-egész. Az aff = 1 (p)
Osszefiiggés miatt

Dyn(a) = a?UI2F (0 + o) = o?U2T (0 + ) = o200y, (1) = 0 (p)

(aki még nem gyakorlott a modulo p osztasban, az irja ki a polinom tagjait, és vegye
észre, hogy (o +a ol = (a+ B)a?). Az 5.7. tétel miatt p | 4n vagy o,(a) = 4n.
Mivel p > 4n, ezért csakis o,(a) = 4n lehetséges.

Ha « valos modulo p, akkor innen 4n | p—1 adédik (hiszen ekkor a?~! =1 (p)). Ez
lehetetlen, mert a p prim 4k—1 alakt. Igy az 5.8. feladat szerint 4n = o,(a) | p+1. O

5.10. Feladat. Igazoljuk, hogy minden n > 0 esetén végtelen sok nk — 1 alakii prim-
Szam van.

Megoldas. Tegyiik f6l indirekt, hogy csak véges sok ilyen primszam van, legyenek ezek
p1, P2, ..., pe. Vélasszuk a K szdmot ugy, hogy ezek mindegyikénél, tovabba 4n-nél
is nagyobb legyen. A 4.9. allitds miatt van olyan u egész, tovabba egy 4k — 1 alak,
K-nal nagyobb p prim, melyre p | Uy, (u). Az el6z6 feladat szerint a p prim nk — 1
alaki, ami ellentmondas. O
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Osszefoglalva, az nk — 1 eset bizonyitasanak lényege a kovetkezs. Az allitast elég
4dnk — 1-re igazolnunk, tehat 4k — 1 alaka p primeket keresiink. Azt, hogy egy polinom
ilyen primekkel oszthatd értékeket is felvegyen, csak akkor tudjuk garantéalni, ha a
polinom nem mindeniitt pozitiv. Ilyen tulajdonsagi a Wg4,(z) polinom, amelybdl
x helyére x + x~1-et frva ,Jényegében” a korosztasi polinom adodik. Tegyiik 1, hogy
p | Uun(u). A Gauss-egészeket modulo p nézve olyan p? elemt testet kapunk, melyben
az o + o' = u egyenlet megoldhat6. Ekkor o gyoke a korosztasi polinomnak ebben
a testben, igy rendje 4n. Annak felhasznalasaval, hogy a + a~! valos, kiszamoltuk,
hogy ez a rend nemcsak p? — 1-nek, hanem p + 1-nek is osztoéja.
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