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1. fejezet

Komplex szamok

1.1. Miiveletek és tulajdonsagaik

1.1.3. Vagdossunk le olyan darabokat a sakktablardl, ahol minden rairt szambdl ugyanannyi van. Ilyenek
példdul a 8 x 1-es téglalapok, vagy a 8 x 8-as négyzetek. A vagdosdst végezziik tgy, hogy a végén a bal
felsd sarokban 4ll6 4 x 4-es négyzet maradjon meg (ez az dbran is lathat6). Ebben O szerepel, de 7 nem.
Tehat a nulldk és hetesek szama eredetileg sem lehetett egyenld.

1.1.7. Jelolje foliilvonds a modulo m maradékképzést. Ahhoz, hogy ez a leképezés szorzattartd, azt kell
igazolni, hogy Xy = X %,, y. A maradékképzés definici6ja miatt x = mp + x és y = mq + y, alkalmas p, g
egészekre. Ezért

xy = (mp +X)(mq +y) = m@mpq + py +Xq) +Xy.
Tehat xy és x y kiilonbsége oszthat6 m-mel, és ezért ez a két szadm ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva.
De xy maradéka xy, és X y maradéka x x,, y (a *,, definicidja szerint). Tehat xy = X *,, y.

Az Osszegtartds ugyanigy, de egyszeriibb szdmoldssal igazolhat6. Az 1.1.5-beli azonossagok igazolasa-
hoz irjuk fol a megfelelé azonossdgot egész szdmokra, majd vegyiik mindkét oldal maradékat modulo m.
Végiil a kivondst definidljuk az x —, y = x +, (—y) képlettel (ellentett hozzdaddsa). A fenti modszerrel
konnyl megmutatni, hogy x —, y = x — y, és hogy a foliilvonds a kivonast is tartja.

1.1.8. Az osztds a szorzds inverz miivelete, és igy a 2 : 3 (modulo 5 végzett) osztas eredménye akkor lesz x,
ha 3 xs x = 2. A tdbldzat 3-hoz tartoz6 sordban a 2 maradék a 4 oszlopdban szerepel, tehit a 2 : 3 osztds
eredménye 4. Altaldban a b : a osztds modulo 5 elvégzése azt jelenti, hogy az a, b € Zs maradékokhoz
olyan x € Zs maradékot keresiink, melyre a *s x = b. Nulldval nem tudunk osztani, hiszen ha a = 0,
akkor b # 0 esetén nincs ilyen x, ha meg b = 0, akkor minden x j6, tehit az eredmény nem egyértelm.
Ugyanakkor modulo 5 minden nem nulla maradékkal tudunk osztani. Ez abbdl kovetkezik, hogy minden
nullatdl kiilonb6z6 maradéknak van reciproka, mint az a tdblazatbol leolvashaté: az 1-nek és 4-nek onmaga,
a 2 és 3 pedig egymas reciprokai modulo 5. De a tdblazatbol kozvetleniil is lathatjuk, hogy minden nem
nulla maradékkal lehet osztani, hiszen minden nem nulla elem soraban minden maradék el6fordul.

Modulo 6 az 1/3 osztds sem végezhet6 el, hiszen 3 x4 x csak 0 vagy 3 lehet, 1 soha. Konny( l4tni,
hogy modulo 6 csak az 1 és 5 maradékokkal tudunk korldtlanul osztani, mert csak ezeknek van inverze
(mindkettének énmaga).

1.1.9. A modulo 5 tdbl4zatban teljesiil a nullosztémentesség, mert a nulla a szorzdstdblanak csak az els6
sordban és az elsd oszlopdban fordul el6. Modulo 6 viszont nem teljesiil, mert példdul 2 x¢ 3 = 0.

1.1.10. Egyik sem helyes.

(1) Abbdl, hogy modulo 5 van megoldas, még nem kovetkezik, hogy az eredeti egyenletnek is van
megolddsa. (Az eredeti egyenletnek nyilvan nincs megoldésa, hiszen x? és y?> mindenképpen nem-
negativ egész szamok, és igy x%+10y? < 10 csak tgy lehetne, ha y = 0, de a 6 nem négyzetszam.)

(2) Ez a gondolatmenet azonos az el6zével, tehat még mindig rossz. Az csak véletlen szerencse, hogy
az egyenletnek most van megolddsa, példdul x = y = 1, de igaz éllitdsra is adhatd helytelen
bizonyit4s. (Példdul ugyanezzel a gondolatmenettel kijonne, hogy az x? + 5y? = 26 egyenletnek is
van megolddsa, ami nem igaz.)
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1.1.11. Csak az a = 0, 1, 2, 3, 4 értékeket kell végignézni. Ha mondjuk 3° értékét akarjuk kiszamitani mo-
dulo 5, akkor a 3° szdm Z-beli kiszdmitdsa helyett gyorsabb, ha eleve modulo 5 maradékokkal szamolunk.
A x5 szorzast x-gal jelolve a 3 négyzete 3 * 3 = 4, a 3 kobe tehdt 3 % 3 % 3 = 3 x4 = 2, negyedik hatvdnya
3% 2 =1, 6todik hatvanya 3 % 1 = 3. (Még gyorsabb, ha a negyedik hatvanyt a 3 % 3 négyzetre emelésével
szamitjuk ki.) Lathatjuk, hogy a hatvanyok ebben az esetben periodikusan ismétlédnek, tehit nagyon nagy
kitevdkre is gyorsan kiszamithatndnk Sket. Ezzel a médszerrel konny( ellendrizni az 5 | a® — a oszthaté-
sagot, és ugyanigy szdmolhatjuk ki azt is, hogy 5 | a* — 1 pontosan akkor teljesiil, ha a nem oszthat6 &ttel.
Az els6 4llitdsra kozvetlen bizonyitést is nyerhetiink, ha az > —a = a(a + 1)(a — 1)(a® + 1) szorzat alakot
felhasznéljuk.

1.1.12. A feladat eredménye:

(1) 6| a® —a < aza szdm sem 6k + 2, sem 6k + 5 alakd.

(2) 6 |a’> —1 <= aza szdm 6k + 1 alakd.

(3) 6| a’—1 <= aza szdm 6k + 1 vagy 6k — 1 (r6vid jeloléssel 6k £ 1) alakd. Masképp fogalmazva:
az oszthat6sdg akkor 4ll fenn, ha a relativ prim a 6-hoz.

1.1.13. Csak azt kell ellenérizni, hogy 1, 3, 5, 7 modulo 8 vett négyzete 1. Sét, elég a négyzetre emelést
elvégezni a +1 és +3 szamokra, hiszen 5 és —3, illetve 7 és —1 ugyanazt a maradékot adjak 8-cal osztva.
A kozvetlen bizonyitas: ha a paratlan szamot 2k + 1 jeloli, akkor

Qk+ 1) =4k>+4k+1=4k(k+ 1)+ 1,

és itt a szomszédos k és k + 1 valamelyike paros, azaz 4k(k 4+ 1) oszthaté 8-cal. Tanulsagos, hogy ez
utébbi, némi otletességet igényld bizonyitast helyettesithetjiik az el6bbi gondolatmenettel, ami a modulo 8
szdmoldasi apparatus birtokdban teljesen mechanikusan felfedezhet6.

1.1.14. Modulo 5 szamolva azt kapjuk, hogy 3 x5 y = 2. A tdblazat 3-hoz tartozé sorabdl leolvashatjuk,
hogy y = 4 (valdjdban a 2 : 3 osztist végeztiik el). Tehdt y = 5k + 4 alkalmas k egészre. Az eredeti
egyenletbe visszahelyettesitve x = —3k — 1 adddik. Ez egész szdm, tehat minden ilyen y-ra megoldést
kaptunk. Igy végtelen sok megoldds van, minden egész k-ra egy. Példdul k = 0 esetén (x, y) = (—1, 4).

1.1.15. Azx =0, ..., 4 értékeket végigprébdlva modulo 5 szaimol4ssal azt kapjuk, hogy az els6 oszthatdsdg
az x = 5k+3 és x = 5k+4 alakd szdmokra teljesiil. A masodik oszthatdsdgotx = 0, .. ., 6 helyettesitéssel

modulo 7 vizsgalva kapjuk, hogy ez semmilyen x-re sem teljestil.

1.1.16. Itt mar faraszt6 volna a 0, ..., 100 szdmokat mind behelyettesiteni. Ki fogjuk haszndlni, hogy a
101 primszdm, azaz ha osztdja egy szorzatnak, akkor osztéja valamelyik tényez6jének is. Ebbdl kovetkezik,
hogy egy szdmnak legfeljebb két négyzetgyoke lehet modulo 101. Valdban, ha egy N szdmnak a is és
b is négyzetgyoke mod 101, akkor a® és b?> ugyanazt a maradékot adja 101-gyel osztva, mint N. Ezért
101 | a®> — b*> = (a — b)(a + b), azaz 101 | a — b, vagy 101 | a + b. Az els6 esetben a és b egyenlSk
modulo 101, a masodikban ellentettek. Igy az N szdmnak a-n kiviil csak —a lehet még négyzetgyoke
modulo 101, mas nem.

(1) Az oszthatésdgot modulo 101 vizsgédlva masodfokud egyenletet kapunk. Teljes négyzetté kiegészi-
téssel x2 — 2x +2 = (x — 1)> + 1. Legyen y = x — 1, ekkor y*> = —1 = 100. A 100-nak a 10 és
a —10 = 91 négyzetgyoke, és a fentiek szerint tobb négyzetgyoke nincs modulo 101. Ezért y = 10
vagy y = 91. Tehdt a megolddsok: x = 101k 4 11 és x = 101k 4 92, ahol k egész.

(2) Most is az el6z6 moddszert akarjuk alkalmazni, de két 1€pés is nehézséget okoz. Az elsd a teljes
négyzetté alakitds. Ehhez az x-es tag egyiitthatdjat (ami most pdratlan) el kellene tudni osztani ket-
tével. De ezt meg lehet tenni modulo 101, hiszen 13 = 114, vagyis a feladatban 13 helyett 114-et
(vagy —88-at) frhatunk. Ekkor x? — 114x — 3 = (x — 57)% — 3252, és —3252 ugyanazt a maradékot
adja 101-gyel osztva, mint —20. Tehdt most az (X — 57)? = 20 egyenletet kell megoldanunk. A ma-
sodik nehézség, hogy a 20-bdl négyzetgyokot kell vonni modulo 101. Erre most nem tudunk mas
moédszert, mint végigprobalgatni a mod 101 maradékokat (amit el akartunk keriilni). Szerencsére
20 = 121, ami 11-nek a négyzete. Ezért a megolddsok: x = 101k + 46 és x = 101k + 68.
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A feladat tanulsdga, hogy a masodfoku egyenlet ,,megoldoképlete” valdjdban csak annyit tesz, hogy az
egyenletet négyzetgyokvondsra vezeti vissza. Ezt a valés szdmok esetében kalkulatorral vagy tabldzatosan
kozelitbleg el tudjuk végezni.

1.1.17. Nem fedhetd le. A bizonyitas otlete hasonlé ahhoz, amit az 1.1.1. Kérdés esetében alkalmaztunk
a 100 x 100-as tabla esetén, csak most a modulo 2 maradékokat irjuk a sakktdbldra. Egyszerlibb gy
fogalmazni hogy 0 és 1 folirasa helyett a mezdket vildgosra €s sotétre festjiik, ahogy az a sakktablan amuigy
is szokdsos. Ekkor a két hidnyz6 mez6 ugyanolyan szinfi, tehdt a maradékon kiilonbozik a vilagos és sotét
mez6k szdma, marpedig ha 1étezne lefedés, akkor nem kiilénbozne.

1.1.18. Ha m | k, akkor a lefedés példaul soronként lehetséges. Ha nem, akkor szdmozzuk meg a sakk-
tabla mezdit az 1.1.1. Kérdés megolddsaban latott médon a modulo m maradékokkal. Ha lenne jo6 lefedés,
akkor most is az deriilne ki, hogy a 0, 1, ..., m — 1 mindegyikét ugyanannyiszor irtuk fol a sakktdbléra.
Az 1.1.3. Gyakorlat megoldasaban szerepld vagdosasi eljarassal azt kapjuk, hogy ha r a k szam m-mel valé
osztasi maradéka, akkor a bal fels6 r x r-es négyzetben is ugyanannyiszor szerepel a 0, 1, ..., m — 1 szimok
mindegyike. Az r — 1-es szdm ennek a kis négyzetnek minden sordban pont egyszer szerepel (a mellékatlé
all csupa r — 1-ekbdl), azaz 6sszesen r-szer. Tehat mind az m szam ennyiszer kell, hogy szerepeljen, azaz
mr = r?, hiszen ebben a négyzetben dsszesen r? szdam van. Ez ellentmondas, mert r < m. (Mdshogy is
befejezhetjiik a bizonyitast, ha észrevessziik, hogy a 0 az r x r-es négyzet mindegyik sordban legfeljebb
egyszer szerepelhet, de a masodik sorban egyaltalan nincs 0, és igy ebben a négyzetben legfeljebb r — 1
darab O lehet.)

1.1.19. Vizsgéljuk p-t modulo 3. Ha a maradék 1 vagy 2, akkor p? + 2 maradéka 0, azaz 3 | p? + 2. Mivel
feltettiik, hogy p? + 2 is primszdm, ez csak gy lehet, ha p? + 2 = %3, azaz p?> = 1, vagy p> = -5, de
mindkettd lehetetlen (hiszen =1 nem prim). Tehat a p maradéka harommal osztva csak O lehet, és mivel p
prim, azt kapjuk, hogy p mds, mint £3, nem lehet. Ebben az esetben viszont p® + 4 vagy 31, vagy —23, és
mindkettd tényleg primszam.

Ha azt tessziik fol, hogy p is és p? + 5 is primszdm, akkor a fenti gondolatmenetbd] most is l4tszik, hogy
p csak 43 lehet. De ekkor p? +5 = 14, ami nem prim. Tehdt nincs ilyen p, és igy a masodik 4llitds is igaz!
Hiszen az osszes ilyen primre teljesiil, hogy p* + 4 is primszdm (mert nincs egy sem)! Senki sem vonja
kétségbe, hogy e konyv minden Olvaséja halandd, még akkor sem, ha torténetesen senki sem olvassa el a
konyvet. S6t, az is igaz 4llitds, hogy ha p és p? + 5 is primszam, akkor 2 - 2 = 5, hiszen hamis feltételbsl
barmi kovetkezik.

Igy az els6 kérdésre adott megolddsban, amikor mar kijott, hogy p = =43, nem kell ellenérizni, hogy
p? +2 primszdm-e. Ha nem lenne az, att6l még az 4llitds érvényben maradna, legfeljebb csak még kevesebb
p tenne eleget a feltételeknek.

1.2. A harmadfoku egyenlet megoldasanak problémaja

1.2.1. Az y helyébe x + w-t irva x> + Qw + p)x + (w?> + pw + g) = 0 adédik. Akkor tudjuk ezt
kozvetleniil, egy négyzetgyokvonassal megoldani, ha nincs az egyenletben x-es tag, azaz ha 2w + p = 0,
vagyis w = —p/2. Ilyenkor x> = p*/4 — g, ahonnan x, majd y = x — p/2 is kifejezhetd, és a masodfokd
egyenlet szokdsos megoldoképletét kapjuk.

1.2.2. Az y helyébe x + w-t rva, és az (x + w)? = x* + 3x*w + 3xw? + w? azonossdgot hasznalva azt
kapjuk, hogy az x2-es tag egyiitthatéja 3aw + b. Bz akkor és csak akkor lesz nulla, ha w = —b/(3a).
A helyettesitést elvégezve p = 3aw? + 2bw + ¢ és ¢ = aw® + bw? + cw + d adédik. (Azaz g az eredeti
egyenlet bal oldaldnak a w helyen felvett értéke.)

1.2.3. Nem lattuk be még azt sem, hogy az egyenletnek van ilyen gyoke. Azt mutattuk meg, hogy ha az x
ilyen alaku, akkor megoldasa az egyenletnek. Egyel6re csak reménykediink, hogy a gyokoket megkapjuk
ezzel az eljardssal.
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A kovetkezS példa érzékelteti, hogy ezt az 4llitast nem lattuk be. Képzeljiik el, hogy az x> +x +1 =0

egyenletet modulo 3 akarjuk megoldani. Mivel modulo 3 a szokdsos szabalyokkal szamolhatunk, s6t a nem
nulla maradékokkal konnyen lathatéan még osztani is lehet modulo 3, az x> + px +¢ = 0 megolddsihoz le-
vezetett képletek modulo 3 is érvényesek. Az egyenletnek nyilvan gyoke az 1 modulo 3. De —3uv = p =1
soha nem teljesiilhet, hiszen a bal oldal mindenképpen nulla lesz modulo 3.
1.2.4. Ha x és y megolddsa az egyenletrendszernek, akkor az els6 egyenletbdl y = a—x, ezért x(a—x) = b,
azaz x> — ax + b = 0, tehdt x megolddsa a z> — az + b = 0 mdsodfoku egyenletnek. Hasonl6 szdmoldssal
(vagy annak kihasznéldsdval, hogy az egyenletrendszer szimmetrikus x-ben és y-ban) latjuk, hogy y is
megolddsa ennek a mdsodfokud egyenletnek.

Megforditva, tegyiik fol, hogy u megolddsa a z> — az + b = 0 egyenletnek. Ekkor u?> — au + b = 0, igy

Z—az+b=2"—az+b— (W —au+b)=(z—u)(z— (a—u).

Két valés szdm szorzata csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezd nulla. Tehdt a z> —az +b = 0
egyenlet megolddsai u és a — u, és mas megolddsa nincs. Mivel u+(a —u) = aésu(a —u) = au—u’> = b,
ezért tényleg az egyenletrendszer megolddsat kaptuk.

Osszefoglalva tehét a kovetkezd 4llitdst lattuk be. A z2 — az + b = 0 egyenletnek legfeljebb két valds
megoldédsa van.

m Ha ketté6 van: u; # u,, akkor az egyenletrendszernek is két megoldasa van (és tobb nincs):
(x,y) = (ur, uz) €s (x, y) = (uz, uy).

» Hacsak egy van, és ez u (ilyenkor tehét z2—az+b = (x—u)? teljesiil), akkor az egyenletrendszernek
is egy megoldédsa van (és tobb nincs): (x, y) = (u, u).

m Ha egy sincs, akkor az egyenletrendszernek sincs megoldasa.

1.2.5. Az (u + v)? = (u® + 3uv?) + v(3u? + v?) dsszefiiggés miatt az elsd esetben

<_§+E>3:(_E_g.é.—_3>+ﬂ(3.§+—_3),

2 2 8 2 4 2 4 4

és ez —10 + /=243, hiszen 9 - /—3 = vV/—92 - 3 = /—243. A masik kobre emelés is hasonld.

1.2.6. Ha az y-os tagot akarjuk eltiintetni, akkor olyan w-t kell valasztanunk, melyre 3aw? + 2bw + ¢ = 0.
Ez mésodfoki egyenlet w-re, aminek nem is biztos, hogy van valés megolddsa, és ha van is, a kapott
négyzetgyokos kifejezéssel nehezebb szdmolni, mint amikor az y>-es tagot tiintetjiik el.

Ha a konstans tagot akarjuk eltiintetni, akkor olyan w-t kell keresni, melyre aw? + bw? + cw +d = 0.
Vagyis w megolddsa kell, hogy legyen az eredeti egyenletnek! Tehdt ezt a helyettesitést csak akkor tudjuk
elvégezni, ha ismeriink egy megoldést, marpedig a cél éppen a megolddsok megkeresése. Ezért hangsu-
lyoztuk azt, hogy az y’-es tag kiejtéséhez hasznalt w (és az j egyenletben keletkezS p és ¢) konkrétan
kifejezhet6 az eredeti egyenlet egyiitthat6ibol.

1.2.7. Ez a gondolatmenet az 1.2.4. Gyakorlat fenti megoldasnak csak az els6 bekezdését pétolja.

1.2.8. Legyenu = v/7 + /350 és v = v/7 — /50, tovdbbé x = u+v. Mint ldttuk, x* = u?+v3+3uv(u+v).
Mivel

w4+ v = (7 ++50) + (7 — V/50) = 14

és

uv = \3/(7 +V/350)(7 —/50) = /=1 = —1,
ezért azt kapjuk, hogy x*> = 14 +3 - (=1) - (u + v) = 14 — 3x. Mivel x egész szdm, oszt6ja kell legyen
a 14-nek. A £1, £2, 47, £14 értékeket kiprébdlva azt kapjuk, hogy csak x = 2 teljesiti az x> = 14 — 3x

Osszefiiggést. Ezzel azt 14ttuk be, hogy ha a kifejezés értéke egész szam, akkor csak 2 lehet, de még nem
tudjuk, hogy x tényleg egész szdm-e.
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A0 =x3—1443x = (x —2)(x* + 2x + 7) szorzat alakbdl az adédik, hogy vagy x = 2, vagy
x2 4 2x +7 = 0. Ez utébbi osszefiiggést semmilyen valés x szdm nem teljesiti, ezért belattuk, hogy a
feladatbeli kifejezés értéke 2.

Masik megoldds: 7+ /50 = (1 + +/2)? és 7 — /50 = (1 — +/2)?, ahonnan ismét x = 2 adédik.

1.2.9. Az els6 4llitashoz azt kell belatni, hogy 1 4+ +/—1 negyedik hatvdnya —4. Ez kdzvetlen szdmoldssal
l4that6, akdr azonnal negyedik hatvdnyra emelve a kifejezést, akdr azt észrevéve, hogy (1++/—1) = 24/—1.
Hasonléan kapjuk, hogy az

1—v=1,  —1+J/=1, —1-+=1

kifejezések negyedik hatvinya is —4. Kés6bb majd bebizonyitjuk, hogy ezeken kiviil mas hasonlé kifejezés
nincs, aminek a negyedik hatvdnya —4 lenne.

1.2.10. A felsorolt négy esetbdl kettSben ugyanaz a szdm jon ki (csak folcserélédik u és v), a masik két
esetben azonban dltaldban nem is kapunk megoldést (mert a képlet eredménye nem u + v lesz, hanem 2u,
illetve 2v). Vigyazzunk, u® és v* a z2 + qz — (p/3) mdsodfoki egyenlet mindkét gyokét ki kell, hogy
adja (lasd az 1.2.4. Gyakorlat megoldasat), és ezért nem valaszthatjuk a négyzetgyok el6jelét mindkétszer
ugyanannak. A képlet mindazondltal helyesen van folirva, mert valds szdmok korében az a megallapodis,
hogy a négyzetgyok, ha elvégezhets, mindig a pozitiv eredményt jeloli.

1.2.11. Nem, hanem csak azt jelenti, hogy nagyon gondosan meg kell vizsgdlnunk, hogy az tj kifejezésekkel
milyen szabalyok szerint szimolhatunk. Ez az étalakitis mindossze azt mutatja, hogy a vab = Jav/b
Osszefiiggés (amit felhasznéltunk) nem fog érvényben maradni az 4j kifejezésekre.

1.2.12. A részletes megoldds (harmadfoku helyett tetszéleges pératlan fokd polinomra) elolvashaté az
E.3.4. Tétel bizonyit4sdban.

1.3. Szamolas komplex szamokkal

1.3.1. Ha lehetne, azaz egyenldk lennének, akkor a 2 4 3i = 4 4 5i egyenl8ségbdl dtrendezéssel 2i = —2
addédna, négyzetre emelve —4 = 4, ami ellentmondés. Ez mutatja, hogy altaldban az a + bi és ¢ + di sza-
mokat kiilonboz8nek kell definidlnunk, ha a # b vagy ¢ # d. Ha igy tesziink, akkor még reménykedhetiink,
hogy a komplex szdmokkal valé szamolds nem vezet majd ellentmonddsra.

1.34. Legyen x = a + bi, y = ¢ +di és z = e + fi. Ekkor az 6sszeadds és a szorzds definicidjat
alkalmazva

(x+yz=(@a+c)+ b+di)e+ fi)=
= (ae+ce—bf —df)+ (af +cf +be+de)i.
Az xz + yz kifejezést hasonldan kiszamitva ugyanezt a végeredményt kapjuk.
1.3.5. A z szamot a + bi alakban kereshetjiik. Ekkor
l=(a+bi)(14+i)=(a—-b)+ (a+Db)i.

Két komplex szam akkor egyenld, ha a valds és a képzetes részeik is egyenldk. A valés részek az 1 = a — b,
a képzetes részek a 0 = a + b egyenldséget adjak. Az egyenletrendszert megoldva z = (1/2) — (1/2)i
adédik.

1.3.8. Ha z val6s, akkor zZ = z2. Ezért pozitiv z esetén zZ négyzetgyoke maga z lesz. Ha viszont z negativ
valés szam, akkor zz négyzetgyoke —z lesz, hiszen valés szam esetében a négyzetgyokjel a négyzetgyok
két értéke koziil mindig a nemnegativat jeloli.

1.3.11.
(1) Az eredmények 5 +1i, —i, (1/13) 4+ (5/13)i.
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(2) Mindkét eredmény 1. Az elsd tort esetében ez még kiszdmolhatd, a masodik esetében mar nem iga-
zan. Azt kell észrevenni, hogy a szdmlalo6 és a nevezd abszoltit értéke ugyanaz, és az 1.3.16. Gya-
korlat szerint az abszolut érték tartja az osztast.

3) (1 4+i)? = 2i, ezért (1 +i)* = (2i)> = —4. Mivel 1241 = 4 - 310 + 1, ezért a végeredmény
(1 + l-)1241 — (_4)310(1 + l) — 2620 + 26201'.

(4) Az eredmény 8.

1.3.12.

(D) 0=x>+1=(x~+i)(x—1i),tehita nullosztémentesség miatt x = i vagy x = —i.

(2) x2+12 = (x +2/3i)(x — 24/30), ezért x = +2-/3i.

(3) 0 =x2+4+2x +2 = (x + 1)> + 1 (a masodfokii egyenlet megold4si médszerét alkalmaztuk). Innen
(1) szerint x + 1 = %, tehat x = —1 % i.

4) 0=x%+42ix — 1 = (x +i)? tehat x = —i.

1.3.13. Ha —21 4 20i = (c + di)*> = ¢* — d* + 2cdi, akkor a val6s és képzetes rész egyértelmiisége miatt
> —d? = —21éscd = 10. Tehit c = 10/d, és a masik egyenletbe visszahelyettesitve, majd d>-tel szorozva
d* — 21d%> — 100 adédik. Ez d?-re masodfoki egyenlet, a megoldoképletbdl d?> = 25 vagy d*> = —4. Ez
utébbi lehetetlen, mert d valés. Tehat d = &5, és akkor ¢ = 10/d miatt ¢ + di = (2 + 5i).

Ez a gondolatmenet elmondhat6 a —21 + 20i helyett az altalanos a + bi-re is. Feltehetjiik, hogy b # 0,
hiszen valés szambdl tudunk négyzetgydkot vonni. A szdmoldst elvégezve d> = (—a £ +/a? + b?)/2 ad6-
dik. Amikor a négyzetgyok el6tt negativ elSjel van, akkor biztosan negativ eredményt kapunk d-re, mert
va* + b* > |al, ez tehdat hamis gyok. Amikor a négyzetgyok el6tt pozitiv elGjel van, akkor ugyanezért
d’-re nemnegativ eredményt kapunk. A 2cd = b sszefiiggés alapjan c értékét is megkaphatjuk. A neve-
z8beli csiinya gyokos Kifejezéstdl megszabadulhatunk, ha a tortet v a + +/a? + b2-tel bovitjiik. De azt is
megtehetjiik, hogy inkabb c értékét is a d-hez hasonldan, a megfelel6 masodfokd egyenletbdl kapjuk meg.
Béarmelyik mddszerrel szamolunk, a végeredmény a kovetkez6 lesz:

a+\/az+b2i_\/—a+\/a2+b2
l .
2 2

Va+bi=:t\/

Ez latszélag négy megoldds, ezért hozza kell tenni, hogy a 2cd = b Osszefiiggés miatt pozitiv b esetén a
két négyzetgyok eldjelét egyformanak, negativ b esetén kiilonbdzbnek kell véalasztani. A képletbdl latszik,
hogy minden nem nulla komplex szdmnak pontosan két négyzetgyoke van a komplex szamok kozott. Ezt a
kovetkez6 szakaszban mds modszerrel is be fogjuk latni. A fenti képletet nem érdemes megtanulni, inkabb
a levezetéséhez haszndlt médszert (vagy a kovetkezd szakaszban tanulanddkat) érdemes alkalmazni, ha
négyzetgyokot kell vonni.

Az x% + (i —2)x + (6 — 6i) = 0 egyenlet megoldasihoz vegyiik észre, hogy a mdsodfokii egyenlet meg-
olddsakor haszndlt médszeriink komplex szdmokra is ugyantigy érvényes. Valdban, ellendrizhetjiik, hogy az
1.2.1. Kérdés megoldésakor csak a ,,szokdsos” szdmoldsi szabalyokat hasznaltuk (amik az 1.3.3. Allitasban
vannak felsorolva), valamint azt, hogy a komplex szdmok kozott is lehet osztani. Tehdt a fenti egyenlet
megolddsdhoz egyszerien behelyettesithetiink az ismert megolddképletbe. A négyzetgyok alatt pontosan
—21 + 20i fog 4llni, amibdl most vontunk négyzetgyokot. Az eredmény 2 + 2i és —3i.

v

1.3.14. Az els6 négy egyenletre alkalmazhatjuk a masodfokd egyenlet megoldoképletét és az el6z0 feladat-
ban leirt négyzetgyokvondsi eljarast.

(1) (1+i)//2.

(2) (=3 +£7i)/2.

(3) 3—iés—1+2i.
(4) 1—iés(4—2i)/5.
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(5) Vegytik mindkét oldal abszolut értékét. Mivel |x| = |x|, de |3 4+ 2i| # 1, csak az x = 0 megoldas.
Maisodik (csinyébb, de mechanikus) megoldas: az x = a + bi helyettesitéssel, a szorzast elvégezve

a+ bi = 3a +2b) + (2a — 3b)i

adodik. A valds részeket nézve innen a = 3a + 2b, a képzetes részeket nézve b = 2a — 3b. Ennek
az egyenletrendszernek csak a = b = 0 megoldasa.

(6) Irjuk x-et a + bi alakba. Ekkor a + bi = 2a adédik, tehit a = 2a és b = 0. Vagyis csak az x = 0
megoldés. Eljarhattunk volna Ggy is, hogy észrevessziik: x csak valds lehet, mert az egyenlet jobb
oldala valds, de valds szdm valds része 6nmaga, tehit az x = 2x egyenletet kell megoldanunk.

(7) Az x = a + bi alakot behelyettesitve a = 2a adddik, azaz a = 0. Ezért a megolddsok a tisztdn
képzetes szamok.

1.3.15.Haz =a + bi és w = c + di, akkor 7 - w = (ac — bd) — (ad + bc)i =7 - w.

1.3.16. Az (1) és (3) lesz igaz.

(1) Igaz, azt kell beldtni, hogy z — w = 7 — w. Ez kozvetleniil kiszdmolhat6. Mdsodik megoldasként
vegyiik észre, hogy az Gsszegtartds miatt 7 — w = 7 + (—w). Igy elég megmutatni, hogy a konju-
galas az ellentettképzést tartja, azaz hogy —w = —w. Legyen u = —w, akkor ismét az Osszegtartas
miatt 0 = 0 = u + w = u + w, amibdl az 4llitds kovetkezik.

(2) Nem igaz, példaul |1 + (—1)] # [1] + |—1].

(3) Igaz, és a bizonyitas teljesen analdg az (1)-beli mdsodik megolddssal. Tekintsiik a z/w hdnyadost,
éslegyen u = 1/w. A szorzattartds miatt |z/w| = |zu| = |z||u|. Masfel6l uw = 1 miatt |u||w| = 1,
ésigy |zl/|w| = |z[lu| = |z/w].

1.4. A komplex szamok trigonometrikus alakja

1.4.2. Az eredmények a kovetkezok.

(1) 14i = +/2(cos45° 4 isin45°) és 1 — i = +/2(cos 315° + i sin 315°).
(2) V3 +i =2(cos30° +isin30°) és —1 — +/3i = 2(cos 240° + i sin 240°).

1.4.4. Az Olvasét arra biztatjuk, hogy a megoldast geometriailag gondolja végig, mi algebrai bizonyitast
adunk. Legyen z = r(cosa + isinw) = s(cos B + i sinB). Mivel r és s pozitiv valds szdmok, tovabba
|cosa +isina| = |cos B +isinf| = 1, ezértr = |z| = 5. Az egyenldség mindkét oldalat szorozzuk be
cos(—a)+i sin(—a)-val. Ekkor a szorzat képlete miatt cos(o —a) +i sin(e —a) = cos(f —a)+1i sin(f — )
adodik. A valds és képzetes részeket dsszehasonlitva cos(B — o) = 1 és sin( — «) = 0, ahonnan az 4llitast
kapjuk. A megforditds nyilvanvalo.

1.4.6. Legyen z = r(cosa + isina) és w = s(cos B + i sin B). Olyan u szamot keresiink, amit w-vel
megszorozva z-t kapunk. Keressiik u-t is trigonometrikus alakban, azaz legyen u = ft(cosy + isiny).
Ekkor

r(cosa +isina) =z =uw = ts(cos(y + B) +isin(y + ,B)) .
A trigonometrikus alak egyértelmiiségébdl r = s¢, és @ = B + y (pontosabban o — (8 + y) a 360° egész
szamu tobbszorose). Ezért

z/w = (r/s)(cos(a — B) + i sin(a — B)) .

Vagyis a hosszakat osztani kell, a szogeket pedig kivonni (modulo 360°).

1.4.7. A 7 a z tiikorképe a valds tengelyre. A z — w az a vektor, ami a w pontbdl a z pontba mutat, ennek
abszolut értéke a hossza, vagyis z és w tdvolsdga.

1.4.8. Vigydzzunk, a coso — i sin« szdm nincs trigonometrikus alakban, ennek szdge ugyanis —« (vagy
2w — o). Az eredmények:

(1) cos300° + i sin 300°.
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(2) (v/6/2)(cos315° + i sin 315°).

(3) cos(90° — ) + i sin(90° — ).

(4) cos2a + i sin 2. (A tortet bovitsiik cos a-val, majd alkalmazzuk a hanyados trigonometrikus alak-
jarol szolo6 képletet, 1asd 1.4.6. Gyakorlat.)

1.4.9. Az ilyen feladatok megolddsdnak kétféleképpen vighatunk neki. Megprébalhatjuk, hogy z he-
lyébe x + yi-t helyettesitiink. A miveletek elvégzése utdn olyan Osszefiiggést kapunk x és y kozott,
amit koordindta-geometriai médszerekkel érthetiink meg, példdul rdismerhetiink egy egyenes, vagy egy kor
egyenletére. Ez a médszer azonban sok szdmoldssal jar. Ezért el6bb érdemes meggondolni, hogy a feladat-
bdl nem olvashatunk-e le kozvetleniil geometriai jelentést. Ha sikeriil, akkor 4ltaldban elegdns megoldést
kapunk.

(1) Haz=x +yi,akkorz +34+2i =x+yi +3+4+2i = (x +3) + (y +2)i. Mivel x +3ésy + 2
valds szamok, ennek a szdmnak a valds része x + 3. Tehdt az x + 3 < —2 egyenl6tlenséget kapjuk.
Innen x < —5, tehét a keresett alakzat egy félsik, amelyet az x = —5 egyenletd fiiggbleges egyenes
hatérol.

(2) Ha z = x + yi, akkor x + 1 > y — 3 adddik, vagyis y < x + 4. Ez is egy (zart) félsik, ami az
y = x + 4 egyenes alatt 1év6 pontokbdl all, az egyenest is beleértve.

(3) Ha koordinata-geometridra vezetjiik vissza az allitast, akkor egy kor egyenletét kell felismerniink.
Jobb azonban, ha kézvetleniil okoskodunk. A |z—1—i| szdm az 1.4.7. Gyakorlat szerinta z és 1+
pontok tdvolsdga. Az egyenl6tlenség tehat azt fejezi ki, hogy a z pont az 1 4 i ponttdl legfeljebb 3
egység tdvolsdgra van. Vagyis egy zart korlapot kapunk, melynek sugara 3, kézéppontja (1, 1).

(4) Ugyancsak az el6z6 feladat szerint ez azon z pontok halmaza, amelyek a 3—2i és a —44-i pontoktdl
egyenld tdvolsdgra vannak, azaz a két pontot Osszekotd szakasz felezd merdlegese.

(5) Ez koordinata-geometridval egyszerlibb. Mondhatjuk azonban a kovetkezot is: a 7 a z tiikorképe
a valos tengelyre. Ha e két vektor 6sszege —1, akkor egy rombuszt kapunk, mely atléjanak két
végpontja 0 és —1. Igy a masik két csiics a Re(z) = —1/2 fiiggleges egyenesen van.

(6) Az els halmazndl |z]> = zZ = 1, tehdt az egységkort kapjuk. A mésodik halmaz esetében dtszor-
zdssal 1 + 8z = |z|? adédik. Mivel |z| val6s, z is az, és igy |z|> = z2. A mdsodfoki egyenletbl
z =4+ /17 adédik.

(7) Mivel r = |z| nemnegativ valds, iz = r-et i-vel osztva z = —ir adddik, azaz a keresett halmaz a
képzetes tengely negativ része a nulldval egyiitt. Ennek minden pontja jo, mert | — ir| = r.

(8) A (z—1)/(z+1) tortet a nevezs konjugaltjaval bvitve a szamlalsé (z—1)(Z+1) = (|z]?= 1) +(z—2)
lesz. Itt |z|> — 1 valds, z — 7 pedig tisztan képzetes. Tehdt a (z — 1)/(z + 1) valés része akkor és
csak akkor nulla, ha |z|] = 1, a képzetes része pedig akkor nulla, ha z = Zz, vagyis ha z val6s.
Vagyis az els6 halmaz az egész valds egyenes, kivéve a —1 szdmot, a mdsodik halmaz pedig az
egész egységkor, szintén kivéve a —1 szdmot.

(9) A z = x + iy helyettesitéssel (x + 2)? + y? = 4 adédik, vagyis ez a (—2, 0) kozéppontd, 2 sugart
kor. Ezt Apolloniusz-kornek nevezik: azon pontok mértani helye, amelyek tdvolsdgdnak ardnya két
adott ponttdl 4llandé (ha az ardny 1, akkor a két pont felez6 merSlegesét kapjuk).

1.4.10. A keresett transzformacidk a kovetkezdk.

(1) Az origébdl valé haromszorosra nyujtds, majd eltolds az x-tengely pozitiv felének irdnydba két
egységgel.

(2) Forgatva nyjtas az origébol: 45°-kal forgatunk és +/2-szeresre nytjtunk. Ez az 1 + i trigonomet-
rikus alakjabdl olvashato le.

(3) A z pont képe a z-t az origdval 0sszekotd félegyenesen van, €s tdvolsdga az origétdl a z tavolsa-
génak reciproka. Ezt a transzforméciot az egységkorre vonatkozd inverzionak nevezik. Neveze-
tes tulajdonsdga, hogy kort és egyenest is korbe vagy egyenesbe visz. Hasonl6 tulajdonsdgiak a
z+ (az + b)/(cz + d), ugynevezett tortlinedris transzformdciok is.
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1.4.11. Az eredmények a kovetkezok.

(1) (z + w)/2. Ez leolvashat6 példdul az 1.1. dbrardl, hiszen a paralelogramma atléi felezik egymast.

2) {(xeC:|x—zl=|x—wl|}

B){(xeC:|x—z|=|w-—1z|}

) iz.

(%) i(z—w).

(6) A z — w vektort kell +90°-kal elforgatni, majd a kezd6pontjit w-be tenni, ami azt jelenti, hogy a
végpontja i (z — w) + w-ben lesz. Mindez az 1.4. dbrardl (22. oldal a tankonyvben) is leolvashatd.

(7) Ha x a keresett pont, akkor az x-bdl z-be mutatd vektor £90°-kal torténd elforgatottja x-bSl w-be
mutat. Vagyis (z —x)i = w — x, illetve (z — x)(—i) = w — x. Innen x-re (w — zi)/(1 — i), illetve
(w + zi)/(1 4 i) adédik. Mdsodik megoldds. A w cstcsbol z-t £90°-kal elforgatva az eredmény
+i(z — w) + w, ez a két keresett négyzet z-vel atellenes csucsa. Ezért a keresett kozéppont ennek
és a z szdmnak a szamtani kozepe.

(8) Legyen & = cos 120° + i sin 120°, ekkor 2 = & = c0s 240° + i sin 240°. Az el6z6h6z hasonléan
(w —e2)/(1 — g), illetve (w — &%2) /(1 — &%) adédik. Mdsodik megoldds. A haromszog harmadik
csucsat megkaphatjuk 60°-os elforgatassal. A keresett kozéppont a haromszog sulypontja, vagyis a
harom cstcshoz tartoz6 szamok szdmtani kdzepe.

1.4.12. A négyzet négy csucsa legyen A, B, C, D, pozitiv koriiljaras szerint. Ekkor az A B oldalra kifelé irt
négyzet kdozéppontja az el6z6 feladat (7) pontja miatt (B+ Ai)/(1+4i). A mésik harom négyzet kozéppontjat
ugyanigy kapjuk. A szemkozti négyzetek kozéppontjat 6sszekotd két vektor tehat

1 . . :
TI#@+AU—@+CM,1MM:TI#

Az elsd vektor i-szerese a masodik, igy a kettd egyenld hosszi és merdleges.

(C + Bi) — (A+ Di)).

1.4.13. Legyen &€ = cos 120°+i sin 120° és n = cos 60° +i sin 60°. A szabdlyos hatszoget felrajzolva latjuk,
hogy n = 1+ & és 1 4+ & + &2 = 0, tovdbbd nyilvdn > = ¢ és en = —1. Ha a hdromszog csticsai A, B, C,
akkor az 1.4.11. Gyakorlat (8) pontja miatt az A B csucsra kifelé irt szabélyos haromszog kdzéppontja

1
X=——(A—-¢B).
1—¢

Anal6ég médon irhatjuk f6l a mdsik két szabdlyos hdromszog kdzéppontjat is, jelolje ezeket Y és Z. Azt
—> —>
kell belatni, hogy az XY vektort 60°-kal elforgatva az X Z-t kapjuk, azaz (Y — X)n — (Z — X) = O.
Behelyettesitve, 1 — e-nal szorozva, és A, B, C szerint rendezve a kdvetkez6t kapjuk:
A(=n+e+ 1) +Bn+en—e)+C(—en—1).

A fenti Osszefiiggések miatt itt A, B és C egyiitthatdja is nulla.

1.4.14. Csak a megoldas otletét mondjuk el, a diszkussziét az Olvaséra hagyjuk. Két komplex szdm hanya-
dosanak szoge a szogek kiilonbsége. Ez a hanyados tehdt akkor lesz pozitiv valds, ha a két vektor szoge
ugyanaz (hiszen a pozitiv valds szdmok szoge 0°), és akkor lesz negativ valds, ha a két vektor irdnya ellen-
tétes (hiszen a negativ valés szdmok szoge 180°). Rogzitsiik a z; és z, pontokat. Ekkor (z3 — z1) /(23 — 22)
sz0ge a 712273 hdromszognek a z3-ndl levd szdge. A kettGsviszony tehdt akkor pozitiv valds, ha a z;2
szakasz a z3 és z4 pontokbdl ugyanolyan szogben latszik, vagyis ha z3 és z4 ugyanazon a latokoriven van.

A kett8sviszony akkor lesz negativ valds, ha z3 és z4 ugyanazon a 1at6koron van, de ellentétes iveken. Az
egyenest azért kell megengedni, mert a vizsgalt hdromszdgek el is fajulhatnak.

1.4.15. Legyenek a négyszog csucsai rendre A, B, C, D. Ekkor
(A-B)(C—-D)+(A-D)yB-C)=(A-C)(B—-D),
hiszen ez azonossag. A haromszog-egyenl6tlenség miatt innen
I(A—-C)(B—-D)| = |[(A-B)(C—-D)|+[(A—-D)B-C)].
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De abal oldalon ef, a jobb oldalon ac+bd all. Egyenl6ség akkor van, ha (A—B)(C—D) és (A—D)(B—C)
(parhuzamos és) egyenld allasu, vagyis ha a hanyadosuk pozitiv valds szam. Az el6z6 feladat szerint ilyen-
kor ABC D hiirnégyszog. Megforditva, ha ABC D konvex hirnégyszog, akkor az A és C csticsoknal levd

szogek Osszege 180°, ahonnan az el6z6 feladat megolddsa szerint kovetkezik, hogy (A — B)(C — D) és
(A — D)(B — C) hanyadosa pozitiv valés. A diszkussziét most is az Olvaséra hagyjuk.

1.4.16. Az Utmutatdban leirtak alapjdn legyen & = cos(x/2)+i sin(x/2). A keresett osszeg e24+¢*+. . .+&2"
képzetes része. A mértani sort dsszeadva az eredmény
2n n __ n
828 1 :8n+18 1/e")
g2 —1 e—(1/¢)
De e — (1/e) = 2isin(x/2) ése" — (1/¢)" = 2i sin(nx/2). fgy
sin ((n + 1)x/2) sin(nx/2)

sinx + sin(2x) + ... + sin(nx) = sin(x/2) ’

cos ((n + 1)x/2) sin(nx/2)

sin(x/2)
A végeredmény birtokdban az allitds mar komplex szdmok nélkiil is igazolhatd, n szerinti indukcidval. Egy
harmadik megolddst, amelyhez nem kell el6re tudni a fenti végeredményt, a kovetkez6képpen kaphatunk.
Asinasin 8 = (cos(a — B) —cos(a + ,3)) /2 ismert azonossdg, amely kovetkezik a cos fiiggvény addicids
képletébdl. Ezért

sin(kx) sin(x/2) = (1/2) [cos ((k — (1/2))x) — cos ((k + (1/2))x)] .

Eztk = 1,2, ..., n-re 6sszeadva a tagok nagy része kiesik (egy ugynevezett teleszkopikus dsszeget kapunk),
ahonnan

cosx + cos(2x) + ...+ cos(nx) =

(sinx + sin(2x) 4 ... + sin(nx)) sin(x/2) = (1/2) [cos(x/2) — cos ((n + (1/2))x)] .

Asinasinf = (cos(oz — B) —cos(a + ﬂ)) /2 képletet ismételten alkalmazva ez a fenti alakra hozhaté.

1.5. Egységgyokok és rendjeik

1.5.1. Az r pozitiv valés szam, €s az n-edik gyokét is a pozitiv valés szamok kozott keressiik. Az analizis
eredményei szerint ilyen n-edik gyok mindig pontosan egy van.

1.5.2. Keressiik az n-edik gyokoket w = s(cos 8 + i sin ) alakban, ekkor
w" = s"(cosnB +isinnB) =r(cosa +isina).

A trigonometrikus alak egyértelmiisége miatt s = 2/r, és nf — o = 2km, ahol k egész szam. A k szdmot
helyettesithetjiik az n-nel valé osztdsi maradékaval, mert ez a § = (« + 2kmw)/n szoget csak 2w egész
tobbszorosével valtoztatja meg.

1.5.5. Ha |z] > 1, akkor 1 < |z| < |z]*> < |z]® < ..., azaz nem lesz kozottiik egyenls. Sot az egész
kitevSkre sem, mert 1 = [z|® > |z|7! > ... meg egyre kisebb lesz. Ugyanez a helyzet akkor, ha |z| < 1,
mert akkor minden egyenl&tlenség forditva van. (Elegdnsabban: a z helyett az 1/z-re mondhat6 el a fenti
gondolatmenet, aminek mdr 1-nél nagyobb az abszolut értéke, viszont a hatvdnyai ugyanazok, mint a z hat-
vanyai.) Tehdt csak |z| = 1 jon szdba, vagyis z = 1 vagy —1. Az 1 hatvényai egyesével, a —1 hatvanyai
kettesével ismétlodnek. Az 1 elsd, a —1 masodik egységgyok.

1.5.9. El6szor képzeljik azt, hogy a bolha kettesével ugrdl. Ha n pératlan, akkor az els6 korben pont
atugorja a kiindulépontot, és igy n 1épést megtéve, minden csicsot érintve, két kor utdn ér haza. Ha viszont
az n péros, akkor mar n /2 1épés, és egy kor megtétele utdn hazaér, mikozben a csicsok felét kihagyja.
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Szadmozzuk be az n-szég csucsaita 0, 1, ..., n—1 szdmokkal, és képzeljiik azt, hogy a bolha a 0 sorszdmu
csdcsrodl indul. Ha k-asdval ugrél, akkor m 1€pést megtéve a km-es cstiicson lesz (pontosabban ennek az n-nel
val6 osztdsi maradékdn). Ez akkor a kiindulépont, han | km. A legkisebb ilyen m szamot keressiik. Nyilvan

n k
m
(n, k) | (n, k)
(itt az (n, k) legnagyobb kozos osztét jelol). Mivel n/(n, k) és k/(n, k) relativ primek, ez az oszthat6sag
akkor és csak akkor érvényes, ha

n|km <—

n
m
(n, k)

(az elemi szamelméletbdl ismert allitast haszndltunk fol, amit altaldnosabban belatunk majd a 3.1.24. Gya-
korlatban). A legkisebb ilyen (pozitiv) m természetesen maga az n/(n, k). Ezért a bolha ennyi 1épést tesz
meg, amikor el6szor visszaér (€s ennyi cstcsot is érint). Ezalatt k-szor ennyi ,,tdvolsagot” tesz meg, és mivel
a kor hossza n, a megtett korok szdma a megtett tadvolsag n-edrésze, vagyis k/(n, k).

Megjegyezziik, hogy a fenti gondolatmenet negativ egész k szdmokra is érvényes, ebben az esetben a
bolha ,,visszafelé” ugral.

1.5.14. A megoldashoz felhasznaljuk a gyokvonds képletét (1.5.2. Gyakorlat). Néhany esetben egyszeriibb
csak egy gyokot megkeresni, €s azt az egységgyokokkel végigszorozni.

(1) A harmadik egységgyokok, algebrai alakban 1 és —1/2 & i~/3/2.

(2) A —4 trigonometrikus alakja 4(cos 180° + i sin 180°). A negyedik gyokok £1 +i.

(3) v/3—i = 2(cos 330° +i sin 330°), a gyokvons képlete szerint a 8-adik gyokok hossza 32, szogeik
41,25° + k -45° ahol 0 < k < 8.

(4) Ezek azok a 2n-edik egységgyokok, amelyek nem n-edik egységgyokok. Szogeik a 27 /2n pératlan
tobbszorosei, hosszuk 1.

1.5.15. Elég meghatdrozni a rendeket, mert ezutdn a védlasz a kdvetkezd gyakorlat megolddsabdl leolvashatd.
Az 1.5.11. Allitast hasznédljuk. Az1+i ésa cos(«/in) +1i sin(ﬁn) rendje végtelen, az (1 + i)/«/i szoge
360°/8, tehat rendje 8, végiil cos(336°)+i sin(336°) rendje a 336/360 tort egyszer(sitett alakjanak nevezdje,
azaz 15.

1.5.16. Ha egy egységgyok rendje d, akkor csak az n = d esetben lesz primitiv n-edik egységgyok, €s
pontosan a d | n szamokra lesz lesz n-edik egységgyok, hiszen ezek a jo kitevoi.

1.5.17. Ha ¢" = i, akkor ¢* = i* = 1, ezért & rendje véges, és 4n-nek osztéja. Ha o(¢) = d, akkor ¢ = 1.
Innen 1 = ¢ =i ésigy4 = o(i) | d.

1.5.18. Mivel €512 = 1, ezért (—ie)®'2 = 1. Igy o(—ie) | 512. De 512 = 2°, tehdt ha o(—ig) # 512,
akkor mér o(—ie) | 256 is teljesiil. De ez lehetetlen, mert (—ig)>*% = £23°, ami nem 1, mert 512 a legkisebb
pozitiv j6 kitevdje e-nak. Tehat o(—ig) = 512.

Mdsodik megoldds. Az 1.5.11. Allitast haszndljuk fol. Az & szoge a 360°-nak k/512-szorose, ahol
(k,512)=1. Specidlisan k pdratlan szdm. Mivel a —i szoge a 360°-nak —1/4-szerese, ezért —ie szoge
a360°-nak (k/512)—(1/4) = (k—128)/512-szorose. Ez egyszerisithetetlen tort, hiszen a nevezd 2-hatvany,
a szaml4alo pedig pératlan. Ezért —ie rendje is 512.

1.5.19. Ha ¢ rendje 4-gyel oszthatd, akkor o(—¢) = o(¢e). Ha csak kettdvel oszthatd, de 4-gyel nem, akkor
o(—e) = o(e)/2. Végiil ha o(¢) paratlan, akkor o(—¢) = 2-0(e). Minderre két bizonyitast is adunk. Legyen
o(e) =n.

Elsé megoldds. Keressiik meg a —e j6 kitevSit. Nyilvan (—e)f = (—1)*ek. Ez akkor lesz 1, ha
gk = (—1)*. Specidlisan k = 2n j6 kitevs. Négyzetre emelve ¢** = 1, azaz n | 2k minden k j6 kite-
vore. Vagyis ha d = o(—¢), akkor n | 2d és d | 2n. Tehdat nx = 2d és dy = 2n alkalmas x, y pozitiv
egészekre, ahonnan xy = 4 ad6dik. fgy d/n (ami x/2) csak 1, 2, vagy 1/2 lehet.
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Ha n pératlan, akkor n | 2d-b6l n | d, és mivel n nem jo kitevd ilyenkor, d = 2n. Ha n paros, akkor
mér n is jo kitev, tehdt d | n, és igy az a kérdés, hogy n/2 mikor j6 kitevs. Nyilvan (g)"/? = —1 (mert
(¢)"? négyzete 1, de 5Snmaga nem 1). Tehét n/2 akkor j6 kitevs, ha (—1)"/? = —1, azaz ha 4 { n. Ilyenkor
d = n/2, kiilonben csak d = n lehet.

Mdsodik megoldds. Tsmét az 1.5.11. Allitast haszndljuk. Legyen & szoge 360°-nak k/n-szerese, ahol
(k,n) = 1. Mivel —1 szbdge 360°/2, a —¢ szoge 360°-nak (k/n) + (1/2) = (2k 4+ n)/(2n)-szerese. Azt kell
megvizsgalnunk, hogy ennek a tortnek mennyi a nevezdje az egyszertisités utan. Kénnyi meggondolni, hogy
a szamldlonak €s a nevezének nem lehet 2-t81 kiilonb6zd primosztdja. Tehat az a kérdés, hogy a 2 melyik
hatvanyaval lehet egyszerfisiteni. Ha n paratlan, akkor mar 2-vel sem lehet egyszertisiteni, mert a szamlalo
paratlan. Ha n paros, akkor (k, n) = 1 miatt k paratlan. Ilyenkor 2-vel lehet egyszer(siteni, és a szamlalo
k +n/2lesz. Ha 4 | n, akkor ez pdratlan, tehdt nem lehet tovabb egyszersiteni. Ha 4 t n, akkor még 2-vel
egyszer(isithetiink, de tovdbb mar nem, a nevez8 miatt.

1.5.20. Az elsé esetben a tizenkettedik egységgyokoket kapjuk, mindegyiket kétszer, a masodikban a negy-
venkettedikeket, mindegyiket egyszer.

1.5.21. Az (1)-ben a ko6zos gyokok azok az ¢ szdmok, melyekre " = 1 = &, vagyis amelyek rendje
osztdja m-nek is és n-nek is. Ezek tehdt pontosan az (n, m)-edik egységgyokok, igy szamuk (n, m).

A (2) esetében ha ¢” =1 és " = 1, akkor nyilvan (en)"" = 1.

Végiil (3)-at latjuk be. Legyen o(e) = m és o(n) = n. Ha m és n nem relativ primek, akkor legkisebb
koz6s tobbszordsiik, amit [m, n] jelol, kisebb, mint a szorzatuk. De (en)" = 1, tehat en rendje kisebb,
mint mn.

Tegyiik most fol, hogy m és n relativ primek. Legyen d = o(en), be kell l4tni, hogy d = mn. A (2) miatt
ehhez elég, hogy mn | d, ehhez pedig, hogy m | d és n | d (hiszen m és n relativ primek). Szimmetriaokok-
bdl elég csak az elsd oszthatdésdgot megmutatni.

Nyilvan (en)? = 1. Ezt n-edik hatvinyra emelve 1 = &"n"? = "¢ Ezért m = o(e) | nd. Mivel
(n, m) = 1, ebbdl kovetkezik az allitas.

1.5.22. Elsének az n-edik egységgyokok osszegét szamitjuk ki. Hogyan fogna fol ezt a feladatot egy fizi-
kus? Azt mondand, hogy egy szabdlyos sokszdg csticsaiba mutaté vektorok s dtlaga a silypontba, vagyis a
sokszog kozéppontjdba mutat. Azért a kozéppontjaba, mert a sokszdg szimmetrikus. Ha nem a kézéppontba
mutatna, akkor el lehetne forgatni a sokszdget igy, hogy 6nmagdba menjen, de s elforduljon, ami lehetetlen.
Ez a megoldés elemi geometridval teljesen precizzé tehetd.

Maisodik megoldasként ezt a gondolatmenetet modellezziik algebrailag. Jelolje S az n-edik egységgyokok
0sszegét, és legyen ¢ az az egységgyok, melynek szoge 27 /n. Ezzel a szoggel ,,forgassuk el” az S 0sszeget,
azaz szorozzuk meg e-nal. Ekkor az 6sszeg tagjai ugyanazok maradnak, csak mds sorrendben lesznek
folirva. Ezért Se = S. Innen § = 0 vagy ¢ = 1 kovetkezik. De ¢ = 1 pontosan akkor, han = 1. Tehit a
keresett 6sszeg nulla, kivéve ha n = 1, amikor az dsszeg értéke 1.

Amikor az n-edik egységgyokok szorzatdt vizsgaljuk, akkor masik otlet segit. Parositsuk mindegyik
egységgyokot a konjugdltjaval. Ez azért hasznos, mert ¢ = |¢|> = 1, vagyis a konjugéltak kiejtik egymast.
Marad azoknak az egységgyokoknek a szorzata, amelyeknek a parja 6nmaga, azaz amelyek valdsak. Ilyen
egységgyok csak az 1 és a —1 lehet. Ha n paros, akkor a —1 is szerepel az n-edik egységgyokok kozott,
ezért az eredmény —1. Ha n paratlan, akkor viszont 1 a keresett szorzat értéke.

Megjegyezziik, hogy az egységgyokok 6sszegét és szorzatat is kiszamolhattuk volna kozvetleniil a trigo-
nometrikus alakbol. Az 6sszeghez mértani sort kell 6sszeadni, a szorzdsndl meg a szogek adédnak Ossze, és
itt szdmtani sort kapunk. Ez a médszer hasznos a négyzetosszeg kiszamitdsara is. A mértani sor 6sszegkép-

lete alapjan

s%" -1

el —1"

A sz4mlal6 nulla, és igy az eredmény is az, kivéve ha a nevezdben nulla van, vagyis ha e7 = 1. Ez csak ugy
lehet, ha n = 1 vagy n = 2. Ezekben az esetekben kozvetleniil lathatjuk, hogy a négyzetdsszeg 1, illetve 2.

eltei+.. . +ei=eltel+... +e" =
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1.5.23. A binomidlis tételt alkalmazzuk el&szor az (1 + 1)" Gsszegre.

R

Hasonléan folirva az (1 — 1)" 0sszeget, azt kapjuk, hogy

~()-()-()- () ()
() () o a=()e()e

(az Osszegezést akar a végtelenségig is folytathatjuk, mert egy binomidlis egyiitthatd értéke nulla lesz, ha
az alul 4ll6 szdm mar meghaladja a feliil all16t). Ekkor a fenti képletek szerint A+ B =2"és A — B =0,
vagyis A = B = 2", Végiil irjuk fol az (1 4 i)" Osszeget.

o= ()0)- ()0 ()0)- () 0)+0)-
wirsin=()-() - ()-()- ()
(e () @ =00

akkor X —Y =Re ((1+i)") és X +Y = B = 2"~'. Ebbdl a két egyenletbdl pedig a keresett X kifejezhetd:
X = (2”*1 + Re((1+i )")) /2. Az (1 4 i)" értékét trigonometrikus alakban szdmithatjuk ki, az eredmény
2”/2(c0s(2nn/8) +i sin(2n7r/8)), aminek a val6s része 2"/? cos(2nm/8). A feladatban n = 1867, igy a
végeredmény X = 21865 — 2932,

Legyen

Ezért

Ha most

1.5.24. Egyrészt (cos x + i sinx)"” = cos(nx) + i sin(nx), masrészt a binomidlis tétel miatt
n
(cosx +isinx)" = E z/< ) cos" ™/ x sin’ x
; J
j=0

(az itt hasznalt, dgynevezett szumma jelolés magyardzata a 2.1.8. Definiciéban taldlhat6). Innen képzetes
részt véve

. n _ . n _ . n _ .
sin(nx) = cos" ! xsinx — cos" 3 x sin® x + cos" D xsin’x...,
1 3 5
valos részt véve

cos(nx) = cos" x — (’;) cos" 2xsin?x + ...+ (—1)/ (zn) cos" % xsin? x ...
J

(itt sin® x helyére 1 — cos® x-et irva sin x teljesen eltiintethets).






2. fejezet

Polinomok

2.1. A polinom fogalma
2.1.3. Az eredmény
aobo + (agb1 + arbo)x + (aohy + a1by + azbo)x+
+(aghs + a1by + ayb1)x® 4 (a1bs + ayby)x* 4 azb3x° .
Amennyiben a, és b3 sem nulla, a szorzat foka 5.
2.1.4. El6szor a bal oldali zardjelet bontjuk fol:
(a+...4a)bi+...4+by)=abi+...+by)+ ... +a,(bi + ...+ b,) .

Ha most mindegyik zardjelben beszorzunk, az allitast kapjuk. Mindkét fajta beszorzast az teszi lehetdvé,
hogy a komplex szdmok miveleteire érvényes a disztributivitas.

2.19. (3 +3x2+2) — (3 +3x—4) =3x2 —3x+66s (x> +ix+3)(x2+i) = x*+ix* + B +i)x* —x+3i.
Az els6 polinom mésodfokd, a mdsodik negyedfokd.

2.1.10. Ha n = 3, akkor az eredmény
arazasz + ayarbs + aybras + a1bybs + biazas + biaxbs + bibyas + bibybs .

Az altalanos (a; + by) . . . (a, + b,) szorzatot tobb 1épésben fejthetjiik ki (és kdzben mindig felhasznalhatjuk
a 2.1.4. Gyakorlatot). A végeredmény egy 2" tagl 0sszeg lesz, amelynek mindegyik tagja egy n-tényez8s
X1X72 ...Xx, szorzat, ahol az x betl helyére a vagy b betlit kell irni az 6sszes lehetséges kombindcidban.
Altaldban ha 10bb soktagii dsszeget szorzunk Ossze, akkor mindegyik tényezébdl ki kell venni egy tagot az
osszes lehetséges modon egymdstol fiiggetleniil, ezeket dssze kell szorozni, és a kapott szorzatokat dsszeadni.

2.1.11. Irjuk be az g, j-ket egy tabldzatba: az a;; az i-edik sor j-edik helyére keriiljon (tehat n sor lesz, és m
oszlop). Ekkor mindkét szumma a tdbldzatban 4ll6 szdmok 6sszege, csak az elsSben elészor az oszlopokat
adjuk 6ssze, a mdsodikban pedig el6szor a sorokat.

2.1.12. Az Utmutatéban leirtakat folytatjuk. Az Gsszegben szerepld (¢/7%)/** tagok koziil n darab lesz
olyan, ahol j — k egy elbre rogzitett £ szam (a kitevokkel mod n szdmolunk): minden k értékhez pontosan
a j = k + £-hez tartoz6. Ekkor j + k = 2k + £, vagyis

n—1 n—1 n—1 n—1
§S — Z Z(8€)2k+€ _ Z G ( Z(gzz)k> )
£=0 k=0 =0 k=0

A zér6jelben 4116 6sszeg az 1.5.22. Gyakorlat mintdjdra, mértani sorként kiszdmithat6: ha £2¢ = 1, akkor
n-nel egyenld, egyébként nulla. Az £2° akkor lesz 1, ha £ = n, tovdbbd ha n pdros és £ = n/2. Ez
utébbi esetben péld4ul trigonometrikus alak segitségével kapjuk, hogy % értéke 1, ha n oszthat6 néggyel,
kiilonben pedig —1. Ezért |S| értéke /n, ha n pératlan, nulla, ha n néggyel osztva 2 maradékot ad, végiil
V2n,ha4 | n.

Han = 2, akkor § = 0. Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és vizsgaljuk elészor azt az esetet, amikor
p =1 (4). Az E.4.8. Tétel miatt van olyan b egész, hogy b*> = —1 (p). A j > bj kolcsonosen egyértelmii

15
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megfeleltetés a mod p maradékosztdlyok halmazén, hiszen (b, p) = 1. Ezért az S sszeg az &/ * szdmok
osszege is, ahol 0 < j < n — 1. De (bj)> = —j?, vagyis ez utébbi 6sszeg az S konjugiltjdval egyenls.
Tehit S = S, és mivel |§| = D, ezért S =+ /p. (Az eredmény elGjele attdl fiigg, hogy melyik & primitiv
egységgyokbdl indulunk ki.)

Tegyiik most fol, hogy p = 3 (4). Mivel (—j)? = j?, ezért az S 6sszeg minden 1-t8] kiilonboz6 tagja
kétszer szerepel ebben az Gsszegben. A S Gsszegben az 1 kivételével szintén minden tag kétszer szerepel,
ezek az E.4.8. Tétel szerint éppen azok az egységgyokok, amelyek S-ben nem szerepelnek, viszont mind-
egyik egységgyok szerepel valamelyik 6sszegben. Ezért S + S az osszes p-edik egységgyokok osszegének
kétszerese, azaz nulla (1.5.22. Gyakorlat). Innen |S| = ,/p miatt § = +i . /p.

2.2. A szokasos szamolasi szabalyok

2.2.2. A tényezOk szama szerinti indukcidval bizonyitunk: feltessziik, hogy az n-nél kevesebb tényezds
szorzatok értéke mar fiiggetlen a zardjelezést6l. Ha adott egy n-tényezds szorzat, akkor az A x B alakd, ahol
A és B mar rovidebb szorzatok. Ha A nem egytényezds, akkor az indukcids feltevés miatt A = a; x C alak-
ban irhaté. Az asszociativitds miatt A x B = (a; * C) * B = a; x (C x B). Vagyis mindegyik n-tényezds
szorzat a; * D alakra hozhaté. Az indukcids feltevés miatt D értéke fiiggetlen a zardjelezéstdl, tehat tényleg
barmely két zaréjelezés ugyanazt az eredményt adja.

2.2.4. Legyenek f, g, h az X halmazon értelmezett, X-be vezet6 fliggvények. Azt kell belatni, hogy
fo(goh)=(fog)oh. Kétfiiggvény akkor egyenld, ha minden helyen megegyezik az értékiik. De ha
x € X tetszdleges, akkor a kompozicié definici6jat ismételten felhasznélva

(f o (gom)®) = f((go M) = f(g(h)),
((fog) om) () = (£ 0 8)(hx) = £(g(a(x)).

A két érték tehat tényleg ugyanaz.

Ha vessziik az x-tengelyre val6é T tengelyes tiikr6zést, illetve az origd koriili 90 fokos F forgatast, ak-
kor ez a két transzformacié nem cserélhetd fel. Ezt a legegyszertibben komplex szamokkal lathatjuk be:
T(z) =7,6s F(z) =iz, de (T o F)(z) = iz = —iz nem egyenld (F o T)(z) = iz-tal, kivéve ha z = 0.

Py

2.2.5. Az dtmutatdsban szerepld allitas igazolasa a kovetkezd. Keressiik meg azt a konyvet, ami a legbal-
oldalra vald, és addig cseréljiik meg mindig a bal oldali szomszédjdval, amig a helyére nem keriil. Ezutdn
ugyanezt végigcsindljuk a balrél masodik helyre valé konyvvel, és igy tovabb.

Ha adott az a; * ... *x a, szorzat, akkor a 2.2.2. Feladat miatt a zdr6jelezéssel nem kell foglalkoznunk,
a kommutativitas viszont lehet6vé teszi barmely két szomszédos tényezd cseréjét. Ennek ismételgetésével
pedig a tényez8k barmelyik sorrendje megkaphato.

2.2.7. Az identikus leképezés az az id fiiggvény, amely X minden eleméhez sajat magat rendeli. Nyilvan
foid=ido f = f minden f fliggvényre (helyettesitsiink be tetszdleges x € X-et), azaz id neutrdlis elem.
Belatjuk, hogy ez az egyetlen neutrédlis elem (ez a 2.2.8. Gyakorlatbdl is kovetkezik). Ha az e fiiggvény
neutrdlis elem, akkor az e o id = id egyenletbe x-et helyettesitve e(x) = x, vagyis e = id.

2.2.8. Ha e bal oldali, f jobb oldali neutrdlis elem, akkor e x f = f (mert e bal oldali neutrilis elem),
ugyanakkor e % f = e (mert f jobb oldali neutrdlis elem). Tehdt e = f. Vagyis ha van bal oldali, és van
jobb oldali neutrélis elem is, akkor mindkét fajtabdl csak egy lehet, és az kétoldali neutrélis elem lesz.

2.2.10.

(1) Tegyiik fol, hogy v balinverze, w pedig jobbinverze u-nak. A x mivelet asszociativitdsa miatt
vxUuxw)=W*u)*w.Devk(u*xw)=v*rxe=0v,8 (vV*u)*w=e*xw=w. Ezértv = w.

Q) usxvkvisu'=usxesxu'=eésvisxusxusxv=v"%exv=e.
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2.2.11. Az f és g fiiggvények akkor egymads inverzei (a hagyomanyos értelemben) ha mindkett6 ,,visszacsi-
ndlja a masik hatdsat”, vagyis ha minden x € X-re f(g(x)) = x és g(f(x)) = x. A kompozici6 nyelvére
leforditva ez azt jelenti, hogy f o g = g o f = e, és pontosan ezt kellett bizonyitani.

Ha f-nek van balinverze, azaz olyan g, melyre g o f = e, akkor f injektiv fliggvény, ami azt jelenti,
hogy X barmely két kiilonb6z6 x és y elemét f kiilonbozd elemekbe viszi. Valéban, ha f(x) = f(y),
akkor g-t alkalmazva mindkét oldalra x = g( f (x)) = g( f (y)) = y adédik. Megforditva, minden injektiv
fliggvénynek van balinverze. Egy ilyen g balinverzet tigy gyarthatunk, hogy g-t az f(x) elemen x-nek
definidljuk (és ha az f(x) alakd elemek nem meritik ki X-et, akkor a fennmaradé helyeken g tetszSleges
lehet). Tehat egy fliggvény pontosan akkor balinvertalhat6, ha injektiv.

Ha f-nek van jobbinverze, azaz olyan g, melyre f o g = e, akkor f sziirjektivfliggvény, ami azt jelenti,
hogy X barmely x eleme el8all X egy alkalmas y elemének f-nél vett képeként. Valéban, y = g(x) jo
véalasztés, hiszen x = f (g(x)) = f(y). Megforditva, minden sziirjektiv fliggvénynek van jobbinverze.
Egy ilyen g jobbinverzet Gigy gyarthatunk, hogy X minden x eleméhez kivalasztunk tetsz6legesen egy olyan
y € X-et, amelyre f(y) = x, és g(x)-nek ezt az y elemet definidljuk. Tehat egy fiiggvény akkor és csak
akkor jobbinvertalhatd, ha sziirjektiv.

Ezt a két allitast osszetéve 1atjuk, hogy f akkor és csak akkor invertdlhatd, ha bijektiv, azaz ha kolcsono-
sen egyértelm.

2.2.16. Ha egy H részhalmaz teljesiti a felsorolt tulajdonsagokat, akkor maga is csoport G miiveletére
nézve (hiszen az asszociativitds azonossag, ami 6roklédik G-bol H-ra, a tobbi csoporttulajdonsagot pedig
felsoroltuk). Megforditva, ha H csoport a G miiveletére nézve, akkor a G miveletének értelmezve kell
lennie H-ban is, azaz (1) teljesiil. A tobbi allitdshoz elég belatni, hogy G és H neutralis eleme ugyanaz, és
egy h-beli elem inverze H-ban kiszamitva ugyanaz lesz, mintha G-ben szdmitanank ki.

Legyen a H csoport egységeleme f, a G csoporté e. Jelolje f ! az f elemnek a G csoportbeli inverzét.
Ekkor f * f = f, mert f egységeleme H-nak. Ezért (f * f) * f~' = f x f~! = e. Ugyanakkor
f*(f*fY) = fxe= f,hiszen e egységeleme G-nek. Az asszociativitds miatt tehdt e = f. Az, hogy az
inverzképzés ugyanaz H-ban, mint G-ben, az inverz egyértelmiiségébdl kovetkezik (2.2.10. Feladat), hiszen
egy H-beli elem H-beli inverze nyilvan inverz G-ben is (mert e = f).

Megjegyezziik, hogy (2) helyett elég foltenni azt, hogy a H részhalmaz nem iires. Ha ugyanis # € H,
akkor ezt a G-beli inverzével megszorozva latjuk, hogy (1) és (3) miatt G egységeleme is H-ban van.

2.2.17. Tekintsiik az egész szdmok csoportjdt az 6sszeaddsra. Ebben a nemnegativ egészek halmaza zért az
Osszeaddsra, tartalmazza a O neutrélis elemet, mégsem részcsoport, mert példdul az 1-ek nincs ellentettje.

2.2.18. Az Utmutatéban megadott példdban az egész szamok halmaza neutrdlis elem, hiszen tetszGleges
X részhalmazaval elmetszve X -et kapjuk. Alljon T a paros szdmok halmazanak 6sszes részhalmazaibdl. Ez
zart a metszetképzésre, a paros szamok halmaza neutralis elem, és ez nem ugyanaz, mint az egész szamok
halmaza.

2.2.20. Tegyiik ol el6szor, hogy a szereplé m és n kitevSk pozitivak. Ekkor a (2), (3), (4) allitdsokat
egyszer( leszamldldssal tudjuk bizonyitani. Példdul a™a" és a™ ™" esetében is nyilvan m + n darab a betiit
irtunk le egymads mellé, (a™)" és a™" esetében pedig mn darabot. A (4) allitdsban a és b egymdssal szabadon
cserélgethet6, és mindkét oldalon n darab a és n darab b szerepel.

Ezutan az (1) allitast is be tudjuk latni pozitiv n esetén. Azt kell megmutatni, hogy a™"a" = e = a"a™".
Ha a inverzét b jeloli, akkor az a™" definici6 szerint b"-nel egyenld. Tudjuk, hogy ba = e = ab, azaz a és
b folcserélhetdk. Ezért a (4) allitds mar bizonyitott része szerint a "a" = b"a" = (ba)" = e, és hasonldéan
a"a™" =e.

Ha most m és n nulla, vagy negativ is lehet, akkor esetszétvalasztassal okoskodunk, a negativ kitevdjd
hatvany definicidjat hasznalva. Példaként a (2) allitast bizonyitjuk, a tobbi (hasonl6) gondolatmenetet az
Olvaséra hagyjuk.

Ha m = 0, akkor ™ = e és m + n = n, tehat az allitas tetsz6leges egész n-re teljesiil. Ha m negativ,
mondjuk m = —k, ahol k pozitiv egész, akkor jeldlje ismét b az a inverzét. Ekkor a™ = a=* = b*. Tehit



18 2. POLINOMOK

azt kell megmutatni, hogy b*a" = a=**". Han > k, akkor a bal és a jobb oldalon is n — k darab a betii
marad (hiszen ba = e¢). Ha 0 < n < k, akkor a bal oldalon k — n darab b betli marad, a jobb oldal
pedig a=*="_ ami a negativ kitevéjti hatvany definiciéja miatt szintén b*=". Han < 0, akkor a" = b™"
miatt ugyancsak b~ mindkét oldal. Igy belattuk az allitast akkor, ha m < 0 és n tetszGleges. Az m és n

szerepének megcserélésével azt az esetet is megkapjuk, amikor n < 0 és m tetsz6leges.

2.2.22. A disztributivitas (és 0 + 0 = 0) miatt Or = (0 + 0)r = Or + Or. Mindkét oldalhoz Or ellentettjét
adva 0 = Or addédik. Ugyanigy lathatjuk be, hogy ¥O = 0 minden r elemre.

Ha u invertalhatd, azaz uv = 1, akkor u# nem lehet nulla, mert akkor uv = 1 is nulla lenne. Ekkor
tetszoleges r elemre r = r1 = r0 = 0, vagyis a gy(rd a nullgy(r(i, amit kizartunk az egységelemes gyfirtik
koziil. Végiil

0=r0= r(s + (—s)) =rs+r(—s)
miatt rs ellentettje, ami definici6 szerint —(rs), tényleg r(—s)-sel egyenl6. Analég mddon igazolhat$ a
(—r)s = —(rs) azonossag is.

2.2.26. Ha az R additiv csoportjdra alkalmazzuk a 2.2.16. Feladatot, akkor az allitas elsé felét kapjuk. Ha
R test, akkor az R multiplikativ csoportjira (aminek elemei most R nem nulla elemei) is alkalmazhatjuk ezt
a feladatot, és akkor az 4llitds masik felét kapjuk.

2.2.28. Ha ur = us, akkor u(r — s) = 0. Mivel u nem bal oldali nullosztd, innen r — s = 0, vagyis r = s.
Megjegyezziik, hogy ebben a megolddsban nem csak a disztributivitdst hasznéltuk fel, abbdl ugyanis
csak annyi kovetkezne, hogy u(r — s) = ur 4+ u(—s). Sziikség volt a 2.2.22. Feladatban bizonyitott
u(—s) = —(us) osszefiiggésre is.
Megforditva, tegyiik fol, hogy az u # 0 elemmel szabad balrdl egyszer(isiteni. Ha uv = 0 lenne, akkor

az uv = u0 egyenletet u-val balrdl egyszeriisitve v = 0 adédik. Ezért az u nem bal oldali nullosztd, és az
allitas megforditdsa is igaz.

2.2.30. Ez pontosan ugyanaz a gondolatmenet, mint a 2.2.29. Tétel bizonyitdsa. Ha r-nek balinverze s,
akkor az ru = 0 egyenletet balrdl s-sel megszorozva 0 = sru = lu = u adddik. Ezért r nem lehet bal
oldali nulloszté. A megforditds nem igaz: az egész szdmok gy(r{ijében a 2 nem bal oldali nullosztd, de
nincsen balinverze.

2.2.32. Ha u invertalhat6 eleme Z,,-nek, akkor van olyan v, hogy u *,, v = 1, vagyis uv — 1 oszthat6 m-mel.
fgy u és m minden k6z6s osztéja osztja az 1-et is, vagyis u relativ prim az m-hez.

A megforditashoz legyenek uy, ..., u; a Z,,-nek az m-hez relativ prim elemei, és u ezek egyike. Ha
U ky Wj = U %, Uy, akkor m | u(u; — uy). Mivel azonban m és u relativ primek, innen m | u; — uy,
tehdt u; és u; ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva, vagyis (Z,, elemei 1évén) egyenl6ek. Beldttuk
tehdt, hogy u *,, uy, ..., u *, u; paronként kiilonbozdk. De nyilvan u *,, u; is relativ prim m-hez, tehét az
U %y UL, ..., U %, U SZamok ugyanazok, mint uy, ..., u; (csak esetleg mas sorrendben). Specidlisan tehat
az 1 is szerepel az u *,, u; szdmok kozott, azaz u invertéalhato.

41 Ez a bizonyitas elegans, de némileg csaldsnak tekinthetd, mert kihasznéaltuk a szaimelmélet relativ prim sza-
mokr6l sz616 elemi eredményeit. Marpedig ezek bizonyitasa az euklideszi algoritmuson alapszik, amelybdl az
elsok kozott kovetkezik az, hogy ha u és m relativ primek, akkor van olyan x és y egész, hogy ux + my = 1.
Ha ezt szabad haszndlnunk, akkor az x szdm mod m maradéka inverze lesz u-nak, tehét a fenti gondolatmenet
foloslegessé valik.

Annak, hogy a fenti megoldast mégis szerepeltettiik, két oka van. Egyrészt a relativ prim szdmok felhasznalt
tulajdonsdgai (s6t a szdimelmélet alaptétele is) ismerds mar kozEépiskolabol (bér esetleg bizonyitds nélkiil), isme-
r6sebb, mint az el6z6 bekezdésben hasznalt allitds. Masrészt a fenti megoldas otletét altalanositani lehet majd
egy olyan algebrai allitds bizonyitdsara, ahol a szdmelméletet mar nem alkalmazhatjuk (5.3.5. Tétel).

7

Belatjuk, hogy a Z,, gy(rd nullosztéi azok a nem nulla elemek, amelyek nem relativ primek m-hez.
Valéban, ha d = (a,m) > 1, akkor a %,, (m/d) = 0, és itt egyik tényezd sem nulla (mert d > 1 miatt

2

m/d < m). Megforditva, ha (a, m) = 1, akkor az el6z6ek szerint a invertilhatd, és igy nem nulloszto.
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2.2.35.

Ha a megadott halmaz egy gyfirinek része, és a miiveletek is ,,ugyanazok”, akkor elegendd a

2.2.26. Feladatban megadott tulajdonsagokat ellendrizni. Ezt nagyon sokszor haszndljuk majd az alabbi-

akban.
(D

2)

3)

“4

®)
(6)

Ez részteste C-nek. Ennek ellendrzéséhez vegyiik észre, hogy az 6sszeadds €s a szorzds sem vezet
ki a megadott halmazbdl: ha z = a + bi és w = ¢ + di olyan komplex szdmok, hogy a, b, c, d
raciondlis, akkor z+w = (a+c¢) + (b +d)i és zw = (ac — bd) + (ad + bc)i is az adott halmazban
van, hiszen a + ¢, b + d, ac — bd, ad + bc igyszintén raciondlis szdmok. Nyilvdn a 0 = 0 4 0i és
az 1 = 1+ 0i is a megadott halmazban van (hiszen 0 és 1 is racionélis szdmok). Ha z = a + bi a
halmazban van, akkor ellentettje, (—a) + (—b)i is. Végiil ha a + bi # 0, akkor

1 a 4 -b .
= i,
a+bi a*+b* a?4+b?

és ha a, b raciondlis, akkor nyilvan a/(a® + b*) és —b/(a® + b?) is raciondlis. Tehit testrdl van szo,
és ez persze nullosztomentes is. A nullosztémentesség mar abbdl is kovetkezik, hogy a C nullosz-
tomentes, €s annak egy részgylirtjérdl van szo.
Ez az el6z6hoz hasonlit, azzal a kivétellel, hogy a reciprokképzésre kapott képlet kivezet az egész
szamok kozil. Tehat nullosztomentes gy(rlrdl van sz6, amelyben meg kell hatiroznunk az in-
vertalhat6 elemeket. Ha a + bi invertdlhat6, akkor van olyan ¢ 4+ di ebben a halmazban, hogy
(a + bi)(c +di) = 1. Szorozzuk meg ezt az egyenlSséget konjugdltjaval. A zZ = |z|> Osszefiiggés
miatt azt kapjuk, hogy (a* + b*)(c? + d*) = 1. De mindkét tényezé nemnegativ egész, és igy
szorzatuk csak tigy lehet 1, ha mindketts 1. Tehdt a® 4+ b*> = 1, és mivel a? és b? is nemnegativ, ez
csak ugy lehet, haa = 1 ésb = 0, vagy a = 0 és b = +1. Ekkor az a + bi komplex szdmra az
1, —1, i, —i értékeket kapjuk. Vagyis csak ezek lehetnek invertdlhatok. Ezek tényleg invertidlhatok
is: 1 és —1 inverze 6nmaga, az i és a —i pedig egymads inverzei.
Ez is részteste C-nek. A szdmolds hasonlé ahhoz, ahogy az (1)-et oldottuk meg, csak az inverzkép-
z€s valtozik: most a tortet a — b«/z—vel kell béviteni:
1 a—bVv2 a . —b NG

a+bv2  (a+bv2)(a—byv2) a?—=2b> a?-2p "
Ellendrizniink kell, hogy a nevez csak akkor nulla, ha a +b+/2 = 0. Anevezs (a +b\/§) (a —b«/z),
és noha C nullosztémentes, ez lehetne nulla akkor is, amikor a — b+/2 = 0. De ebben az esetben
b = 0, hiszen kiilonben V2 =a /b lenne, marpedig /2 irraciondlis szdm. De ha b = 0, akkor
a = by/2 = 0, és igy a + b~/2 is nulla. Igazabdl azt lattuk be, hogy az a + b+/2 egyértelmiien
meghatdrozza az a és b raciondlis szamokat.
Ez nem gyfir{, a szorzas nincs jol definidlva, mert kivezet a halmazbdl. Tegyiik ol ugyanis, hogy

N2V2=Vd=a+b32

alkalmas a és b raciondlis szamokra. Ezt az egyenletet szorozzuk meg b + /2-vel, ekkor kiesik a
bf/z, és a rendezés utan

2 —ab = v2(a+ b

adodik. Mivel \3/5 irraciondlis, innen a + b*> = 0 = 2 — ab, ahonnan > = —2, ami egyetlen
raciondlis szdmra sem teljesiil. Egy masik, elegans megoldast mutatunk majd a 3.5.18. Feladatban.
Ez nyilvdnvaléan kommutativ gy{iri, aminek nincs egységeleme, és minden nem nulla eleme két-
oldali nulloszté.

Ez kommutativ, egységelemes gyfir(i, a nullelem az iires halmaz, az egységelem pedig maga az X.
Minden a nulltdl és az egységelemtdl kiilonbdz6 elem nullosztd, és igy nem is invertdlhat6. Pon-

tosan akkor kapunk testet, ha az X halmaz egyelemi. Errdl a gy(r(ir6l lesz még sz6 a Boole-
algebrakrol szol6 fejezetben.
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Ezeket az éllitdsokat konny( belétni, ha az 6sszeadds és a szorzds definicigjat alkalmazzuk.
Mintabizonyitasként megmutatjuk a disztributivitast, azaz hogy (A+B)C = AC+ BC. Két halmaz
akkor egyenld, ha kolcsonosen tartalmazzak egymast. Tegyiik fol elészor, hogy x € (A 4+ B)C.
Ez azt jelenti, hogy x € C (hiszen a szorzds a metszetképzés), és x € A + B, vagyisx € A
de x ¢ B, vagy forditva, x ¢ A de x € B. Az els6 esetben x € AC de x ¢ BC, és igy
x € AC + BC. A mésik esetben x ¢ AC de x € BC, és igy ismét x € AC + BC. Ezzel belattuk,
hogy (A + B)C € AC + BC. A masik irdnyt tartalmazds hasonl6an igazolhatd.

2.2.36. Konnyt ellendrizni, hogy R zart a Zg-beli 6sszeadasra, szorzasra és ellentettképzésre, tehat rész-
gylird. Azt gondolhatnank, hogy mivel az 1 nincs benne, nem lesz egységelemes. De ez nem igy van,
a 4 egységelem: 4 x¢ 4 = 4, tovabba 4 % 2 = 2 és persze 4 x¢ 0 = 0. So&t, testet kaptunk, hiszen a 4 és
a 2 inverze is onmaga. (A 2.4.29. Feladatban latni fogjuk, hogy nullosztomentes gyfirtiben egy részgytr(
egységeleme csak az eredeti gytirti egységeleme lehet.)

2.2.37. Az (1) — (4) allitdsokat a 2.2.20. Gyakorlatban mar beléttuk (csak a miivelet jele ott szorzds volt;
a (4) allitdsban persze ol kell haszndlni, hogy egy gyfirtiben az dsszeadds kommutativ). Igy csak az (5)
allitast kell beldtni. Ha n pozitiv, akkor a disztributivitds miatt az n tagu

nrs)=rs+rs—+...+rs

0sszegbdl balrdl kiemelhetiink r-et (ekkor r(ns)-et kapunk), de jobbrdl kiemelhetiink s-et is (és ekkor az
eredmény (nr)s lesz). Ha n = 0, akkor mindhdrom kifejezés nulla a 2.2.22. Feladat miatt. Végiil ha n

negativ, akkor az m = —n pozitiv egészre mér tudjuk, hogy m(rs) = (mr)s = r(ms). Az (1) 4llitas és a
2.2.22. Feladat segitségével az egyenldség n = —m-re is adodik.

2.2.38. A miivelet asszociativ, mert a % (bxc) = a = (a * b) * c (s6t, barhogyan zardjeleziink egy szorzatot,
az eredmény mindig a legbaloldali tényezd lesz). Nyilvan S minden eleme jobb oldali neutrilis elem. Ha
S egyelemti, akkor az egyetlen eleme kétoldali neutrdlis elem. Ha azonban S legaldbb kételemd, akkor
egyetlen bal oldali neutrdlis eleme sincs. Végiil az xa = b egyenlet egyetlen megolddsa nyilvan x = b, azaz
a jobbosztds egyértelmiien elvégezhetd.

2.2.39. Az (1) igazolasdhoz tegyiik fol, hogy e bal oldali egységelem, és legyen b € S. Ekkor b-nek van
balinverze, vagyis olyan ¢ € §, hogy cb = e. A c elemnek is van balinverze, azaz olyan d, hogy dc = e.
Ekkor b = eb = (dc)b = d(cb) = de, de innen be = (de)e = d(ee) = de = b. Mivel ez minden b-re igaz,
belattuk, hogy e jobb oldali egységelem is. Specidlisan b = de = d, tehat a b elemnek ¢ kétoldali inverze.

A (2) megmutatiasahoz legyen b € S tetszbleges elem, és jelolje e az xb = b egyenlet (egyik) megol-
dasat, azaz eb = b. Ha c € §, akkor legyen f megolddsa a by = c egyenletnek, tehat bf = c. Ekkor
ec = e(bf) = (eb) f = bf = c, azaz e bal oldali egységelem. Az xb = e egyenlet megoldhatésidga miatt
S minden b elemének van e-re nézve balinverze. Az (1) allitds miatt tehat S csoport.

2.2.40. A (v/2 — 1)"(v/2 + 1)" = 1 6sszefiiggésbdl latszik, hogy +/2 + 1 minden hatvanya invertalhat6. Ez
végtelen sok kiilonbdzs szam, mert /2 4+ 1 > 1.

2.2.41. Mivel Z3 és Zs is test, a komplex szdmokndl l4tottakhoz hasonléan vildgos, hogy ha a® + b # 0,
akkor a + bi invertdlhaté. A Z; mindegyik elemének a négyzete 0 vagy 1, és igy a4+ b*> = 0 csak tgy lehet,
haa = b = 0. Ezért Z3-at i-vel kibSvitve testet kapunk (amely kilenc elemt). Ugyanakkor 22 4+ 12 = 5,
vagyis ha Zs-b6l indulunk ki, akkor (2+1i)(2 —i) = 0. Tehat a nullosztémentesség nem teljesiil, és igy nem
kapunk testet.

2242. Hak =n —1,akkoraz (a; + ...+ a,—1) + x = a; + ... + a, 0sszefiiggésbdl x = a,, vagyis az
egytagi a, Osszeget ugy érdemes értelmezni, hogy az egyetlen tagjaval, a,-nel egyenl6. Ha k = 0, akkor az
(a1+...+a,)+x =a;+...+a, Osszefiiggést kapjuk, ahol x most az lires 0sszeg (egydltalan nincs tagja).
De ebbdl az egyenletbdl vildgos, hogy x = 0, vagyis az iires 0sszeget nulldnak érdemes definidlni. Ha
ugyanezt 6sszeg helyett szorzdssal frjuk fol, akkor az deriil ki, hogy az iires szorzat értékét 1-nek érdemes
venni. (Ennek specidlis esete az a® = 1 megéllapodas.)



2.2. A SZOKASOS SZAMOLASI SZABALYOK 21

3 Az iires Osszeg és szorzat fogalma elsé ranézésre erdltetettnek tlinhet. Ugyanigy érezhettek az emberek akkor
is, amikor el8szor fogadtdk el a nulldt szamnak, majd kés6bb az iires halmazt halmaznak. 1d6rél id6re latni
fogjuk, hogy az iires Osszeg €s szorzat fogalma is rengeteg felesleges esetszétvéalasztast, extra megjegyzést fog
megsporolni.

2.2.43. Csak a (3)-beli leképezés nem miivelettarto.

(1) Igen, mert p(x + y) =27 = 2'2" = p(x)@(y).
(2) Igen, mert komplex szdmok szorzdsakor a szogek dsszeadddnak:

p(x +y) =cos(x +y)+isin(x +y) =
= (cosx +isinx)(cosy +isiny) = @(x)e(y).

(3) Nem, példaul |—1 4 1| # |—1| + |1].

(4) Igen, p(x + y) = 60 *190 (x + y) = 60 %100 x + 60 %190 y = @(x) + ¢(y), mert a Zqo gylirliben
igaz a disztributivitds. (Mindegyik + jel 49, csak az olvashatdsdg kedvéért lehagytuk ezeket az
indexeket.)

(5) Vigyazzunk, ez formailag mésik kérdés, mint az el6z6, mert a 60x gy van definidlva, hogy az x-et
Osszeadjuk onmagéval 60 példanyban. Ez a leképezés is miivelettart6, mert igazabol 60x = 60 gpx
teljesiil. Ugyanis a Zjq gytriiben igaz a disztributivitds, és ezért

60x=x+x+...+x=0+1+4+...+1) %190 x =60 %090 X .

Erdemes meggondolni, hogy tetszGleges gyfirtiben a ¢(x) = nx leképezés minden n egészre tartja
az Osszeaddst (a 2.2.37. Gyakorlat miatt).

2.2.44. Legyen a G, csoport egységeleme e;, a G, csoport egységeleme e;. Ekkor e = e, és ¢ szorzat-
tartdsa miatt p(e;) = go(ef) = ¢(e1)?. Mindkét oldalt ¢(e;) inverzével megszorozva (magyardn ¢(e;)-gyel

7 2

egyszerlisitve) azt kapjuk, hogy e; = ¢(e;).

7z

3 Az el6z6 bekezdésbeli bizonyitds tigy is elmondhatd, hogy e g = g miatt p(e;)p(g) = ¢(g), ahonnan ¢ (g)-vel
egyszerlsitve ex = @(e1). Miitt a g? A G csoport tetszéleges eleme. Van-e ilyen g? Van, mert tudjuk, hogy
egy csoport nem lehet iires, ha mést nem is, az egységelemet biztosan tartalmazza. De akkor a legegyszeriibb,
ha g-t eleve e1-nek vélasztjuk, igy kapjuk az el6z6 bekezdésbeli bizonyitast.

Ha ezutdn g € G, inverze h, akkor gh = e;-re ¢-t alkalmazva

p(@)p(h) = p(gh) = p(e)) = e3.

Ezért ¢ (h) (a g inverzének a képe) tényleg g képének, azaz ¢(g)-nek az inverze lesz. (Igazabdl balinverzre
lattuk be az allitast. Ugyanigy belathatjuk jobbinverzre, és ezdltal kétoldali inverzre is, vagy felhaszndlhat-
juk, hogy csoportban a balinverz a 2.2.10. Feladat miatt kétoldali inverz is mindig.)

2.2.45. Bar a feladat szempontjabol ez nem l1ényeges, a 2.2.35. Gyakorlat szerint itt t€nyleg két testr6l van
sz6. Legyen ¢ : T — § kolcsonosen egyértelmii miivelettart6 leképezés. Az el6z6 2.2.44. Feladatot az
additiv csoportra alkalmazva azt kapjuk, hogy ¢(0) = 0. Mivel ¢ kolcsonosen egyértelmd, ebbdl kovet-
kezik, hogy a nem nulla elemek halmazit a nem nulla elemek halmazara képzi, és igy haszndlhatjuk ezt a
feladatot még egyszer, most a multiplikativ csoportra. Az eredmény az, hogy ¢(1) = 1. Ismét az el6z6
feladat szerint ¢ az ellentettképzést is tartja, és igy ¢(—1) = —1 is teljesiil. Ezutdn alkalmazzuk ¢-t az
i = —1 osszefiiggésre. Azt kapjuk, hogy

—1=9(=1) = 9@*) = ¢(0)’.
Tehat az u = (i) négyzete —1. De ilyen u nincs az a + b+/2 alaki szamok kozott, hiszen ezek val6sak.

2.2.46. A 2.1.10. Gyakorlat szerint (a + b)" olyan Osszeg, amelynek tagjai az a és b néhany (6sszesen n)
példanyénak szorzatai, vagyis a" /b’ alakdak. Ez a szorzat annyiféleképpen johet létre, ahdnyféleképpen
az n darab (a + b) ,,z4r6jelb6l” ki lehet vélasztani azt a j darabot, amelybdl b-t vesziink (és akkor a tobbi

n — j zar6jelbdl a-t vessziik ki). Az E.2.2. Tétel szerint ez (:f)—féleképpen torténhet meg.
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o

A bizonyitds ugyanez tetsz6leges kommutativ gytird folott. Ebben az esetben a binomidlis egyiitthatékkal
val6 szorzds azt jelenti, mint barmely egész szdmmal val6 szorzas: az elemet ennyi példdnyban Ossze kell
adni (1asd a 2.2.19. Definici6 utdni megjegyzéseket).

2.3. A polinomok alaptulajdonsagai

2.34. Legyen f(x) = Y ' jaix;, g(x) = Y i obixi, h(x) = Zf:o cix;. Az Osszeadds és a szorzds
szabdlyai szerint x* egyiitthat6ja f (g + h)-ban

> aib;+cp)

itj=k

Z Cl,'bj +Cl,'Cj .

i+j=k

fg + fh-ban pedig

Lathatjuk, hogy ez a két 6sszeg egyenld.

2.3.5.

(1) Nem alkotnak részgy(iriit, az dsszeadds kivezet, példdul x2° + x és —x2" is pdros fokd, de az ossze-
giik x, ami paratlan foki. (Azok a polinomok, amelyben minden nem nulla egyiitthat6ju tag kitevje
paros, részgylr(t alkotnak, de az egy masik feladat.)

(2) Nem alkotnak részgylir(t, az (1)-beli példa szerint az 6sszeadds innen is kivezet.

2.3.6. Az f(g(x)) nyilvan polinom. Ha f(x) = ag + ... + a,x" foka n, akkor a; # 0 esetén a; p(x)' foka
igr(p) (hiszen a 2.3.2. Tétel szerint szorzat foka a fokok Osszege). Ezek gr(p) # 0 esetén csupa kiilonb6z6
fokd polinomok, és ezért az 6sszegiik, vagyis f (g(x)) foka e fokok maximuma, vagyis ngr(p) lesz. Ha
g konstans, akkor persze f (g (x)) is konstans, és vagy nulladfokd, vagy a nullapolinom.

o~

2.3.7. Nem alkotnak gyfirit. Az egyetlen tulajdonsdg, ami nem teljesiil, a bal oldali disztributivitas:
fo(g+h) = fog+ foh. Példdul ha f(x) = x?, g(x) = x és h(x) = 1, akkor x2-be x + l-et
helyettesitve (x + 1)? adédik, ami nem egyenld x? + 1%-nel.

2.3.8. Jelolje foliilvonds, azaz a az a egész szam maradékat mod m. Legyen f(x) = ao +a1x + ... + a,x"
ésh(x) =co+cix + ...+ cex’. Ekkor f h-ban az x*-os tag egyiitthatéja

ap ck+...+ag o,

az fh-ban az x*-os tag egyiitthatéja pedig

aocr + ...+ agco .

Ez a két egyiitthaté tényleg egyenld, hiszen a foliilvonds leképezés Osszeg- és szorzattart6 (1.1.6. Allits).
Belattuk tehdt, hogy f h = fh. Hasonl6an, de egyszeriibb szdmoldssal igazolhato, hogy f +h = f + h.

P

2.3.9. Ez az el6z6 gyakorlat dltalanositasa, és a megoldds is ugyanigy megy, csak ¢ helyett mindentiitt ¢ (c)-t
kell irni.

2.4. Polinomfiiggvények és gyokok
2.4.2. Legyen f(x) =ap+a1x +...+a,x"és g(x) =co+cr1x + ...+ c,x". Ekkor
(f + g)*(b) = (aO + CO) + (al + Cl)b + ...+ (an + Cn)bn ,

ffB)+g"b)=(@+ab+...4+a,b")+ (co+cib+...+c,b").
Ez a két 6sszeg nyilvdn egyenld. Hasonldan igazolhaté az (fg)*(b) = f*(b)g*(b) Osszefiiggés is, bar a
szdmol4s picit bonyolultabb.
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2.4.4. Jelolje B a Horner-elrendezés utolsé celldjaban szerepld cob + ag értéket (amirdl meg kell mutatnunk,
hogy f*(b)-vel egyenld). Beszorzéssal, és x szerint rendezve:

(x = b)(cp1 X" " Fepx" P teix) + . dex +c) + B =
= cp1x" + ...+ (cjo1 —bej)x) + ...+ (co — be))x —bey+ B

A Horner-elrendezésbdl tudjuk, hogy ¢,—; = a,, tovdbbd ¢;_; — bc; = aj (hal < j < n), és végiil
—bcy + B = ap. Tehit tényleg az eredeti f polinomot kapjuk. A b-t behelyettesitve f*(b) = B adddik
(hiszen x — b nullava valik).

2.4.8. Mivel egy gyoktényez$ féegyiitthatdja 1, és az egységelem egyetlen gyliriben sem lehet nullosztd,
gyoktényez6vel val6 szorzaskor a fokszdm mindig eggyel nd. Tehét az igaz nullosztomentesség nélkiil is,
hogyha f(x) = (x—b1) ... (x —byr)g(x), akkor k < gr(f). Csak az nem biztos, hogy minden gyok szerepel
az itt felsoroltak kozott (amire mutattunk is példat).

2.4.9. Ha f a c értéket végtelen sok helyen felveszi, akkor ezek mind gyokei az f — ¢ polinomnak, és igy
f — c anullapolinom a 2.4.7. Tétel miatt. Ezért f a konstans ¢ polinom.

24.12.

(1) Ezekbdl (egyszerre) kiemelhetd az n — 1 darab (x —a;) gyoktényez6 mindegyike, ahol i £ j. Mivel
a polinom n — 1-edfoki, mar csak egy konstans szorzé maradhat.
(2) Az aj-t behelyettesitve e konstans értékét meghatdrozhatjuk. Az eredmény:

x—a)...x—aj_)N)x —aj1)...(x —ay)
(Clj — al) ce (Cl‘/ — a.,-_l)(aj — Clj_;,_l) PN (Cl‘/’ — Cln) '
Ez a Lagrange-féle alappolinom tényleg n — 1-edfoku.

3) f(x) = bifilx) + ...+ b, fu(x) jO lesz. Ha ugyanis a;-t behelyettesitjiik, akkor egy kivétellel
az Osszeg mindegyik tagja nulldva vilik (hiszen f;(a;) = O hai # j), a megmaradé tag pedig
bjfi(aj) =bjlesz, hiszen f;(a;) = 1. Az f nyilvén legfeljebb n — 1-edfoku (Iehet nulla is).

2.4.13.

(1) Mivel (f +g)(a;) =b; = f(a;), ezért a g polinomnak gyoke az ay, a,, . ..a,_;. De g fokan — 1,
ezért

fix) =

gx) =clx —a))...(x —ay_1)
alkalmas ¢ konstansra.
(2) A b,-et behelyettesitve
bn - f(an)

(an - al) LR (an - an—l)

Cc =

adaodik.
2.4.14. Az eredmény (1/2)x3 — (3/2)x% + x + 3 (barmelyik interpoldciéval).

2.4.15. A Horner-elrendezés tablazata a kovetkezd lesz:
| 1o |41 |-1]0]4

2ff2fof1]u]z]f]

Ezért a 2 nem gyoke f-nek, és f(x) = (x —2)(x° +2x* + x> +x +2) + 8.

2.4.16. Az (1) esetben a j-edik tag kiszamitdsdhoz j darab szorzds, 6sszesen (n”> + n)/2 szorzis kell. A
(2) esetben b" értékét n — 1 szorzéssal szamithatjuk ki, és menet kézben a b/ hatvanyokat is megkapjuk.
Ezeket felhaszndlva még n szorzds, 6sszesen 2n — 1 szorz4s torténik. Végiil a Horner-elrendezést hasznédlva
Osszesen n-szer kell szorozni.

2.4.17. Ha f(x) = a,x" +...+ao, akkor f(x) — f*(b) = 3} a; (x/ —b7). A zéréjelben 4116 kifejezések
mindegyikébdl kiemelhetd (x — b), és ami marad, az x-nek egy polinomja lesz. Ha f egész egyiitthatos,
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akkor akdr a fentiekbdl, akér a 2.4.6. Allitasbol adédik, hogy f(x) — f*(b) = (x — b)g(x), ahol g egész
egyiitthatés. Innen x = a helyettesitéssel a kivant oszthatésdgot kapjuk.

2.4.18. Az Utmutatébeli megoldast folytatva go(x) = (x—b)q;(x)+b;, ahonnan az f(x) = (x—b)go(x)+by
egyenlGségbe visszahelyettesitve

f(x) =bo+bi(x —b) + q1(x)(x — b)?

adddik. Az eljdrést folytassuk tovdbb. A kapott ¢g; polinomok foka minden 1épésben eggyel csokken, ezért
gn—1(x) = b, mar konstans polinom lesz, ahol n az f foka. Ekkor

f(x) =bo+by(x —b)+by(x —b)>+...+b,(x —b)".
Az egyértelmiiség bizonyitdsdhoz az Utmutatéban irtak alapjan tegyiik fol, hogy
do+di(x —b) +do(x —b)* + ...+ dy(x — )"

a nullapolinom, ahol nem mindegyik d; nulla, és n a legkisebb olyan egész, amelyre ez lehetséges. Azx = b
helyettesitéssel dy = 0 adédik. Mivel R[x] nullosztémentes, és x — b nem a nullapolinom, azt kapjuk, hogy

di +do(x =b)+...+d,(x —b)" ' =0.
Az n minimalitdsa miatt itt mar mindegyik egyiitthat6 nulla.

2.4.19. Pontosan akkor, ha m Osszetett szaim. Ha m = ab, ahol 1 < a, b < m, akkor az ax els6foku
polinomnak (legaldbb) két gyoke van: a 0 és a b. Ha m prim, akkor Z,, nullosztémentes (2.2.31. Allités), és
igy a 2.4.7. Tétel miatt minden polinomnak legfeljebb annyi gyoke van, mint a foka.

2.4.20. Mivel f(14) = 440, az f-et kereshetjiik (x — 14)g(x) + 440 alakban, ahol g is egész egyiitthatds
polinom. A masik két feltételt behelyettesitve atrendezéssel g(10) = 10 és g(18) = 20 addédik. Innen akéar
aza — b | g(a) — g(b) bsszefiiggést felhasznalva (2.4.17. Gyakorlat), akar g-t (x — 10)h(x) + 10 alakban
folirva a 8 | 10 ellentmondés addédik. Ilyen polinom tehat nem létezik. Megjegyezziik, hogy a kovetkezd
feladat allitdsa segitségével is megmutathatd, hogy nincs ilyen polinom.

2.4.21. Az Utmutatéban készitett g(x) = f(x) —cx*(x —ay)...(x — a,) polinom is egész egyiitthatds,
ésaz ay, ..., a, helyeken ugyanazokat az értékeket veszi fel, mint f. Mivel a kivondsndl f f6egyiitthat6ja
kiesik, g foka alacsonyabb, mint f foka. Ez az ellentmondds bizonyitja az 4llitast.

2.4.22. Legyen f egy n-edfokd polinom, amely minden raciondlis helyen raciondlis értéket vesz fol. Va-
lasszunk ki n + 1 raciondlis helyet barhogy, példdul az 1,2, ...,n + 1 helyeket, és készitsiik el azt a g
interpolaciés polinomot, amely ezeken a helyeken ugyanazt az értéket veszi fol, mint az f. Persze a g
raciondlis egyiitthatés (ez példaul a Lagrange-interpolaciondl hasznalt képletekbdl latszik, de elegansabban
azt mondhatnank, hogy mivel Q test, ezért Q folott elvégezhet6 az interpolacid, és az eredmény persze
Q[x]-beli). Ekkor f és g két legfeljebb n-edfoki polinom, amelyek n + 1 helyen megegyeznek. A polino-
mok azonossagi tételét (2.4.10. Kovetkezmény) a komplex test folott alkalmazva azt kapjuk, hogy f = g,
tehat f is raciondlis egyiitthatos.

A masodik allitds nem igaz, példaul x (x 4+ 1)/2 nem egész egyiitthatds, de egész helyen egész értéket vesz
fol, hiszen két szomszédos egész szam koziil az egyik mindig paros. Tetsz6leges k-ra van ilyen k-adfoku
polinom is, példaul az

xx—=D...(x—k+1)
k!

,binomidlis egyiitthatd”.

2.4.23. Az Utmutatébeli utolsé llitds vildgos: mivel g(x) egész egyiitthatds, ezért a 2.4.17. Gyakorlat miatt
g(x 4+ km) — g(x) oszthatdé x + km — x = km-mel, és ez m-mel osztva is egész szdm. De alkalmas k-ra
x +km > r,azaz f(x + km) egész a feltevés szerint, és igy f(x) is az.

2.4.24. Legyen az n 4+ 1 egymds utani hely b, b+ 1, ..., b+ n. Ha f-etezen az n + 1 helyen interpoldljuk,
akkor magét f-et kapjuk az interpoldcié egyértelmiisége miatt, hiszen f csak n-edfoki. frjuk f610 < j < n
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esetén a j-edik Lagrange-féle interpoldcids alappolinomot ezekre a helyekre (2.4.12. Gyakorlat). Ennek
nevezdje (—1)7 j!(n— j)!, ami osztéja n!-nak, hiszen az (’;) binomidlis egyiitthaténak j!(n — j)! a nevezdje.
Ezért n! f (x) egész egyiitthatos.

Az éllitast n szerinti indukcidval igazoljuk, tegyiik fol, hogy az n-nél kisebb fokd polinomokra igaz.
Legyen f f6tagja (c/n!)x", az el6z6ek szerint ¢ egész szam. Ha

g(x) = f(x) — c(x),
n

akkor a kivondsndl (c/n!)x" kiesik, és igy g legfeljebb n — 1-edfoku (esetleg a nullapolinom, de akkor
készen vagyunk). A g polinom is egész értéket vesz fol ab, b + 1, ..., b + n helyeken, és igy az indukcids
feltevés miatt a kivant alakban frhat6. Igy az f keresett felirdsét kapjuk.

2.4.25. A 2.4.24. Feladat szerint a g polinomot kereshetjiik

_ x X
gx) = clO(lO) +...+c0<0>

alakban. Az x = 0 értéket behelyettesitve cp = g(0) = 1. Ezt tudva x = 1-et helyettesitve ¢; = 1, és igy
tovébb, valamennyi c;-re 1 adodik.
Ehelyett persze némi kisérletezéssel is megsejthetjiik, hogy

s =(3)+ (1) ++ (o)

megfeleld polinom lesz. Ugyanis a binomidlis tételt az (1 + 1)/ Osszegre alkalmazva g(j) = 2/ ha
0 < j < 10, azaz g megfelel a feltételeknek, és mivel foka legfeljebb 10, az interpolédcids polinom egyér-
telmiisége (igazdbol a 2.4.10. Kovetkezmény) miatt ez a legalacsonyabb fokd ilyen polinom. Az (1 + 1)!!
osszeget kifejtve kapjuk, hogy g(11) = 2! — 1 = 2047.

2.4.26. Az f(x)—5 polinomnak négy, paronként kiilonb6z6 egész gyoke van, és ezért ez a polinom folirhatd
(x —a)(x —b)(x — c)(x — d)q(x) alakban, ahol a, b, c,d € Z és q(x) € Z|x]. Ha f(n) = 12, akkor tehat
(n—a)(n —b)(n —c)(n —d)q(n) = 7. Ez lehetetlen, mert a 7 primszdm, ésazn —a,n —b,n —c,n —d
kiilonbozd egész szamok koziil legfeljebb egy lehet 1 és egy masik —1.

2.4.27. Legyen 0 £ r € R. Ha f € R[x] olyan, hogy f(0) = 0é&s f(r) = 1, akkor az f(x)-b6lazx — 0
gyoktényez6t kiemelve f(x) = xg(x) addédik. Ide r-et helyettesitve azt kapjuk, hogy 1 = rg(r), azaz g(r)
inverze r-nek.

o

2.4.28. Az, hogy az R — R fiiggvények kommutativ gy(riit alkotnak a pontonkénti 0sszeaddsra és a
szorzésra, konnyen ellendrizhetd (és késébb lesz réla sz6, amikor a gydrlik direkt szorzatit targyaljuk).
Az azonossdgok azért teljesiilnek, mert minden egyes r behelyettesitésekor teljesiilnek a kapott értékekre.
Példaul az f(g+h) = fg+ fh disztributiv szabdly igazoldsdhoz azt kell megmutatni, hogy e két fiiggvény
minden r € R helyen megegyezik. A pontonkénti dsszeadds és szorzas definicidja miatt ez azt jelenti, hogy

F@) () +h(r) = fF(Ngr) + fFh(r),

ami valéban teljesiil, hiszen R gy(ir(i. A nullelem a konstans nulla fiiggvény, az ellentett pedig a pontonkénti
ellentett:

(=) =—f).
Az egységelem a konstans 1 fliggvény lesz.

Az R gylr( azért nem nullosztomentes, mert ha a (legalabb kételem(i) alaphalmazat két részre osztjuk,
az f fliggvény az els6 részen nulla, €s a masikon nem, a g fliggvény pedig a masik részen nulla, és az els6n
nem, akkor fg mar azonosan nulla lesz. Az (1) allitas tehat igaz.

A 2.4.2. Gyakorlat szerint

(f+8 b)) =[f"®)+g" ) &  (f D)= [f"b)g D),
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ami maga a (3) allitds. De ez azt is jelenti, hogy
(f+'=f"+g" & (fo'=["g",

ahol a két egyenlGség bal oldalan polinom-miiveletek, a jobb oldalukon pontonkénti miiveletek 4llnak. Igy
az f — f* leképezés Osszeg- és szorzattartd (ami a (4) 4llitds). Innen az is latszik, hogy a polinomfiigg-
vények halmaza zart a pontonkénti miiveletekre. Nyilvan a nullapolinomhoz az azonosan nulla fiiggvény,
a konstans 1 polinomhoz pedig az azonosan 1 fiiggvény tartozik, és a (— f)* az f* pontonkénti ellentettje.
Igy a polinomfiiggvények részgyfir(it alkotnak az R — R fiiggvények gy(riijében, amely az egységelemet
is tartalmazza, és ezzel a (2) allitast is belattuk.

2.4.29. Alljon S azokbdl a fiiggvényekbdl, melyeknek a 2 szdm gyoke. Ez a 2.2.26. Feladatbeli tulajdon-
sdgok (azaz az Osszeaddsra, szorzdsra és ellentettképzésre vald zartsag) ellendrzésével konnyen lathatéan
részgyliri. E részgylirli egységeleme az a fiiggvény, amely a 2 helyen nullét, a tobbi helyen 1-et vesz fol.
Ezzel szemben R egységeleme a konstans 1 fliggvény.

2

Legyen most R nullosztémentes gy(irli, melynek egységelemét e jeloli, és S egységelemes részgylird,
melynek egységeleme legyen f. Mivel az egységelemes gy(iriik koziil kizartuk a nullgydrt, f # 0. Nyilvan
ff = f = fe (az els6 egyenldség azért igaz, mert f egységelem S-ben, a masodik pedig azért, mert

e egységelem R-ben). Az egyszer(isitési szabdly (2.2.28. Gyakorlat) miatt innen e = f.

2.4.30. Az allitas a 2.4.2. Gyakorlat bizonyos értelemben vett dltaldnositdsa. A szorzattartast egy konkrét
példan vizsgaljuk meg. Legyen f(x) = a + bx és g(x) = ¢ + dx. Ekkor

F(x)g(x) = (a + bx)(c + dx) = ac + (ad + bc)x + bdx? .
Ezért azt kell belatni, hogy az S gyfirtiben
(ae + bs)(ce + ds) = ace + (ad + bc)s + bds? .
A bal oldalon a szorzast elvégezve a disztributivitas miatt
aece + aeds + bsce + bsds

adoédik. A 2.2.37. Gyakorlat (5) pontja szerint r(ns) = n(rs) tetszdleges gytiriiben teljesiil, ahol r és s
gyiirtielemek, n pedig egész szdam. Ezért a fenti 6sszeg ace’ + ades + bese + bds? alakban frhaté. Mivel
e egységelem, a kivant eredményt kapjuk. Az dltalanos szamolds ugyanigy miikodik, csak a képletek bonyo-
lultabbak, a részletek kidolgozdsat az Olvaséra hagyjuk. Fontos észrevenni, hogy s hatvdnyai egymadssal és
az egységelemmel is folcserélhetdk. Valgjaban pontosan azért definidltuk a polinomok kozott miiveleteket
azon a modon, ahogy definidltuk, hogy a behelyettesités homomorfizmus legyen.

2.5. A gyoktényezos alak

2.5.1. Mivel szorzaskor a fokszamok 6sszeadédnak, egy konstans foka nulla, egy gyoktényezd foka pe-
dig 1, ezért a gyoktényezSk szama tényleg a polinom foka lesz (ezt a gondolatmenetet mar hasznaltuk a
2.4.7. Tételben, 1asd a 2.4.8. Gyakorlat megoldésit is).

A ¢ kiszamitdsahoz haszndljuk fol, hogy szorzat fétagja a fétagok szorzata. gy a gyoktényezds alakot
beszorozva a fétag ¢ - x - x - ... - x = cx" lesz. Vagyis c tényleg a féegyiitthato.

2.5.2. Legyen r # 0 eleme R-nek. Ekkor az rx — 1 polinom els6fokd, €s ezért van gyoke, ami nyilvan
r inverze lesz. Tehat minden nem nulla elem invertalhato.

2.5.6. Tegyiik fol, hogy (x — b)*g(x) = (x — b)"h(x), ahol sem g(b), sem h(b) nem nulla. Mivel az
x — b nem a nullapolinom, egyszerdsithetiink vele a 2.2.28. Gyakorlat szerint. Ha k < m, akkor tehat
g(x) = (x — b)"*h(x) marad, ami nem lehet, mert g-nek b nem gyoke. Ugyanigy zarhaté ki a k > m
lehetség is. Tehat k = m, azaz k egyértelm{ien meghatarozott.

Ha ezutdn f-et kanonikus alakban irjuk fol:

Fx)=clx —d)M(x —d) ... (x —dp)r,
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akkor a d; tényleg k;-szoros gydk lesz az Gj értelemben is, hiszen (x — d;)* kiemelhetS, a megmaradé
polinomnak pedig a d; médr nem gyoke (a nullosztémentesség miatt).

2.5.7. Az (x — by)(x — by)(x — b3) beszorozva és rendezve az
x3 — (b] + bz + b3)x2 + (b1b2 + b1b3 + b2b3)x - blbzbg

alakot olti. Az (x —by)(x —by)(x —b3)(x —b4) beszorzdsit a 2.1.10. Gyakorlat felhaszndldsdval végezziik el.
Mindegyik zar6jelbdl egy tagot kell valasztanunk, ezeket 6sszeszorozni, €s a kapott szorzatokat 6sszeadni.
Rogton rendeziink is x hatvdnyai szerint.

Az x* csak gy keletkezhet, ha mindegyik z4r6jelbd] x-et valasztunk. Egy ilyen tag van, amelynek tehat
az egyiitthatéja 1. Az x? akkor keletkezik, ha harom zdr6jelbdl vdlasztunk x-et, a negyedikbdl tehdt —b -t
kell vilasztanunk. Ez négyféleképpen lehetséges, és igy x* egyiitthatéja

—(b1+by+ b3+ bs).
Az x? tgy keletkezhet, hogy két zarGjelbdl x-et, a mésik kett6bdl —b;-t valasztunk. Négy zar6jelbdl kettt
hatféleképpen lehet kivalasztani, tehat hat ilyen tag lesz. Az x? egyiitthat6ja tehat
b1by + b1b3 4 b1bs + bybs + bybs + b3by

(az eldjel persze +, hiszen (—b;)(—b;) = b;b;). Az x ugy keletkezik, hogy harom zér6jelbdl valasztunk
—b;-t, tehdt x egyiitthatdja
—(b1b2b3 4 b1bybs + b1b3bs + babsby) .

Végiil a konstans tag esetében mindegyik zardjelbdl a —b -t vélasztjuk, tehdt ez b1 b,b3by.

2.5.10. Az x* = —4 egyenlet gyokei a —4 szam negyedik gyokei. Ezeket mar meghatdroztuk az 1.5.14 (2)
(s6t az 1.2.9.) Gyakorlatban, az eredmény £1 % i lett. Mivel x* + 4 féegyiitthat6ja 1, a gyoktényezds alak
a kovetkezé:

Htd=1-(x—A+))(x—A=D)(x —(=1+D)(x — (=1 =1)).
A beszorzist iigyesen elvégezhetjiik, ha felhasznaljuk az (a — b)(a + b) = a®> — b* azonossigot. Az els6
két tényez$ szorzata ugyanis
x—1=Dx—-14+D)=x—-D*=i>=x>—2x+2.
Ugyanigy kapjuk, hogy a masodik két tényezd szorzata x> + 2x + 2. Teh4t
4= =20 +2)(x*P+2x+2)

valds (s6t egész) egyiitthatés polinomok szorzatara valé felbontds. (Az, hogy az i kiesett, azon mult, hogy
tigyesen pdrositottuk a gyoktényezSket: minden gyokot a konjugdltjaval.) Folytassuk most a beszorzast,
tijra felhaszndlva az (a — b)(a + b) = a*> — b azonossigot:

=2 +2)(x*P+2x+2) = (242 = 2x)? =x*+4.
Tehét tényleg visszakaptuk az eredeti polinomot.

2.5.11. Az x — 1 gyoktényezd kiemelésekor kapott polinom a Horner-elrendezés alsé sordban taldlhaté. Erre
ismét a Horner-elrendezést kell alkalmaznunk, és ezt addig folytatjuk, amig az 1 mér nem lesz gyok. Ezért
a legegyszeriibb egy tdblazatot késziteni tobb sorral:

1 |=1]0]-1]1 xt—xP—x+4+1=
1|1 lo|o|=1][0]] =@x-Dx3-1=
11| 1]1][[0] = (x— D22+ x+1).

1|1 |2 |[3]

Mivel a tabldzat utols6 sora szerint x> + x + 1-nek az 1 mar nem gyoke, ezért az eredeti polinomnak az 1
pontosan kétszeres gyoke.
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2.5.12. A polinomok azonossagi tételének (2.4.10. Kovetkezmény) a bizonyitdsat modositjuk. Legyen f
és g a két polinom. Ekkor f — g-bdl kiesik a f6tag, és ezért ez a kiilonbség legfeljebb n — 1-edfoki. De
legaldbb n gyoke van, és igy csak a nullapolinom lehet.

2.5.13. Emeljiik négyzetre a o1 = x; + ... + x, Osszeget. Ekkor (a 2.1.4. Gyakorlat szerint) egy olyan
osszeget kapunk, amelynek tagjai az Osszes lehetséges x;x; szorzatok. Ha i = j, akkor ez x?, ezek egyiitt
a keresett négyzetosszeget adjdk. Ha i # j, akkor viszont x;x; és x;x; is szerepel, tehat az ilyen tagokbol
o, kétszeresét kapjuk. Igy végiil is
xf—i—...—l—x,f =012—202 (han > 2).
Ezt az Osszefliggést dltalanositjuk majd a 2.7.8. Tételben.
2.5.14. A gyokok és egyiitthatok osszefiiggése (2.5.9. Kovetkezmény) szerint ha
fx)=2x*+2x +3=ax* + asx® + ax? + a1x + g,

akkoras =2,a3 = a, = 0,a; =2 és ayp = 3. Ezért

o1 =bi+by+bs+bs=(=D'az/ay =0,

0y = b1by + b1b3 + b1by + bybs + byby + bsby = (—1)202/a4 =0,

03 = b1b2b3 + b1b2b4 + b1b3b4 + b2b3b4 = (—1)3a1/a4 =—1 ,

o4 = bibybsby = (—)*ag/as = 3/2.
Tehét a gyokok osszege nulla, szorzata 3/2, négyzetdsszege a 2.5.13. Feladat szerint 02 — 20, = 0, végiil a
gyOkok reciprokainak 6sszege

1 n 1 n 1 " 1 _ b1bybs + b1byby + b1bsbs + bybsby 03 2
b1 b2 b3 b4 N b1b2b3b4 - Oy N 3 '

J1 Megjegyezziik, hogy fol tudunk irni kozvetleniil is egy olyan polinomot, aminek a gyokei az f polinom gyoke-
inek reciprokai, ez

gx) =x*f(1/x) =3x" + 247 +2
lesz. A f polinom gyokei reciprokainak 0sszegét tehat a g polinombdl mint a gyokok 6sszegét olvashatjuk le.

2.5.15. Az x" — 1 polinom gyokei pontosan az n-edik egységgyokok. Ilyenbdl n darab van (1.5.4. Tétel),
és ezek a 2.4.7. Tétel miatt egyszerre is kiemelhet6k. Mivel x" — 1 foka n, egy konstans polinom ,,marad”,
ami az x" — 1 f6egyiitthat6ja, vagyis 1 (lasd 2.5.1. Gyakorlat). Ezért valéban

X'—1l=x—-¢)...(x —&,).

Specidlisan x* — 1 = (x — D(x — i)(x + D) (x +i).

Az n-edik egységgyokok 0sszegét, szorzatit és négyzetdsszegét mar meghatdroztuk az 1.5.22. Gyakorlat-
ban, a mostani eszkoztarunk azonban gyorsabb megoldést kindl. Az ¢, ... g, szorzatot a gyokok és egyiitt-
hatdk Osszefiiggése (a 2.5.9. Kovetkezmény) felhasznéldsdval megkaphatjuk az x" — 1 polinombdl. Ennek
a polinomnak a konstans tagja ag = —1, féegyiitthatéja a,, = 1, és igy

€1 80 =0u(e1, ... 8) = (=D"ag/a, = (=1)" - (=1)/1 = (=1)"*"!

(s6t ez a O behelyettesitésével is azonnal ad6dik). Ugyanigy olvashat6 le az ¢ + ... + ¢, Osszeg az x" — 1
polinomban az x"~'-es tag a,_; egyiitthat6jarol:

e1+...+e,=o01(er,...) = (—Dla,_i/ay.

Dea,_;1 = 0han > 2 (és igy az n-edik egységgyokok osszege is nulla ilyenkor), ha viszont n = 1, akkor
ez az egyiitthaté —1, és ekkor eredményiil (—1)!(—1) = 1 adédik. Végiil a gyokok négyzetdsszegének
kiszdmitdsdhoz a 2.5.13. Feladatot haszn4ljuk fol. Az x" — 1 polinomban az x"~2-es tag a,_, egyiitthat6ja
nulla han > 2, ezért 0p(¢y, ... &,) is nulla, és igy

el +...+e=0f—20,=0.
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Ha n = 2, akkor az eredmény 2 (ami kozvetleniil is vildgos: 12 4+ (—1)? = 2). Végiil n = 1-re a négyzet-
osszeg 12 = 1 (ekkor mdr a o nincs is értelmezve).

Végiil (4) igazoldsdhoz helyezziik el a sokszoget igy, hogy csicsai pont az n-edik egységgyokok legye-
nek, és az ¢, = 1-hez tartoz6 cstcsbol hizzuk meg az atlékat. Mivel két pont tdvolsdga a kiilonbségiik
abszolut értéke (1.4.7. Gyakorlat), és ¢, = 1, ezért az

(I =&l [(A = &)l
szorzatot kell kiszdmitani. Az ismert azonossdg (a mértani sor 6sszegképlete) szerint
M—l=@=-DE" "+ +x+ D).

Ezt vessiik 0ssze az x" — 1 gyoktényezds alakjaval, és egyszertsitsiink az x — 1 polinommal (ezt szabad a
2.2.28. Gyakorlat szerint, hiszen x — 1 nem a nullapolinom). Azt kapjuk, hogy

(x—e)...(x—gp) =x""4H. . +x+1.

Az x helyébe 1-et helyettesitve, és mindkét oldal abszolut értékét véve az allitast kapjuk (hiszen az abszolut
érték szorzattartd).

43 Nem osztottunk ebben a bizonyitasban nulldval? Hiszen x — 1-gyel egyszerdsitettiink, és ezutdn x helyére 1-et
frtunk. Tobb ismert tréfds gondolatmenetben hasonl6 triikkkel ellentmondést lehet kihozni!

” .

A valasz az, hogy az x — 1 polinommal egyszer(sitettiink, ami nem a nullapolinom, vagyis C[x] nullosz-
tomentességét hasznaltuk fel. De érdemes mdshogy is meggondolni ezt a problémdt. A fenti gondolatmenet
sémdja az, hogy az f(x)(x — 1) = g(x)(x — 1) polinomegyenl&ségbdl kovetkeztettiink arra, hogy f(1) = g(1).
Ha polinomfiiggvényekkel akarunk szdmolni, akkor annyi biztosan igaz, hogy f*(b) = g*(b) minden b # 1-re.
Az f és g polinomokhoz tartozé polinomfiiggvények tehdt végtelen sok helyen megegyeznek (minden b # 1
komplex szdmra), és igy az f és g polinomok az azonosséagi tétel miatt egyenldk (egyiitthatordl egyiitthatéra),
vagyis mar a b = 1 helyen is egyenldk.

Ez a gondolatmenet komplex f6l6tt miikodik, de véges testek f6l6tt nem biztos, mert annak a testnek esetleg
kevesebb eleme van, mint a szerepld polinomok foka. Az elsé gondolatmenetiink, amikor x — 1-gyel egyszer(i-
sitettiink, ennyiben jobb: az minden test f616tt miikodik.

2.5.16. A 2.5.13. Feladatb6l kapjuk, hogy 2(ab + ac + bc) = (a + b + ¢)* — (a®> + b* + ¢*) = 4. Legyen
f(x) = (x—a)(x —b)(x —c), ekkor a gyokok és egyiitthatok osszefiiggése miatt f(x) = x> —3x2+2x +q.
Ide a, b, c-t helyettesitve, majd 6sszeadva 7 — 3 -5 + 2 - 3 + 3¢ = 0 adddik, azaz g = 2/3 (ez mellesleg
—abc-vel egyenld). Az af (a) +bf (b) +cf (c) = 0 dsszefiiggésbdl (a* +b*+c¢*) —3-7+2-5+¢9-3 =0,
ahonnan a* + b* 4+ ¢* = 9. Hasonléan @’ + b° + ¢ = 29/3 és a® + b® + ¢® = 19/3. Ilyen a, b, ¢ szdmok
léteznek: megfelelnek az x> — 3x2 + 2x + 2/3 polinom (komplex) gyokei. Ezt ellendrizhetjiik a gyokok
és egylitthatok Osszefiiggése alapjan, a fenti szamoldsok megforditdsaval. (A gyokok kozelitéleg —0,24 és
1,62 £0,39i.)

2.5.17. Nem. A legegyszer(ibb ellenpélda az, hogy a Z, test f6lott az x* polinomokhoz k > 1 esetén ugyanaz
a polinomfiiggvény tartozik: az identikus leképezés. Ezen polinomok esetében a 0 gyok multiplicitdsa mds
és mds. Tehat a polinomfiiggvény nem hatdrozza meg a gyokok multiplicitdsat (hanem csak a gyokok
halmazat).

Megjegyezziik, hogy nemcsak a Z,, hanem barmely véges test folott taldlhatunk hasonlé példat. Valo-
ban, lesz olyan n # m, hogy az x" és x™ polinomokhoz ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (hiszen véges
testben csak véges sok polinomfiiggvény lehetséges). Ezért nincs olyan véges test, ahol minden polinom-
fliggvény meghatarozza a gyokok multiplicitdsat.

2.5.18. Legyenek a test elemei ay, ..., a,. Ekkor az (x — a;)...(x — a,) + 1 nem konstans polinomnak
nyilvdn nincs gyoke ebben a testben. (Az 1 a test egységeleme, de birmelyik nem nulla elemet {rhatndnk a
helyére.)
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2.6. Tobbhatarozatlani polinomok

2.6.3. A 2.1.4. Gyakorlat szerint szorozzuk Ossze az f és g polinomokat, azaz minden tagot minden taggal.
Ha f egy i-edfokd P tagjat g egy j-edfokd Q tagjival szorozzuk, akkor a P Q eredmény nyilvdn i + j-ed
foki lesz. Azokat a P Q tagokat keressiik, amikor i 4+ j = k, tehdt j = k—i. Az i-edfokd P tagok az f;-ben
vannak Osszegytjtve, ezeket tehdt a g polinom k — i-edfoki tagjaival, azaz g;_;-vel kell megszorozni, hogy
k-adfoku tagokat kapjunk.

Legyen f fokan, és g foka m. Ekkor az el6z6ek szerint fg-ben nincsen m + n-nél magasabb fokdu tag, az
m + n-edfoku tagok pedig az f,g,, szorzat tagjai. Azt kell tehat megmutatni, hogy f,g., # 0. Ez azonban
vildgos, hiszen a 2.6.2. Allités szerint a tobbhatérozatland polinomok szorzdsa nullosztémentes.

2.6.5. El6szor egy konkrét példat mutatunk.
F(x1, X2, X3) = x,X5 — X1 X2X3 — 3x3 + x5 + 2x7 + X,2,%3 .
Els6 1épésben x; szerint rendeziink:
(—3x3 +x3) + (x5 — X2x3 + x,x3)x; + 2x7 ,
majd a zardjeleken beliil x; szerint:
(x3 —3x3) + ((—x3 +x3)x, + 1 -xg)x1 + 2x7,

és a legbels6 zardjelben mar x5 szerint is rendezve van a polinom. Beszorozva, de a sorrendet nem megval-
toztatva a kovetkez6t kapjuk:

2 3 3 4 2
X3 — 3x; — X1X2X3 + X X,X3 + X1 X5 + 2x7 .

Ez pedig tényleg a lexikografikusan novekvd sorrend.
Az alabbi dltalanos gondolatmenetet a fenti példan érdemes nyomon kovetni. Tegyiik fol, hogy az eredeti

polinomnak tagja P = rx|"' ... x" é Q = sx,'...xk és ezek koziil az els a lexikografikusan kisebb,

azaz van olyan j index, hogy m; = k; minden i < j ’é:setén, de m; < kj. (Gondoljunk a fenti példdban

az xlxzxg és az x,x; tagokra.) Amikor a polinomot el8sz6r x; hatvdnyai szerint rendezziik, akkor mind

P-bdl, mind Q-bél x|"'-et emeliink ki, és ami megmarad, az az x|"' egyiitthat6jdban fog szerepelni (a fenti

példdban ez az egyiitthaté x5 — xax3 + xzxg’ ). Mostantdl kezdve mar csak ezt az egyiitthatot vizsgaljuk, és

X2 hatvanyai szerint rendezziik. Egészen addig ,.egyiitt marad” P és Q, amig el nem ériink az x; szerinti
m

rendezéshez (a fenti példaban j = 2). Ennél a 1épésnél a P-nek megfeleld tag az x; 7 egyiitthat6jaba keriil
(jeldlje ezt az egyiitthat6t p, a fenti példdban m; = 1, p = —x3 + xg , ebben a P-nek megfeleld tag xg,
hiszen P = x1x2x33), a Q-nak megfeleld tag pedig az xf" egyiitthatdjaba (jeldlje ezt g, a fenti példdban
kj =4,q = 1,hiszen Q = xlxg‘- 1). Mivel m; < k;, a p egyiitthat6t frjuk le ,,el6bb”, vagyis a g-hoz képest
a ,,bal oldalra”. Amikor a még magasabb index{i valtozok szerint rendeziink (a fenti példdban az x3 szerint),
akkor mar a p és g egyiitthatokon beliil cserélgetiink csak, tehat P és Q sorrendje mar nem valtozik meg.

2.6.8. A homogén komponensek a kévetkezdk:
Ps = iX,XyX3X] — X1X3 4 2X7X,X3X, — 6X7X3X, — X7X3X; + TXTX;
P4 = 3xi7)x2 )
P1 = X4

itt ps tagjai mdr lexikografikusan névé sorrendben vannak folirva. A p polinom f6tagja 3x;x,, ezért p’ £6-

tagja 3"x?'x]. Viszont p’ foka 7 -5 = 35, és igy a legnagyobb foki tagok kozott a lexikografikusan

legnagyobb a 2.6.3. Gyakorlat szerint (yrxlzxg)7 = 77 x[*x3" lesz.

2.6.9. Legyen f € R[xj,...,x,]. Ebbe a polinomba n darab R-beli elemet akarunk behelyettesiteni:
x; helyére b;-t, ahol 1 < i < n. Eztréviden tigy fogjuk mondani, hogy az f polinombaab = (b, ..., b,)-et
helyettesitjiik be, ezeknek az R-beli elem-n-eseknek a halmazit R" jeloli majd, és b;-t a b ,,pont” i-edik
koordindtdjdnak nevezziik (az elnevezés és a szemlélet persze a geometridbdl szarmazik).
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Mivel definici6 szerint R[x1, ..., x,] = R[x1, ..., Xx,—1][x.], ezért tetsz6leges n-hatdrozatlani polinom
f=28 +8&%xn+...+gxks
alakban irhat6, ahol go, ..., g € Rlx1,...,x,-1]. Az f(by,...,b,) értékét tehit n szerinti indukciéval

definidlhatjuk, azaz feltehetjiik, hogy n — 1-vdltozés polinomba mar be tudunk helyettesiteni. Eszerint az
a; = gi(by, ..., b,_1) mar ismert. Legyen

f) =ag+ab,+...+ab".

A gyakorlat tobbi 4llitasat is a fenti médon, n szerinti indukcidval igazolhatjuk. Amikor a 2.4.30. Gyakor-

latot altaldnositjuk, akkor vigyaznunk kell: az allitds csak kommutativ S gy{ir(i esetében marad érvényben
(de legaldbbis a behelyettesitendd elemeknek paronként folcserélhet6knek kell lenniiik).

2.6.10. Bizonyitsunk n szerinti indukcidval. Egyvaltozds polinomokra tudjuk az allitast a polinomok azo-
nossdgi tétele miatt (2.4.10. Kovetkezmény). Tegyiik fol, hogy f € R[xi,...,x,], és az f-hez tartoz6
polinomfiiggvény azonosan nulla. Legyen

f=g+gixn+...4+8gux),

ahol g; € R[xy, ..., x,_1]. Helyettesitsiink az els6 n — 1 valtozdba tetszbleges, de rogzitett R-beli elemeket.
Ekkor f-bdl egy R[x,]-beli polinom keletkezik, amelyhez az azonosan nulla polinomfiiggvény tartozik.
Az azonossagi tétel miatt f minden egyiitthat6ja nulla, vagyis mindegyik g; polinom értéke nulla ennél a
rogzitett helyettesitésnél. Ez minden helyettesitésre igaz, és ezért a g; polinomokhoz is az azonosan nulla
polinomfiiggvény tartozik. Az indukcids feltevés szerint mindegyik g; a nullapolinom, de akkor f is az.
3 Az indukci6 kezdd 1épése lehetett volna n = 0 is, hiszen az n — 1-r6l n-re 1épés bizonyitdsa az n = 1 esetben

is miikodik. Ehhez minddssze abban kell megéllapodni, hogy a nulla valtozés polinomok a konstansok, vagyis
R elemei.

2.6.11. Az Utmutatébeli jeloléseket alkalmazzuk, k szerinti indukciét alkalmazunk. Egy pont esetében
nyilvén jol interpoldl egy konstans polinom. Tegyiik f6l, hogy van olyan f, ami mar az els6 &k — 1 helyen
a megadott értéket veszi fol. Ha taldlunk olyan g polinomot, amelyre g(a’) = 0,hal < j < k — 1, de
g(a") # 0 akkor az f + cg nyilvdn megoldésa a feladatnak, ahol ¢ = by /g(a").

Mivel az alappontok kiilonbozdk, a* = (a’l‘, R aff) ésal = (a{ e a,{ ) sem egyenld, azaz valamelyik
koordinatdjuk kiilonbozik. Jelolje a(z egyik) megfelel6 indexet u(j), tehat akkor tudjuk, hogy %j ke aff( i
Behelyettesitéssel azonnal lathatjuk, hogy

glxy, ..., x,) = (xu(l) — a;(l)) ... (xu(kfl) — a’;&ll))
megfelel a kivinalmaknak.
Legyen most T egy g elem véges test, és f egy n-valtozds fiiggvény T-n. Ekkor az 6sszes T'-beli n-esek
szdma g", azaz véges, és igy van olyan polinom, ami f-et az 0sszes helyen interpoldlja. Tehdt f (az ehhez
a polinomhoz tartoz) polinomfiiggvény.

2.7. Szimmetrikus polinomok

2.7.4. A oy fotagja x;...x; (hiszen azok kozott az n jegyl ,.telefonszdmok™ kozott, amelyekben &k da-
rab 1-es van, és a tobbi szdmjegy nulla, nyilvdn az a legnagyobb, ahol az 1-es szdmjegyek a legnagyobb
helyiértékeket foglaljak el). Mivel szorzat fGtagja a fétagok szorzata, ezért ralk 1o*zk 2. ..ol fétagja

k k oo k
rx)™ (erx2)™ (e X)X X1 X)) =

_ ki+...4+ky, _ko+...+ky, kn—1tkn kn
—I’xl x2 ...xn71 xn .

2.7.5. Tegyiik {61, hogy m; > my > ... > m, nem igaz, hanem mondjuk m; < m ;4 teljesiil valamelyik

J indexre. Cseréljiik meg a fétagban az x; és az x;; valtoz6kat. Mivel a polinom szimmetrikus, a kapott

my .my mj—1_ Mjy1 Mmj it mpy
rx; X, ""xj—l Xj xj-l-l j+2 e Xy
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is tagja a polinomunknak, de ez lexikografikusan nagyobb a f&tagndl, ami ellentmondds. Ezért a fGtag
kitevdi tényleg egyre kisebbednek.

Ha a polinom valamelyik tagjdban szerepelne egy xfj , ahol k; > m, akkor az x; és x; cseréjével olyan
tagot kapndnk, amelyben az x; kitevdje nagyobb m-nél. De ez lehetetlen, mert akkor ez a tag lexikografiku-
san nagyobb lenne a f6tagndl. Ezek szerint valamennyi tagban valamennyi hatdrozatlan kitevgje legfeljebb
my + 1-féle lehet: O, 1, ..., m valamelyike. Ezeket a kitevoket fiiggetleniil vdlaszthatjuk minden tagban,
és igy a tagok szdma tényleg legfeljebb (m; + 1)" lehet.

2.7.6. A H (o1, 07, 03) 0sszes tagjat kiszamolni til nagy munka lenne, ennél gazdasdgosabban is eljarhatunk.
Amikor H egy-egy tagjaba a o;-ket behelyettesitjiik, akkor a kapott polinomnak csak a f&tagjit szamitsuk
ki. Az y,y;-b6l a helyettesités utdn 0,05 = (x1 + x2 + x3)(x1x2x3)° keletkezik. Ennek f6tagja
P = x11+3x§x§’ .
Hasonl6képpen az y3-bdl 0 = (x1x2 + x1x3 + x2x3)° lesz, aminek ftagja
0= xfxg .

A H polinom f6tagja 30y,y;, az ebbdl keletkezé 30P azonban ki fog esni! Valéban, a masik tagbol

keletkez§ —a; polinomban a
P = x{x3x] = (x12)*(x1x3)* (x2%3)
pontosan —30-as egyiitthatdval fog szerepelni.

Ugyanakkor a H masodik tagjabdl keletkez6 —Q nem eshet ki. Valoban, a —o;)-nek ez a ftagja, tehdt a
—o; tobbi tagja nem ejtheti ki. Az els6 tagbdl kapott 300, 033’ kifejtésekor keletkezd tagok szintén nem ejthe-
tik ki — Q-t, mert ezek mind lexikografikusan P-nél kisebb vagy egyenldk, viszont P < Q. (A H (o1, 03, 03)
polinom f6tagja tehat — Q lesz.)

2.7.9. Az s; és o; polinomokat beirva a kiindulasi képlet a kovetkezd lesz:
(] + X3 4+ x3) — (x1 + X2 4 x3) (X1 + X2 + x3) 4+ 2(x1X2 + X1x3 + X2x3) = 0.

Ha x3 = 0, akkor
(67 4 x3) — (x1 +x2) (x1 +x2) +2(x1x) =0
adaodik, vagyis
$2(x1, X2) — o1(x1, X2)81(x1, X2) + 202(x1, x2) = 0.
Ez pedig a mér bizonyitott n = k = 2 eset.

Altaldban is vildgos, hogy az s;(xi, ..., x,) hatvanydsszegbe x, helyére nulldt helyettesitve az eggyel
kevesebb valtozos s; (x1, . .., x,—1) adédik. Mi torténik, ha o;(xq, ..., x,)-be irunk x, helyére nullat? Tud-
juk, hogy o;(x1, ..., x,) az Osszes olyan i-t€nyezds szorzatok dsszege, ahol a (csupa kiilonbdzd) tényezék
az xy, ..., x, valtozok koziil keriilnek ki. Ha x,, = 0, akkor eltlinnek azok a szorzatok, ahol x, is szerepel.
A megmarad¢6 polinom igy az eggyel kevesebb valtozés o; (xq, ..., X,—1).

2.7.11. Igaz. Ha ugyanis két valtozdt megcseréliink, akkor egy k-adfoku P tag egy szintén k-adfoku Q tagba
fog dtmenni. Mivel a polinom szimmetrikus, Q is tagja lesz, és persze ugyanabban a homogén komponens-
ben lesz, mint P. Tehat a k-adfokd homogén komponens is szimmetrikus.

2.7.12. Az x1x§x3 nem lehet tag, mert akkor a szimmetria miatt tag lenne x13x2x3 is, ami a f6tagnél lexikogra-

fikusan nagyobb. Tehdt minden kitevd legfeljebb 2 lehet (mint azt a 2.7.5. Gyakorlatban is lattuk). Emiatt

hatodfoku tag csak rxlzxzzxg lehetne, de ez sem szerepelhet, mert ez is lexikografikusan nagyobb lenne a

fotagndl. Vagyis minden tag x;"'x"?x;" alaki lesz, ahol az my, m,, m3 kitev6k mindegyike legfeljebb 2
(vagyis haromféle), és az egyik legfeljebb 1. A tagok szdma igy maximum 3 -3 -3 — 1 = 26 lehet (azért 1-et
kell levonni, mert xlzxzzxf az egyetlen, ahol mindegyik kitevd legfeljebb 2, de egyik sem legfeljebb 1). Ilyen
polinom létezik is, példaul adjuk 6ssze 1 egyiitthatoval a most leirt tulajdonsagu 26 tagot.

12z S22 21 |
Az eljéras els6 1épése az, hogy le kell vonni a o7 “0; 03 = 0,03 tagot.
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2.7.13. Az alaptétel bizonyitasdnak egyértelmiiségre vonatkozé része alapjan el6szor ki kell szamolni min-
den tagban a kitevék 0sszegét, azaz a tagok fokat, és csak a legnagyobb foku tagokat megtartani. Ezt mar
megtettiik a 2.6.8. Gyakorlat megolddsdban, ekkor a ps polinomot kapjuk. A masodik Iépésben ps minden
tagjaban az x,, x3, x4 fokait kell 6sszeadni. Ennek legnagyobb értéke 4 lesz, és ezt csak egyetlen tagban, az
ix,x,%;x3-ben érjiik el. Amikor tehdt x; helyére o;-t frunk, akkor io,0,0,0; fGtagja (ami a 2.7.4. Gyakorlat
szerint ixfxé‘x;xf) biztosan nem fog kiesni.

2.7.14. A polinom f6tagja x7x,, tehdt els6 1épésben 01271021 0 = 0,0,-t kell levonnunk. Ehhez el kell

végezni a 2.1.4. Gyakorlat alapjdn a 010, szorzédst. Az eredmény x;x;x; alaku tagok Osszege, ahol x;-t
01-bdl, x jx-t 02-bdl vélasztjuk. Igy biztosan j # k. Ha i kiilonbozik j-t8l is és k-t6l is, akkor o3 egy tagjat
kapjuk, de hanyszor? Példaul az x,x,x; tag fellép ugy is, hogy x|-et valasztjuk o;-bdl, €s x,x3-at 0,-bdl,
de felléphet Ggy is, hogy 0,-bdl az x,-t, vagy az x3-at valasztjuk. Tehat x;x,x3 (€s minden ugyanilyen tag)
haromszor 1ép fel. A masik lehetdség az, hogy i megegyezik j vagy k valamelyikével. Most tehat azt kell
megszdmolni, hogy mondjuk az x, x5 hanyféleképpen kaphaté meg. Latjuk, hogy ez csakis x;(x1x,) alakban
keletkezhet (hiszen a 0,-beli tagok két indexe mindenképpen kiilonbz6). Oddig jutottunk tehat, hogy

0102 :3U3+f(xls---sxiz)'

lgy f(x1, ..., x,) = 0100 — 303.

1 Megjegyezziik, hogy a kapott képlet n = 2 esetén is érvényes, ha ekkor o3 értékét nullanak tekintjilk. Han = 1,
akkor a feladatban iires 0sszeg szerepel, de a képletiink ilyenkor is helyes (ekkor o5 is nulla).

2.7.15. A reciprokosszeg o, _1/0, (ezt az n = 4 specialis esetben k6zos nevezére hozassal mar a 2.5.14. Gya-
korlatban lattuk). A gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése (a 2.5.9. Kovetkezmény) miatt az x" + x + 1
polinom esetében o, = (—1)" és 0,,_; = (—1)""!, vagyis a gyokok reciprokosszege —1.

A kobosszeg meghatarozasara két megoldast is mutatunk. Az els6 megoldasban kozvetlentil alkalmazzuk
az alaptétel bizonyitasdban tanult algoritmust. Mivel a kobosszeg ftagja x>, elsd 1épésben a of-t kell
levonni beldle. Emeljiik tehét kobre az (x; +. .. 4+ x,,) Osszeget. Ezt a 2.1.10. Gyakorlat szerint tgy tehetjiik
meg, hogy az x1, ..., x, kozil kivalasztunk tetsz6leges médon harmat, ezeket 6sszeszorozzuk, és a kapott
szorzatokat 0sszeadjuk. Ilyenkor haromféle szorzat keletkezik. Az x? csak egyszer, az xizx ; (aholi # j)
haromszor (4gy, mint x;x;x;, X; X ;X;, X;X; X;), végik az x;x;x; (ahol az i, j, k paronként kiilonbdz8) hatszor
(az indexeknek ugyanis hatféle lehetséges sorrendje van). De az x’x ; alaku tagok Osszegét meghatdroztuk
az el6z6 feladatban. Ennek eredményét felhasznalva

op = 53+ 3(0102 — 303) + 603,

és igy 53 = 0 — 30102 + 303. it vigydzni kell az n = 2 esettel, amikor a képlet csak abban az értelemben
marad helyes, ha ilyenkor o3 értékét nullanak tekintjiik. Az x" 4x+1 polinombdl ennek alapjdn leolvashat6,
hogy a gyokok kobeinek dsszege n = 2-re 2, n = 3-ra és 4-re —3, n > 5-re 0.

A masodik megoldasban a Newton—Girard-formuldkat (2.7.8. Tétel) alkalmazzuk:

§3 — 0182 + 02851 — 303 =0.

Nyilvin s; = o1, tovdbbd a Newton—Girard-formuldkbdl (vagy a 2.5.13. Feladatbdl) s, = 012 — 20,. Ezeket
behelyettesitve s3-ra az imént mar kiszdmitott eredmény addédik. A kobosszeget még egy harmadik médon
is meghatdrozzuk majd a 2.7.17. Feladat megolddsédban.

2.7.16. Az elsd keresett polinom nyilvén az

(x — az)(x — b)Y x—-cH=x— (a2 +b2+ A+ (azb2 + a’c® + b*cA)x — a’b*?
lesz. Az x3+3x+1 polinombél a gyokok és egyiitthatok osszefiiggése alapjan a+b+c = 0, ab+ac+bc = 3,
és abc = —1. Ezért a’*b*c* = (abc)? = 1, és a 2.5.13. Gyakorlat alapjan a®> + b*> + ¢> = 0> —2 -3 = —6.
Az a’b? + a*c? + b*c? meghatdrozdsihoz ismét az alaptétel algoritmusat hasznaljuk fel. A fétag a®b?, ezért
els§ 1épésben 05 = (ab + ac + be)?-t kell levonni. De a négyzetdsszeget ki tudjuk szdmitani:

(ab + ac + be)? = a’b? + a*c? + b*c* — 2(abac + abbe + acbe) ,
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és az utols6 tag —2abc(a + b + ¢) = 0. A végeredmény tehdt x> + 6x% +9x — 1.
A maisik egyenlet esetében is okoskodhatnank hasonldan, de a szdmolds nagyon bonyolult lenne. Vegyiik
ehelyett észre, hogya + b +c =0miatta+b = —c,b+c= —a,c+a = —b,ésezérta

g(x) = +a)x+b)x+0)
polinomot kell csak meghatdroznunk. De tudjuk, hogy
x—a)x—b)(x—c)=x>+3x+1.
Ide x helyébe —x-et helyettesitve, és (—1)3-nel szorozva g(x) = x> + 3x — 1 adédik.

2.7.17. A 2.6.3. Gyakorlat szerint homogén polinomok szorzata is homogén, és szorzaskor a fokok Ossze-
adédnak. Ezért Ulk Lo a,f" is homogén, és foka k; + 2k, + ... + nk,. Amikor az alaptétel bizonyitasaban
megadott algoritmust végezziik, akkor tehat mindig egy homogén polinomot vonunk ki f-b6l, melynek a
foka sziikségképpen annyi, mint f foka (hiszen a levont polinomot dgy valasztjuk, hogy a f6tag mindig
kiessen). Vagyis az eljarasban végig olyan tagokat vonunk le, melyekre k; + 2k, + ... + nk, = k, és igy
f tényleg folirhat6 ilyen tagok dsszegeként. Ha f fGtagja x|"' ... x/"n, akkor végig minden viltozo6 kitevje
legfeljebb m; < m lesz. A 2.7.4. Gyakorlat szerint alk' ---Gr];" -ben x; kitevdje k| + k» + ... + k,, ezért
minden levont tagra fenn kell alljon a k; + &k, + ... + k, < m egyenlStlenség is.

A most kapott képletek behataroljak, hogy egy adott f folirdsakor az F' polinomban milyen tagok szere-
pelhetnek egyaltalan (persze f homogén komponenseivel kiilon-kiilon kell elbanni). Illusztracidként ezzel
a mddszerrel is meghatarozzuk az s; kobosszeg folirasat az elemi szimmetrikus polinomokkal.

Ekkorm = 3 = k, ésigy ky + 2k, + ... +nk, =3 ésk; + ... + k, < 3, de ez kevesebbet mond
ebben az esetben, mint az el6z6 feltétel). Mivel mindegyik k; egész szam, latjuk, hogy k4 = ... =k, =0,
tovabbd k3 < 1 (és ha k3 = 1, akkor k, = k; = 0). Ugyanigy kapunk korl4tokat k;-re és k;-re is, és a végén
a kovetkezd lehetéségek maradnak:

§3 = aoz + boyoy + ccrl3 ,
ahol az a, b, c egyiitthat6k ismeretlenek. Ezeket meghatdrozhatjuk alkalmas helyettesitésekkel. Ha x; he-
lyére 1-et, a tobbi hatdrozatlan helyére nulldt {frunk, akkor s3-bdl és o1-bdl 1 lesz, o, és o3 pedig nulldva
valik. Ezért ¢ = 1. Ha x; = x, = 1, és a tobbi valtozé nulla, akkor s3 = 01y = 2,00 = 1, 03 = 0,
és igy 2 = 2b + 8, ahonnan b = —3. Végiil x3-at is 1-re véltoztatva s3 = 07 = 0, = 3,03 = 1,¢ésa
3=a—3-3-3427egyenletbdl a = 3.

2.7.18. Az Utmutatéban bevezetett jeloléseket haszndljuk. Az fy egyiitthatéi a by, ..., b,-eknek egész
egyiitthatos szimmetrikus polinomjai. Ezért ezek folirhatok az elemi szimmetrikus polinomok egész egyiitt-
hatos polinomjaként. Mivel f normalt és egész egyiitthatés, a by, . . ., b, elemi szimmetrikus polinomjainak
az értékei egész szdmok. Ezeket egész egyiitthatds polinomba helyettesitve egész szamot kapunk, és igy fn
tényleg egész egyiitthatos.

Az fy egyiitthat6it a hdromszog-egyenldtlenség (1.4.3. Tétel) segitségével becsiilhetjiik meg. Mindegyik
egyiitthaté a by, ..., b elemi szimmetrikus polinomja, azaz egy legfeljebb 2" tagti dsszeg, amelyben min-
den tag abszolit értéke 1. Ezért f(x) minden egyiitthat6ja abszolit értékben legfeljebb 2”.

Mivel n rogzitett szam, ez 6sszesen csak véges sokféle polinom lehet, és ezeknek Gsszesen is csak véges
sok gyokiik van. A bj.v lehetséges értékei e véges sok gyok koziil keriilnek ki (mikézben N befutja a pozitiv
egészeket). Tehdt mindegyik b;-nek csak véges sok pozitiv kitev6jii hatvanya van. Mivel b; # 0 (hiszen
abszolit értéke 1), ezért b; egységgyok (kiilonben minden hatvanya kiilonbozd lenne az 1.5.8. Tétel miatt).

2.7.19. Jeldlje x| kitevdjét P;-ben m;. Mivel P,y < P;, ezért m;; < m;. Vagyis az m, my, ... sorozat
monoton fogyd, és mivel nemnegativ egészekbdl 4ll, van olyan k, hogy onnantél kezdve egy alland6 m ér-
téket vesz fol. Dobjuk el az els6 k — 1 darab P; polinomot. Ezzel feltehetjiik, hogy mindegyik P;-ben az
x1 kitevdje ugyanaz az m szam.

Ha ezt tudjuk, akkor P;; < P; miatt az x; kitevSinek sorozata is monoton fogy. Ez ismét stabilizalddik,
és véges sok P; kidobasaval elérhetjiik, hogy mar x, kitevGje is minden P; polinomban ugyanaz a szam
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legyen (ez persze nem feltétleniil egyenld az x;-nek az m kitev6jével). Az eljarast folytatva azt kapjuk, hogy
mindegyik x; kitevje mindegyik megmaradt P; polinomban ugyanaz (vagyis nem fiigg i-t6l). De akkor a
megmaradé P; polinomok mar csak egy R-beli egyiitthatdban kiilonbozhetnek, ami ellentmond annak, hogy
P; > P;,, minden i-re.






3. fejezet

A polinomok szamelmélete

3.1. Szamelméleti alapfogalmak

3.1.1. Az x? + 1 polinom vizsgalatdhoz hasonléan jarunk el. Mivel ++/2 irraciondlis, Q folott csakis a
Wtrividlis” x? — 2 = ¢(x?/c —2/c) felbontds 1étezik, ahol ¢ # 0 raciondlis szam. Ezek a trividlis felbontdsok
valés c esetén R[x]-ben is megvannak. Ugyanakkor R folott x> —2 = (x — V2)(x ++/2), és ezt a felbontdst
is modosithatjuk tigy, hogy az egyik tényezot egy valds ¢ # 0 szammal megszorozzuk, a masikat pedig
c-vel elosztjuk.

3.1.2. Ugyaniigy jarunk el, mint amikor a polinomot C és R f6l6tt vizsgaltuk. Mivel masodfokid polinomrél
van sz6, vagy két els6fokud szorzatdra bonthatjuk, vagy pedig egy konstans, és egy masodfoku szorzatéra.
Ha az egyik els6foku tényezd ax + b, akkor —b/a gyoke a polinomnak.

A 7, elemeit végigprobalgatva azt kapjuk, hogy x>+ 1 egyetlen gydke az 1, és igy x>+1 = (x+1)(x +1).
Ezt a felbontast médosithatnink gy, hogy az egyik tényez6t egy nem nulla konstanssal megszorozzuk, a
madsikat pedig ugyanezzel elosztjuk. De Z, egyetlen nem nulla eleme az 1, és igy ezen a médon nem
kapunk dj felbontist. Ugyanezért az x> 4 1-et egy konstans és egy masodfoki polinom szorzatéra is csak
egyféleképpen bonthatjuk: x> + 1 = 1(x? + 1).

A Z; elemeit végigprébdlgatva azt kapjuk, hogy x> + 1-nek ebben a testben nincsen gyoke. Ezért
itt az x> + l-et csakis egy nem nulla konstans és egy masodfokd polinom szorzatdra bonthatjuk. Azaz
XH1=1(x24+1) =22x>+2).

3.1.4. Mintabizonyitdsként a (3) allitdst mutatjuk meg. Mivel r | s, az oszthatdsdg definicidja szerint
van olyan a € R, melyre ra = s. Ugyanigy s | ¢ miatt van olyan b € R, hogy sb = t. De akkor
t =sb=(ra)b =r(ab),ésigyr |t.

A tobbi 4llitds hasonldan igazolhaté. A (2) utolsé allitdsandl ol kell haszndlni, hogy nullosztémentes

gyliriben minden nem nulla elemmel szabad egyszertsiteni (2.2.28. Gyakorlat).

3.1.5. Ha O | s, akkor van olyan a € R, melyre a - 0 = 5. De (a 2.2.22. Feladat miatt) a - 0 = 0, tehat
s = 0. Ugyanakkor r - 0 = 0 miatt r | O tetszSleges r esetén. Ha R test, akkor r | r mindig teljesiil, kivéve
har =0, de t # 0. Valdban, ha r # 0, akkor r(¢/r) = ¢, ha pedig t = 0, akkor az imént bizonyitott llit4s
szerint -nek minden elem osztdja.
3.1.6. Legyen R egységelemes, kommutativ gylir. Ekkor egy r € R (mint konstans polinom) akkor és csak
akkor osztéjaegy f € R[x] polinomnak, ha osztéja f mindegyik egyiitthatjdnak. Valéban, har | f, akkor
van olyan g(x) = by + ...+ b,x" € R[x], melyre

f(x)=rgx)=rbg+...+rb,x".
Tehat f minden egyiitthatdja r-nek tobbszorose. Az allitds megforditdsanak igazoldsdhoz tegyiik fol, hogy
f(x) = ap+ ...+ a,x" minden egyiitthatdja r-rel oszthat6. Ekkor a; = rb; alkalmas by, ...,b, € R
elemekre. Igy

fx)=rbo+...+bx"),

vagyisr | f.
3.1.8. A harom allitds azonnal addédik az oszthatésag elemi tulajdonsdgaibdl (3.1.4. Gyakorlat): a tranzitivi-
tas a (3)-bol, a reflexivitas a (4)-bdl, a szimmetria pedig kdzvetleniil a definiciobol.

37
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3.1.11. Ezt mér belattuk a 2.3.2. Tételben (vagyis igazdb6l a 2.1.7. Allitdsban).

3.1.17. Pozitiv egész szamok esetében két felbonthatatlan akkor és csak akkor asszocidlt, ha egyenld. Igy
minden pozitiv egész folirhaté kanonikus alakban gy is, hogy nem szerepel egységtényezd: az egyenld
felbonthatatlanokat 6sszevonjuk. Specidlisan az 1 iires szorzatként irhaté (2.2.42. Gyakorlat).

Ha egy negativ egész szamban egy p felbonthatatlan paratlan kitevén szerepel, akkor p-nek a negativ
asszocidaltjat (azaz —|p|-t), az 6sszes tobbi szerepld felbonthatatlannak pedig a pozitiv asszocialtjat valasztva
a kanonikus alakban nem lesz egységre sziikség (példdul —72 = (—2)33?). A fennmaradé esetekben, vagyis
ha a szdm egy négyzetszam ellentettje, mindenképpen —1 lesz az egységtényezo.

3.1.18. A kanonikus alak egyértelmiisége precizen a kovetkezot jelenti. Tegyiik fol, hogy

ep'...pon = fqigl gl
ahol e, f egységek, pi,..., pm paronként nem asszocidlt felbonthatatlanok, és ¢, ..., g, is paronként
nem asszocidlt felbonthatatlanok. Ekkor a {py, ..., pn} ésa{qi, ..., g.} halmazok kozott 1étezik egy kol-

csondsen egyértelmi megfeleltetés igy, hogy az egymdasnak megfelel6 felbonthatatlanok asszocidltak, és a
kitev6ik megegyeznek (specidlisan m = n). Vagyis ha p; és g; egymadsnak felelnek meg, akkor p; ~ ¢g;,
és o = /3/

Az allitas bizonyitdsdhoz az alaptétel egyértelmiiségi allitdsat haszndljuk fel. Mindkét oldalon felbont-
hatatlanok szorzata szerepel (ha az e, illetve f egységeket ,,beolvasztjuk” valamelyik felbonthatatlanba,
példaul az egyik p; helyett ep;-et irunk). Ezért a szerepld felbonthatatlanok kozétt van egy kolcsondsen
egyértelmi ¢ megfeleltetés igy, hogy az egymdasnak megfeleld felbonthatatlanok asszociéltak.

Huzzunk egy vonalat p; és g; kozott akkor, ha asszocidltak. Ekkor a ¢ megfeleltetés miatt minden p;-b6l
¢és minden ¢ ;-bdl indul ki vonal. Egyikbdl sem indulhat ki két vonal, mert ha példdul p,-bdl g;-hez és g,-hoz
is vezetne vonal, akkor g, és g, asszocidltak lennének, ami nem igaz. Teh4t a vonalak kodlcsonosen egyér-

telm megfeleltetést 1étesitenek {pi, ..., pm} €s {q1, ..., g} koOzott. Be kell még latni, hogy ha p; ~ ¢;,
akkor a; = B;.

Ha r tetszGleges felbonthatatlan, amelynek o« darab asszocidltja van a bal oldalon, akkor pontosan az
ezeknek ¢-nél megfeleld jobb oldali felbonthatatlanok lesznek » asszociéltjai a jobb oldalon, és igy a jobb
oldalon is o darab asszocialtja van r-nek. Ha tehdt r asszocidltja a bal oldalon p;, a jobb oldalon meg ¢,
akkor p; ~ g, ésa; = B; = a.

3.1.20. Tegyiik fol, hogy az r és s elemeknek u és v is kitiintetett kozos osztéja. Ekkor u kdzds osztd, és
ezért v kitlintetettsége miatt u | v. Az u és v szerepét megcserélve v | u, és igy u ~ v.

3.1.21. Har | s, akkor (r, s) (asszocidltsag erejéig) r lesz, hiszen r k6zos 0sztd, €s ha ¢ is kozos osztd, akkor
t | r miatt r Kitilintetett is. Specidlisan r és O kitiintetett kozos osztoja r (és r asszocidltjai), hiszen r | 0. Igy
(0,0) = 0. Ha (r, s) = 0, akkor O | r, tehat r = 0, és hasonléan s = 0.

3.1.22. Ha adott egy p felbonthatatlan, akkor barmely r € R esetében megtehetjiik, hogy az r kanonikus
alakjdban p asszocidltjai koziil éppen p-t szerepeltetjiik (vagyis ha r felbontdsdban eredetileg p-nek egy
pe asszocidltja szerepel, akkor az e¢ egységtényezot kivissziik a kanonikus alak elejére, és beleolvasztjuk
az ottani egységbe). Az sem akaddly, ha p nem is osztdja r-nek, ebben az esetben p kitevGje r kanonikus
alakjaban nulla lesz. Példdul ha p = —2, akkor 24 = (—1)(=2)33' és 15 = 1 - (=2)?3'5". fgy tetszbleges
két elem, r és s kanonikus alakja folirhaté

r=epy' ...pam és s=fpf31...p,’flm

alakban, amivel az (1)-et belattuk.
Ezekre az elemekre r | s akkor és csak akkor, ha o; < 8; minden 1 < i < m esetén. Valéban, ha ez a
feltétel teljesiil, akkor
s=r(flepl ... plh—on,
és itt f/e egy értelmes eleme R-nek, hiszen e egység, és igy lehet vele R-ben osztani. Megforditva, ha
r | s, akkor van olyan t € R, melyre rt = s. Igy r minden felbonthatatlan osztGja oszt6ja s-nek, és



3.1. SZAMELMELETI ALAPFOGALMAK 39

igy  kanonikus alakja is folirhaté 1 = gp]' ... pi" alakban, ahol g € R egység. A szorzast elvégezve a
kanonikus alak egyértelmiisége miatt o; + y; = B; ad6dik, vagyis o; < f; tényleg teljesiil. fgy (2) is igaz.
Ha az asszocialt osztékat nem kiilonboztetjiilk meg egymastol, akkor ezek szama

(@1 + Dz + 1. (@ + 1)

(ugyanugy, mint a pozitiv egészek esetében), hiszen a ; kitevd 0, 1, ..., «;, vagyis «; + 1-féle lehet, és
ezek a vdlasztidsok egymadstol fiiggetlenek.

Most mér meg tudjuk mutatni, hogy ha §; = min(e;, B;), akkor a fenti r és s elemeknek az u = pf' oo plm
kitiintetett k6zos osztéja lesz. A (2) allitas szerint u kdzos osztd, mert a kanonikus alakjidban szerepld
8; kitevbkre §; < «; és6; < B; is teljesiil. Ha viszont v is k6zos osztdja r-nek és s-nek, akkor v-nek is minden
felbonthatatlan osztGja valamelyik p; asszocidltja, €s igy v kanonikus alakja is folirhaté v = gpi" ... p;"
alakban, ahol g € R egység. Igy (2) miatt y; < o; és y; < fB; minden i-re, de akkor y; legfeljebb akkora
lehet, mint o; és B; koziil a nem nagyobb, vagyis §;. Tehat (2) miatt v | u. Ezzel a Kitiintetett kozds osztd
1étezését, azaz a (3) allitast belattuk.

Azt mondjuk, hogy az u € R elem az r és s elemek kitiintetett kozds tobbszorose, har | u éss | u
(azaz u kozos tobbszoros), €s ha v tetszdleges kdzos tobbszorose r-nek és s-nek, akkor u | v. Az eddig
bizonyitottakhoz teljesen hasonldéan igazolhatd, hogy a fenti r és s elemeknek

max(oy,B1) max (&, Bm)
1 cccPm

kitiintetett kozos tobbszorose lesz. Az, hogy a kitlintetett k6zos tobbszords asszocidltsag erejéig egyértelmd,
ugyanuigy igazolhatd, mint ahogy a kitiintetett k6zos 0szt6 esetében tortént a 3.1.20. Gyakorlatban.

Végiil ha kettdnél tobb, de véges sok elem adott, akkor ezeknek is van k6zos kanonikus alakja. Kitiin-
tetett kozos osztot tigy kapunk, hogy minden p felbonthatatlan esetében az eléfordulé kitevék minimumat
vessziik. Ha a maximumot vessziik, akkor az eredmény Kkitiintetett k6zos tobbszoros lesz.

ot}

J1 Végtelen sok elem esetében megtehetjiik, hogy a k6zos kanonikus alakot ,,végtelen sok tényezGs” szorzatnak
képzeljiik, amelyben azonban véges sok kivétellel minden kitevd nulla. Ezzel a konvenciéval érvényben marad
a kitiintetett k6zos oszté képlete, és igy az mindig 1étezik. A Kkitiintetett kozos tobbszoros esetében azonban
el6fordulhat, hogy egy p prim kitevoje az egyes elemekben egyre nagyobb, és igy nincsen maximumuk. ElS-
fordulhat tovabba az is, hogy ugyan minden p-re 1étezik ez a maximum, de az eredményben végtelen sok prim
szerepel nem nulla kitevével, és ezeket nem tudjuk 6sszeszorozni. Ebben a két esetben az eredeti szamoknak méar
kozos tobbszorose sincs. Ha viszont nem ez a helyzet, akkor a képlet kitiintetett kozos tobbszorost szolgaltat.

3.1.24. Tegyiik fol, hogy r | st és (r,s) ~ 1. A Kitiintetett kdzods osztd kiemelési tulajdonsdga miatt (r¢, st)
és (r, s)t asszocidltak. Mivel r és s relativ primek, ezért (r, s)t ~ t. Masfeldl viszont r kdzds osztdja rt-nek
és st-nek, vagyis r | (rt, st) ~ (r, s)t ~ t. Tehét tényleg r | ¢.

3.1.26. Legyen R szokdsos gyfirti, és p € R prim. Meg kell mutatni, hogy p felbonthatatlan. Mivel p prim,
p nem nulla, és nem egység. Tegyiik fol, hogy p = rs. Ekkor r és s is osztdja p-nek. Masrészt p | rs,
és igy p primtulajdonsdga miatt p | r vagy p | s. Az els6 esetben tehdt r és p asszocidltak, a masodikban
pedig s és p asszocidltak. A p = rs felbontas tehat csak trividlis lehet, és igy p tényleg felbonthatatlan.

o

JJ A gyakorlat masodik allitdsa a 3.1.27. Gyakorlatbdl is adddik, hiszen alaptételes gydiriben barmely két elemnek
van kitiintetett k6zos osztéja (3.1.22. Gyakorlat). Hasznos azonban, ha az Olvasé megismer egy kozvetlen
bizonyitast is, most ez kovetkezik. Ugyanigy érdemes megprdobalkozni a 3.1.23. Tétel kdzvetlen bizonyitdsaval

2

alaptételes gyfirtik esetén.

2

Legyen R alaptételes gyfir(i, és p felbonthatatlan eleme R-nek. Ekkor p nem nulla és nem egység, meg
kell mutatni, hogy primtulajdonsdga. Tegyiik fol, hogy p | rs, azaz rs = pt alkalmas r € R esetén. Ha
r (vagy s) nulla, akkor ennek osztdja a p, ha pedig r és s valamelyike egység, akkor p nyilvan osztdja a
madsiknak. Ha t egység, akkor p felbonthatatlansdga miatt r és s egyike p-nek asszocidltja. A fennma-
rad6 esetekben az r, s és ¢ elemeket folirhatjuk felbonthatatlanok szorzataként. Legyen r = p;... p,,
S=4¢q1...qnést =21...2;. Ekkor

P ... Lk =pt=FrS=p1...Puq1---qn -
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Az R gyiri alaptételes, igy az rs elemnek a felbontdsa egyértelmd. Mivel p szerepel a bal oldalon, ezért
a jobb oldalon all6 tényezGk valamelyike p-nek asszocidltja. Ha ez valamelyik p;, akkor p | r, ha meg
valamelyik g, akkor p | s. Tehét p tényleg prim.

3.1.27. Legyen p felbonthatatlan elem. Ekkor p nem nulla, nem egység, és mindegyik oszt6ja vagy egység,
vagy p-nek asszocidltja. Tegyiik f6l, hogy p | rs, de p 1 r. Ekkor (p, r) oszt6ja p-nek, de nem lehet p-nek
asszocidltja (mert akkor p ~ (p,r) | r miatt p | r teljesiilne). Mivel p irreducibilis, (p, r) csak egység
lehet. A 3.1.24. Gyakorlat szerint tehat p | s.

3.1.28. Tegyiik fol, hogy f = p1...px = q1...q9¢ az f € R elem két felbontdsa irreducibilisek szorza-
tdra. A feltevés szerint p; prim, és mivel oszt6ja a q; . .. g, szorzatnak, osztdja valamelyik g; tényezdnek.
De g; irreducibilis, p; pedig nem egység, €s igy p1 ~ g;. Vagyis q; = pie; valamilyen e; egységre.
Rendeljiik hozzé pi-hez g;-t, €s mindkét oldalt egyszerGsitsiik p;-gyel. Ezutdn p,-vel folytatjuk az eljarast.
Amikor az 0sszes p; elfogyott, akkor a bal oldalon 1 marad, a jobb oldalon pedig az e; egységeknek és
még esetleg néhany g ;-nek a szorzata. De minden ilyen megmarado g; osztdja lenne 1-nek, ami nem lehet
(hiszen g; irreducibilis, tehdt nem egység). Ezért a p;-k és a g;-k egyszerre fogynak el, €s igy a kozottiik
most felépitett leképezés kolcsondsen egyértelmti.

3.1.29. Az oszthat6sdg akkor teljesiil, ha van olyan f(x) = ag + ...+ a,x" polinom, melyre
3x2 =2x(ag + ... + apx™) = 2apx + 2a1x*> + ... + 2a,x" .

Két polinom akkor egyenld, ha a megfeleld egyiitthatéik megegyeznek. Ezért 2a; = 3, és 2a; = 0 hai # 1.
A 2a; = 3 egyenletnek a C, R, Q testekben van megolddsa (a; = 3/2), Z-ben azonban nincs. Tehat az
oszthatésdg nem igaz Z[x]-ben, a masik harom esetben azonban igen: 3x? = (2x)((3 / 2)x).

Megjegyezziik, hogy polinomok kozott az oszthatésdgot dltaldban nem ezzel a médszerrel érdemes eldon-
teni, hanem a kovetkezd, 3.2. szakaszban targyalt maradékos osztasi eljaras segitségével (lasd a 3.2.19. Gya-
korlatot is).

3.1.30. Ez a gyakorlat azt jarja koriil, hogy a felbonthatatlan illetve prim elemek definicidjdban (3.1.13,
illetve 3.1.25) mennyire volt sziikséges kiilon kikotni, hogy a széban forgd elem nem lehet sem nulla, sem
egység.

Trividlis felbontést eleve csak nem nulla elem esetében definidltunk. A nulla ugyanis tdl ,.furcsdn” vi-
selkedik: a 0 = O - O felbontdsban példdul mindkét tényezd a 0-nak asszocidltja, de egyik tényezd sem
egység. Nullosztomentes gyirtiben az igaz, hogy a nulla minden felbontdsdban az egyik tényezé a nulldnak
asszocidltja lesz (tudniillik 5Gnmaga). Egy egység minden felbontdsa trividlis, hiszen minden tényez6 egység
lesz.

Egy R gytirtiben a 0 | rs-b6l akkor és csak akkor kovetkezik, hogy O | » vagy O | s, ha R nullosztémentes
(hiszen O | ¢ akkor és csak akkor, ha t+ = 0). Minden egységre teljesiil, hogy ha osztdja egy szorzatnak,
akkor osztéja valamelyik (s6t mindegyik) tényezének.

3.1.31. Ismét a 3.1.22. Gyakorlatban a kitiintetett kozos osztora és a kitiintetett kzos tobbszordsre kapott
képlet segitségével szamolunk, ekkor mindegyik kitevoben a

min(a, B) + max(e, B) = a + B

azonossagot kell igazolni. Ez pedig teljesiil, hiszen ha két szdm koziil a kisebbet hozzdadjuk a nagyobbhoz,
akkor a két szdm Osszegét kapjuk.

3.1.32. Tudjuk a 2.2.35. (2) Gyakorlat megolddsabdl, hogy a Gauss-egészek kozott négy egység van: a £1
és a i. Hatdrozzuk meg a 2 oszt6it ugyanezzel a gondolatmenettel. Ha (a + bi)(c + di) = 2, akkor ezt az
egyenletet a konjugéltjdval megszorozva

@+ b)) (* +d*) =4
adédik. Ha itt a®> + b*> = 1, akkor az idézett megolddsban ldttuk, hogy a + bi egység. Ugyanigy ha
c® +d* =1, akkor ¢ + di egység, és akkor a + bi értéke 2, —2, 2i, vagy —2i lesz. Ezek tehat a 2 trivialis
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felbontdsai. Az egyetlen tovabbi lehetSség, ha a®> + b* = 2. Ekkor a és b is csak +1 lehet, és a + bi-re
14+i, 1—i, —1+i, —1 —i adédik (vagyis az 1 + i négy asszocidltja). Igy végiil is 2 oszt6i 1, 1 + i, 2, és
ezek asszocidltjai.

Most meg kell nézniink, hogy ezek koziil melyek osztjdk 1 + 3i-t. Az 1 nyilvan osztja, a 2 nem, mert
ha 2(u + vi) = 1 4+ 3i, akkor innen 2u = 1 (és 2v = 3), ami u és v egészekre lehetetlen. Végiil az
(1 4+ 3i)/(1 + i) osztast elvégezve 2 + i adédik, ami Gauss-egész. Tehat 1 4+ i | 1 + 3i, ésigy a2 és az
1 + 3i kitiintetett k6zos 0sztdi 1 4 i asszocialtjai.

J1 A fenti meggondoldst praktikusan csak kis szdmokra lehet végrehajtani. Azonban a Gauss-egészek kozott is

el lehet végezni a maradékos osztast, és az euklideszi algoritmust is, amivel dltaldban is meg tudjuk hatarozni

két Gauss-egész kitiintetett kozos osztGjat. Ervényes az alaptétel is, és ez az egyik kiindulépontja érdekes,

egész szamokra vonatkozé tételek bizonyitasdnak. Az érdekl6d6 Olvaso ezzel a témaval az [1] konyv 7.4. és
7.5. szakaszaban ismerkedhet meg.

7

3.1.33. Legyen R kommutativ, nullosztomentes gyliri. Belatjuk, hogy ha egy r # 0 elem oszt6ja 6nmaga-
nak, akkor R egységelemes. Val6ban, ekkor van olyan x € R, hogy rx = r. Innen rxs = rs, majd r-rel

s

egyszerlisitve xs = s teljesiil minden s € R esetén, azaz x egységeleme R-nek. (Ez a gondolatmenet a
késdbbi 5.3.4. Lemma bizonyitasa.)

Ha tehdt e € R minden elemnek osztdja, akkor e | e miatt R egységelemes, kivéve ha e = 0, amikor
a 2.2.22. Feladat szerint R a nullgy(ir. Ha p € R prim, akkor p | p*-bdl a primtulajdonsdg miatt p | p
kovetkezik, és igy most is azt kapjuk, hogy R egységelemes. Ha r és s asszocidltak, akkor r | s | » miatt
r | r, és igy ha R nem egységelemes, akkor r = 0. Igy r | s miatt s = 0, vagyis az egyetlen asszocialt
elempér a (0, 0).

A péros szdmok nyilvan részgytr(t alkotnak Z-ben, amely nem egységelemes, hiszen a 2x = 2 egyen-
letnek Z-ben is csak az 1 szdm megoldasa. A felbonthatatlanok a néggyel (Z-ben) nem oszthaté szdmok
(vagyis a 4k 4 2 alakd szamok, ahol k € Z). Ezek valéban felbonthatatlanok, hiszen két paros szam szorzata
oszthaté néggyel. Megforditva, ha egy nem nulla szdm néggyel oszthaté Z-ben, vagyis 4k alaki, akkor
2(2k) a péaros szamok korében készitett (egyik) felbontdsa, amely nemtrividlis (hiszen nem nulla szdmnak
ebben a gy(irliben nincs is asszocialtja).

Ezek szerint minden paros szdm felbonthat6 a paros szdmok gytr{ijében felbonthatatlanok szorzatara:
ha a Z-beli kanonikus alakjaban 2" szerepel, akkor n — 1 darab kettest kiemelve a megmarad6 tényezo is
felbonthatatlan lesz. A felbontds nem egyértelmd, példaul 36 = 2 - 18 = 6 - 6 két Iényegesen kiilonb6zo
felbontas felbonthatatlanok szorzatdra (mert a 2 nem asszocidltja a 6-nak).

JJ Ha a 3.1.7. Definici6 utdni megjegyzésben leirt asszocidltsdg-fogalmat hasznaljuk, akkor a paros szdmok gyir-
jében két elem akkor és csak akkor lesz asszocidlt, ha egyenldk, vagy egymas ellentettjei.

3.1.34. Ha a 3 prim lenne R-ben, akkora3-3 =9 = (2 +iv5)2—iV5) Osszefliggés miatt osztand 2 4 iv5
és 2 — i~/5 valamelyikét. De ha példdul 3(a + biv/5) = 2+ i~/5 lenne, akkor a val6s részeket véve 3a = 2,
ami egész a-ra nem teljesiil. Tehat a 3 nem prim.

A 3 osztéinak megkereséséhez a 3.1.32. Gyakorlat mintdjara jarunk el. Tegyiik fol, hogy

(@ +biv/5)(c + div/5) =3.
Ezt az egyenletet a konjugéltjdval megszorozva
(@* +5b*)(c* +5d*) =9

adodik (és e két tényezd pozitiv egész). Tehat csak a9 = 1-9 = 3 -3 = 9 - 1 felbontds jon széba. De
a’ 4+ 5b> > 5,ha b # 0. Ezért a®> + 5b° soha nem lesz 3 (mert az nem négyzetszdm), és 1 is csak gy lehet,
ha a 4 bi~/5 = +1. Mivel a %1 egységek, a 3 mindegyik felbontdsa trividlis. Ezzel (1)-et belattuk, és azt
is, hogy 3 osztéi csak £1 és £3.

A (2) esetében a vilasz nemleges. Tegyiik fol ugyanis, hogy d € R Kkitiintetett kzos osztéja 9-nek

és 3(2 + i+/5)-nek. Mivel 3 kozds osztdja e két szamnak, 3 | d, azaz d = 3r alkalmas r € R elemre.
Hasonl6képpen 2 + i+/5 | d is teljesiil. Mivel d | 9, ezért r | 3. Az el6z6ek szerint r = +1 vagy r = %3.



42 3. A POLINOMOK SZAMELMELETE

Mindkett lehetetlen, az r = +1 azért, mert akkor d = +3, és ennek 2 +i+/5 nem osztGja, az r = +3 pedig
azért, mert akkor d = £9, ami nem osztdja 3(2 4§ V5)-nek.

3.1.35. Ez a halmaz nyilvan zart az Osszeadasra és az ellentettképzésre, €s tartalmazza a konstans polino-
mokat is. Ha két ilyen polinomot 6sszeszorzunk, akkor a szorzatban a konstans tagon kiviil csupa legalabb
negyedfok tag szerepel, tovabba olyan masodfoku tagok konstansszorosai, amelyek valamelyik tényezének
is tagjai. Igy xy nem szerepelhet a szorzatban, és ezért a megadott halmaz zart a szorzdsra. A 2.2.26. Feladat
miatt tehat R tényleg részgyliri. Az R egységelemes, hiszen 1 € R, és mivel R[x, y] szokdsos gyfird, R is
nullosztémentes és kommutativ.

Belatjuk, hogy az x3y? és az x*y? polinomoknak nincs R-ben kitiintetett kozos osztéja. Az x°y? oszt6i
R[x, y]-ban nyilvédn az x"y™ (valds) konstansszorosai, ahol n < 3 és m < 2. Az R-ben ezek koziil példdul
x2y nem oszt6, mert (x3y?)/(x2y) = xy ¢ R. Vagyis x’y? 0szt6i R-ben (konstansszoros erejéig) 1, x2, x>,
y2, xy?, x*y2. Hasonl6an folirhatjuk x2y? osztéit is, a kozosek 1, x>, y? (konstansszorosai). Ezek kozott
pedig nincs olyan, ami a tobbinek tobbszdrdse lenne.

3.1.36. Azt, hogy R szokdsos gyfir(, ugyanigy bizonyithatjuk be, mint ahogy R[x]-rél megmutattuk, hogy
szokasos gytrd: itt is igaz lesz, hogy a f6tagok szorzata a szorzat fétagja. Belatjuk, hogy x-nek minden
osztdja cx” alaku, ahol ¢ € R, és 0 < r < 1 valés szam.

Valéban, ha pg = x, akkor a f6tagokat dsszeszorozva x-et kell, hogy kapjunk, és igy ha p fétagja cx”,
q fétagja pedig dx*, akkor cd = 1 ésr + s = 1. Legyen p, illetve ¢q ,,altagja”, azaz legalacsonyabb ,,fokd”
tagja ¢’x", illetve d’x*. A szorzatpolinom képletébdl lathatjuk, ugyandgy, mint a fétagok esetében, hogy a
pq szorzat altagja” ¢’d'x”+* lesz, és ez most szintén x. Emiatt 7' +s' = 1, de 7’ < r és s’ < s miatt ez
csak ugy lehetséges, ha r’ = r és s’ = 5. Vagyis a p és a ¢ polinom is csak egyetlen tagbdl dllhat.

Igy viszont x-et nemhogy nem tudjuk felbonthatatlanok szorzatira bontani, de még felbonthatatlan osz-
t6ja sincs! Ugyanis cx” folirhaté cx’/? és x"/? szorzataként, és (ha r > 0, akkor) ez nemtrivislis felbontds,
hiszen R egységei a nem nulla konstans polinomok. (Ha r = 0, akkor viszont cx” egység, tehit ismét nem
felbonthatatlan.)

3.2. A maradékos osztas

3.2.3. Ugyanigy bizonyitunk, mint az egész szdmok szdmelméletében, a 91. oldalon taldlhat6 jeloléseket
haszndljuk. Elsének azt mutatjuk meg, hogy r, k6z0s osztdja f-nek és g-nek. Az utolsé sorbdl latszik,
hogy r,, | r,—1. Az utolsé el6tti sor szerint r,, | r,—,. Ugyanigy haladunk tovédbb felfelé: ha mar tudjuk, hogy
r, 0sztdja rj1-nek €s rj-nek is, akkor azt a sort haszndlva, amelynek a bal oldalan r;_; 4ll, azt kapjuk, hogy
| 7j—1. A mésodik sorhoz érve r, | g, végiil az els6 sorbdl r, | f adodik.

Az r, kitiintetettségének igazoldsahoz tegylik fol, hogy i | f és h | g is teljesiil. Az els6 sorbdl ekkor
h | ri. A masodik sorbdl ezt felhaszndlva h | r,. Lefelé haladva sorban latjuk, hogy 4 | r; minden j-re,
végiil az utolsé el6tti sor adja a kivant & | r, Osszefiiggést.

Végiil az r,-et el6allitjuk fp + gqg alakban. Ismét alulrdl folfelé haladunk. Az utolsé elbtti sor szerint
Fn = Fpn—p—Fy—1q,. 1de helyettesitjiik az r,,_;-nek az alulrél a harmadik sorbdl kapott r,—y = r,_3—r,_2gn—1
eldallitasat:

'n ="Tn—2 —Tn-14n = T"n—2 — (rn—?a - rn—ZCIn—l)q;'L =
= ru-3(—qn) + ra2(1 + gn-19s) .

Vagyis az r,-et most mar r,,_3 és r,_, segitségével allitottuk el6. Ha most r,,_,-t fejezziik ki az alulrél sza-

mitott negyedik sorbdl, és ide behelyettesitiink, akkor r,-nek az r,,_4 és r,,_3 segitségével kapott eléallitasat
kapjuk. Az eljarast folytatva végiil r,,-et f és g segitségével folirva kapjuk meg.

J3 Azt tandcsoljuk az Olvasénak, hogy ezt a visszahelyettesitési eljdrdst ne éltaldban prébélja megérteni, hanem
el6szor két konkrét pozitiv egész szdmra végezze el. Ezutdn érdemes ugyanezt polinomokkal is kiprébélni, erre
szolgél a 3.2.17. Gyakorlat. A most leirt eljards hangsilyozottan a p és g megkeresésére szolgdl, ha csak azt
akarjuk megmutatni, hogy 1étezik ilyen p és g, akkor inkdbb a 3.2.7. Tétel bizonyitdsat érdemes kovetni.
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3.24. A 2 konstans polinom oszt6i Z[x]-ben csak +1 és £2 (mert ha 2 = pgq, akkor p és g is csak
nulladfokd lehet). Ezek koziil x-et =1 osztja, 2 nem. Tehat 2 és x kozos osztéi csak £1, és igy ezek kitiin-
tetettek is. Ugyanakkor ha 2p(x) + xq(x) = 1 lenne alkalmas p, g € Z[x]-re, akkor x = O-t helyettesitve
2p(0) = 1, ami lehetetlen, mert p(0) egész szam.

3.2.5. Ha f és g valamelyike nulla, akkor a kitiintetett k6zos osztéjuk a masik lesz. Természetesen a
nagyobb fokit érdemes osztani a kisebb fokuval, vagyis ha véletleniil gr( /) < gr(g), akkor meg kell cserélni
a két polinomot. Ha mar az els6 osztds maradéka, r; = 0 (azaz g | f), akkor a kitiintetett kozos oszté g lesz.
Ez persze nem latszik rdnézésre, csak ha az osztést elvégezziik.

43 A fenti diszkusszi6 nagy részét elkeriilhetjiik, ha a g = ro (s6t f = r_1) jelolést bevezetjilk. Ez azonban, bar
formalisan megoldana a problémakat, a sz&nyeg ald soporné az el6z6 bekezdésben megvizsgalt kérdéseket.

3.2.6. Az euklideszi algoritmus elvégzése soran minden szamitas ugyanaz lesz, akar Q, akar C folott gon-
dolkozunk (hiszen a szdmitdsokban csak a négy alapmiveletet hasznéljuk), ezért a végeredmény, azaz a
kitiintetett kozos osztd is ugyanaz. Természetesen a kitiintetett kozos oszté csak konstansszoros erejéig
egyértelmd, vagyis a kapott raciondlis egyiitthatés polinom nem nulla raciondlis konstansszorosai lesznek
kitiintetett kozos osztok Q[x ]-ben, és a nem nulla komplex konstansszorosai lesznek kitiintetett kozos osztok
Clx]-ben. Ezért minden Q folotti kitiintetett k6zos oszté egyben C f6lott is az.

Az altalanositds a kovetkezs. Legyen T test, és S részteste T-nek. Ha h Kkitiintetett kozos osztdja az
f, & € S[x] polinomoknak S[x]-ben, akkor & az f és g kitiintetett kozos osztdja T'[x]-ben is. A bizonyitds
ugyanaz, mint az el6z6 bekezdésben.

3.2.8. Elképzelhetd, hogy I csak a nullapolinombdl all, és ekkor nincsen benne legalacsonyabb foki poli-
nom (mert az egyetlen elemének nincs foka). De ebben az esetben a hy = 0 valasztas megfeleld lesz, hiszen
ennek tobbszorosei kiadjdk I 0sszes elemét. Természetesen f, g € I miatt ez az eset csak akkor fordulhat
el6, ha f = g = 0, amikor a Tétel allitasa kozvetleniil is nyilvanvald.

3.2.9. Ezek azok a részhalmazok, amelyek egy adott szdm Osszes tobbszordsébdl dllnak. Egy d szdm
tobbszordseinek halmaza nyilvan zart az dsszeaddsra, és nyilvdn minden elemének minden tobbszorosét is
tartalmazza.

Megforditva, legyen I < Z ilyen tulajdonsdgi, nem lires halmaz. Ha I csak a nulldbdl 4ll, akkor ez
a nulla 6sszes tobbszoroseinek halmaza. Ha nem, akkor van /-ben pozitiv szdm is, hiszen ha —k € I,
akkor k € I (mert k tobbszorose —k-nak). Legyen d az I halmaz legkisebb pozitiv eleme. Megmutatjuk,
hogy [ pontosan a d tobbszoroseibdl all. Az a feltételbdl nyilvanvald, hogy d tobbszordsei benne vannak
I-ben. Legyen most n € I, és osszuk el n-et maradékosan d-vel n = dqg + r, ahol 0 < r < d. Innen
r =n+ (—q)d € I, hiszen I zért az 6sszeaddsra. Mivel I-ben nincs d-nél kisebb pozitiv szdm, r = 0, és
igy d | n. Vagyis I tényleg d tobbszoroseibdl all.

Az 1.5.8. Tétel bizonyitasdban egy z komplex szdm jo kitevOinek halmazét vizsgaltuk. Nyilvanvalo,
hogy ez az I halmaz a feladatban leirt tulajdonsdgd: ha z” = 1 = 7™, akkor "™ = 1, és minden k egészre
7% = 1. Teh4t az I halmaz egy pozitiv d tobbszoroseibdl 4ll (és ez a d pontosan a z rendje lesz).

3.2.11. Nem irreducibilis, a 2x = 2 - x nemtrividlis felbontds. Ugyanis Z[x] egységei a 3.1.11. Gyakorlat
szerint csak 1, és {gy sem 2, sem x nem egység.

2 o

3.2.13. A 3.2.3. Gyakorlat (vagy a 3.2.7. Tétel) szerint egy T test folotti T [x] polinomgyf{ir(iben barmely
két f és g polinomnak van Kitiintetett kozos osztGja. Igy a 3.1.27. Gyakorlat mutatja, hogy 7'[x] minden
irreducibilis eleme prim. Végiil a 3.1.28. Feladat adja az alaptétel egyértelmiiségi allit4sat.

3.2.14. Tegyiik fol, hogy van olyan nem konstans polinom 7 [x]-ben, amely nem bonthat6 f6l irreducibilisek
szorzatdra. Vdlasszunk ezek koziil egy minimadlis fokszdmu f polinomot. A minimalitds azt jelenti, hogy
az f-nél kisebb foki nem konstans polinomok mér mind felbomlanak irreducibilisek szorzatdra. Az f nem
lehet irreducibilis, hiszen akkor 6nmaga, mint egytényezds szorzat az f-nek irreducibilisekre val6 felbon-
tdsa lenne. Ezért f felbomlik az f-nél alacsonyabb fokd g és h polinomok szorzatira. Az f fokdnak a
minimalitdsa miatt g és & mar felbomlik irreducibilisek szorzatdra: ¢ = p;...p, ésh = q1...qnu. De
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akkor f = pi...puq1-..qn az f-nek irreducibilisek szorzatara valé felbontdsa. Ez ellentmondds, ezért
ilyen f polinom nincs, és igy minden nem konstans 7 [x]-beli polinom irreducibilis polinomok szorzatira
bomlik.

3.2.16. A hanyados x/2 — 1/2, a maradék (5/2)x — (7/2).
3.2.17. Az eredmények a kovetkezok.
(1) A Kitiintetett kozos 0szté x> + x + 1 (illetve ennek barmelyik konstansszorosa), és

K Hx+1=(—1/Dx+(2/9) f(x) + (1/6)g(x).
(2) Itt hdrom osztést kell elvégezni. A kitiintetett kozos osztd
x—1=C0)E =D+ +xH)P-1).
Az 4ltaldnos eljardst a 3.2.3. Gyakorlat megolddsaban irtuk le.

3.2.18. Nem végezhetd el. Az oszténak, vagyis a 2 polinomnak a foka 0, ennél r foka kisebb nem lehet.
Ezért r a nullapolinom, vagyis x = 2¢g(x). De ez lehetetlen: az x polinom nem oszthat6 2-vel Z[x]-ben,
mert egy polinom itt akkor és csak akkor oszthat6 2-vel, ha mindegyik egyiitthatdja paros (3.1.6. Gyakorlat).

3.2.19. Igaz, a maradékos osztds Q[x]-beli egyértelmiisége miatt. Ha ugyanis g = fh, ahol h € Z[x],
akkor ¢ = fh + 0 egy maradékos osztas Q[x]-ben, tehdt az eljarasnak ezt kell kihoznia. A megforditas
nyilvanvald.

3.2.20. A lényeg az, hogy az osztasi eljards sordn végig minden egyiitthaté S-ben lesz, hiszen most g f6-
egyiitthat6jdval lehet S-ben osztani. A 3.2.2. Allitds bizonyitdsahoz hasonléan tehét a kovetkezéképpen ha-
ladhatunk. Mivel g f6egyiitthatdja invertdlhat6 S-ben, ezért itt lehet vele maradékosan osztani: f = gq,+ry,
ahol g1, r; € S[x], és r; = 0, vagy r; foka kisebb g fokdnal. Ugyanakkor f = gg + 0 alkalmas g € T[x]
polinomra, hiszen g osztdja f-nek 7'[x]-ben. A maradékos osztds egyértelmiiségét T [x]-ben alkalmazva
(g = q1 és) 0 = ry adddik, azaz g osztdja f-nek S[x]-ben is.

3.2.21. A 3.2.6. Gyakorlat szerint mindegy, hogy az (f, g) € S[x] kitiintetett kozos osztét T [x]-ben, vagy
S[x]-ben szdmitjuk-e ki. A T[x]-ben x — b k6z0s osztdja f-nek és g-nek, ezért osztdja a kitiintetett kozos
osztonak is. Vagyis (f, g) nem konstans polinom. De (f, g) | g az S[x]-ben, és mivel g irreducibilis
S folott, az (f, g) vagy konstans, vagy g-nek asszocidltja (azaz konstansszorosa). Az el6bbit kizartuk, az
utobbi esetben viszont g ~ (f, g) | f miatt g | f.

3.2.22. Az f polinomot x — b-vel osztva f(x) = (x — b)q(x) + r adddik, ahol r konstans. Az x helyére b-t
helyettesitve r = f(b). Specidlisan f(b) = 0 akkor és csak akkor, ha f oszthaté x — b-vel.

3.2.23. Nulla lesz a maradék. Ha csak a maradékra vagyunk kivancsiak, és az oszté gyokeit ismerjiik, akkor
ezeknek a gyokoknek a behelyettesitése segithet a maradék megkeresésében. A legegyszertibb példat erre
az el6z6 gyakorlatban lattuk: f-et x — b-vel osztva a maradék f(b) lesz.

Most masodfokud polinommal osztunk, ezért a maradék ax + b alaki polinom:

x4+ 1=+ x+ Dgx) + (ax +b)

(ahol a és b raciondlis szdmok, hiszen az x* + x? + 1 osztand6 és az x> + x + 1 oszté is raciondlis
egyiitthatés). Az x> +x +1 = (x> — 1)/(x — 1) polinom gyokei a primitiv harmadik egységgyokok:
g1 = cos 120° + i sin 120°, és & = co0s240° + i sin240°. Mivel &} = ¢;, ezek gyokei az x* + x> + 1
polinomnak is. Ezért behelyettesitve ae; + b = 0 adédik. A két egyenletet kivonva a(e; — ;) = 0, és mivel
g1 — & #£0,ezérta =0,ésag; + b =0-bol b = 0.

Egy lehetséges dltaldnositds, hogy x* + x? + 1 helyett az f(x) = x** 4+ x" + 1 polinomot tekintjiik. Ha
n nem oszthat6 3-mal, akkor f-nek is gyoke lesz ¢; és &;, és igy a lefrt gondolatmenet alapjdn f is oszthatd
x2 4+ x + 1-gyel.

Misik megoldasként az x> + x" + 1 = (x* — 1)(x" — 1) Osszefiiggést felhaszndlva az x** + x" + 1
polinomot gyoktényezdkre bonthatjuk C[x]-ben. Ha 3 1 n, akkor nyilvdn x — &; és x — & is kozottik van,
és egyszerre is kiemelhetdk.
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Harmadik megoldas: x* + x> + 1 =x* +2x>2 4+ 1 - x> = x>+ 1> = x> = >+ 1+ 0) (x> + 1 —x).

3.2.24. Itt mar nem praktikus a maradékos osztas elvégzése, az el6z6 gyakorlat megoldasdban latott techni-
kat alkalmazzuk. Legyen

x4 x5 x4 1= (2= Dg(x) + (ax +b).

Az x helyébe 1-et és —1-et helyettesitve a + b = 4 és —a + b = 4 adédik, ahonnan a = 0, b = 4, tehat a
maradék 4.

Az x? + 1-gyel val6 osztdskor i-t és —i-t érdemes helyettesiteni. Az i-t behelyettesitve ai + b = 0
adédik. Itt a, b valés (s6t mellesleg egész, hiszen az osztd, x> + 1 féegyiitthatéja invertalhaté Z-ben). Ezért
ai + b = 0-bdl azt kapjuk, hogy a = b = 0, vagyis az osztasndl a maradék nulla.

Erre a gyakorlatra is konnyen adhatunk masodik megoldast egyszer{i azonos atalakitdsokkal.

3.2.25. Mivel f maradéka 2 az x — 1-gyel osztva, ezért (1) = 2, a mdsik feltétel miatt pedig f(2) = 1.
Ha f(x) = (x — 1)(x —2)g(x) + (ax + b), akkor x = 1 és x = 2 helyettesitéssel 2 =a + b és 1 = 2a + b,
ahonnan ax + b = —x + 3.

3.2.26. A b gyok h-beli multiplicitdsa az f-beli és a g-beli multiplicitdisok minimuma lesz. Ha ugyanis
b multiplicitdsa f-ben k és g-ben £, ahol mondjuk k < ¢, akkor (x — b)* kozos osztéja f-nek és g-nek,
és igy osztdja h-nak is. De h-ban nem lehet b multiplicitdsa k-ndl nagyobb, hiszen & | f. Megjegyez-
ziik, hogy ha R[x] alaptételes, akkor f és g kanonikus alakjat folirva a kitiintetett kzos oszté képletébdl
(3.1.22. Gyakorlat (3)) is ezt az eredményt kapjuk.

3.3. Gyokok és irreducibilitas

3.3.7. Az indukcidnak azt a formé4jat alkalmaztuk, amit a 3.2.1. Tétel bizonyitasdban. Ha gr( f) = 0, akkor
az indukcios feltevés tires. Ekkor z és 7 nem gyokei f-nek, ezt az esetet a bizonyitas elején intéztiik el.

3.3.11. A polinomot (hacsak nem a nullapolinomrél van sz6) folirhatjuk g(x)x* alakban, ahol g konstans
tagja mdr nem nulla, és a g polinomra alkalmazhatjuk a tesztet. Az eredeti polinomnak g gydkei mellett
még a nulla lesz gyoke.

3.3.13. Az els6 harom polinom esetében tigy érdemes eljarni, hogy a polinomot C {616tt gyoktényezdk szor-
zatara bontjuk, majd a nem valés gyokokhoz tartozé gyoktényezdket parositjuk a konjugaltjukkal. A gyok-
vondst trigonometrikus alakban célszerii elvégezni. A mddszert részletesen bemutattuk a 2.5.10. Gyakorlat
megolddsaban, ezért most csak az eredményeket kozoljiik:

-l=Gx-=-Dx+ D&+,
A l= = V2 + D2+ V2x + 1),
x4+ 9=x%—V6x +3)(x2+V6x +3).

Az x® —4x3 43 = 0 egyenlet az y = x> helyettesitéssel y-ban masodfoki egyenletre vezet, melynek gyokei
1 és 3. Tehat x® — 4x® + 3 = (x* — 1)(x* — 3). Mindkét tényez6nek egyetlen valés gydke van, tehat az
eredmény:

=43 43 = = DO+ x4+ Dx — V32 + V3x + V9).

v

3.3.14. Figyelniink kell arra, hogy a felsorolt négy gyfirii f616tt nemcsak az irreducibilis polinomok masok,
hanem az egységek is. Ennek megfelelden egy C f6lotti felbontas

(6x 4+ 68v/2)(x — V2)(x +i)(x — i)

(a 6 itt egység, tehat kiilon tényez6ként nem szerepelhet, de barmelyik masik irreducibilis tényezd&be is
beolvaszthattuk volna). Amikor R f616tt dolgozunk, akkor x2 4 1 mér irreducibilis lesz, mert masodfok,
és nincsen val6s gyoke. Igy az R folott j6 felbontdsok példdul a kovetkezdk:

2x +2v2)Bx = 3V2) (2 + 1) = (x + V2)(x — V2)(6x% +6) .
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A Q folott az x> — 2 is irreducibilis, hiszen masodfoku, és nincs racionalis gyoke, tehat a kovetkez&t kapjuk:
(x* —2)(6x> +6) .

Végiil Z folott az egységek csak a £1, tehdt 2 és 3 is felbonthatatlan polinomok. Az x> — 2 és x? + 1
polinomokat 7Z f6l6tt nem lehet alacsonyabb fokiak szorzatdra bontani, hiszen lattuk, hogy Q folott is irre-
ducibilisek. De nem lehet ket Z folott egy nulladfoki (azaz konstans polinom) és egy masodfokud polinom
szorzatdra sem nemtrividlisan felbontani, hiszen semmilyen 31-t8l kiilonb6z6 konstans nem emelhetd ki
beldliik. Ezért a Z f6l6tti felbontds:

2:3-(x*=2) - (x> + 1).
Ezt csak ugy varidlhatjuk, hogy paros sok tényez6t —1-gyel beszorzunk.

3.3.15. Az x" — 1 kanonikus alakja C folott (x — &) ... (x — &), ahol ¢4, ..., &, az n-edik egységgyokok
(2.5.15. Feladat). Hasonl6t mondhatunk x™ — 1-r6l is. A 3.1.22. Gyakorlat szerint tehét a keresett kitiintetett
kozos 0szt6 a kozos gyoktényez6k szorzata, vagyis x ™™ — 1 (1.5.21. Gyakorlat). Ugyanez az eredmény Q
folott is (3.2.6. Gyakorlat).

3.3.16. A 3.3.6. Lemma miatt a polinomnak 1 — i is hatszoros gyoke, és ezért
(x—1—-0D%x—141)0g(x) = (x* —2x +2)%g(x)

alakban frhat6. Ez a szorzat akkor lesz tizenkettedfokd, ha g(x) egy r konstans. Ez az r az eredeti polinom
f6egyiitthat6ja, tehat valés. (Ez abbdl is kovetkezik, hogy mivel (x> — 2x + 2)° valés egyiitthatds, g(x) is
az a 3.2.2. Allitas miatt.) Tehat a keresett polinomok pontosan az (x> — 2x + 2)° polinomok, ahol r % 0
valds szam.

3.3.17. A raciondlis gyoktesztet alkalmazzuk (3.3.10. Tétel). Ha p/q raciondlis gyoke ennek a polinomnak,
ahol p és g relativ prim egészek, akkor p | 5 és g | 2. A lehetséges gyokok tehat

1, -1, 1/2, =-1/2, 5, =5, 5/2, =5/2.

Ezeket végig kell prébalgatni. Az rogton latszik, hogy pozitiv gyok nem lehet, a negativakat behelyettesitve
azt kapjuk, hogy csak a —1 lesz raciondlis gyok. A gyoktényezSt (példaul a Horner-elrendezéssel) kiemelve

27 +3x +5=(x + )(2x* —2x +5).
A 2x? — 2x + 5 polinomnak racionalis gyoke mds, mint —1, nem lehet, mert az gyoke lenne az eredeti

polinomnak is. Latjuk, hogy —1 nem gyok, és mivel ez masodfoku polinom, irreducibilis Q f616tt (miként
az els6fokd x + 1 is).

3.3.18. Mivel 0 < j < m, az f(x)+ mx/-nek és az f(x)-nek ugyanaz a konstans tagja és a féegyiitthatéja.
Ezért ha a raciondlis gyoktesztet az f(x) + mx/ polinomra alkalmazzuk, akkor a p/q gyokjeloltek m-t6l
fliggetleniil mindig ugyanazok, és a szamuk f(0) # O miatt véges. Minden egyes p/q gyokhoz legfeljebb

egy m-érték tartozhat, hiszen m(p/q)’ = —f(p/q) és p/q # 0. Ezért tényleg csak véges sok m lesz
megfelel6. Az viszont elérhetd, hogy az 1 gyok legyen, azaz m = — f (1) mindig megoldas.

3.3.19. Ha ¢ > 0, akkor C folott gyoktényezds alakra bontva, a 3.3.13. Gyakorlat mintajara
o= (7 = V2Yex + VO + V2 ex + Ve

Mair megvizsgéltuk azt az esetet (a 3.3.12. Példaban), amikor ¢ = 36. Ugyanez a gondolatmenet altaldban
is azt adja, hogy az x* 4+ ¢ polinom akkor és csak akkor lesz reducibilis Q folott, ha v/2.¥c és /c is
racionalis szdm, és ebben az esetben a fenti két masodfoku tényezd Q, s6t R folott is irreducibilis, hiszen
mésodfokuak, és nincs valés gyokiik (mert x* 4 c-nek sincs). Megjegyezziik, hogy ha +/2.¢/c racionalis
szam, akkor a négyzete, azaz 2./c is az, és igy +/c is. Koénnyli meggondolni, hogy (egész ¢ esetén) /2 &/c
akkor és csak akkor raciondlis, ha ¢ kanonikus alakjdban minden p > 2 prim kitevGje néggyel oszthatd,
a 2 kitevdje pedig 4k — 2 alakd, azaz ha ¢ = 4b* alkalmas b > 0 egészre.
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Ha ¢ < 0, akkor legyen d = —c > 0. Ebben az esetben, ismét a C folotti gyoktényezGs alakbdl kiindulva,
az R folotti felbontds

od=(x — VD) (x + VP + V).

Belatjuk, hogy x*—d akkor és csak akkor irreducibilis Q fo16tt, ha /d irracionalis szam. Valdban, x*—d-nek
akkor és csak akkor van raciondlis gyoke, ha J/d raciondlis szdm (ekkor a négyzete, azaz +/d is raciondlis).
Ha nincs raciondlis gyoke, akkor csak két masodfok, raciondlis egyiitthatés polinom szorzatdra bomolhat.
Ezek koziil valamelyiknek gyoke lesz iv/d, és akkor a konjugaltja is, tehdt ez a tényezd g (x* + +/d) alaki,
ahol ¢ € C. Mivel g(x> + +/d) € Q[x], ezért g és g~/d is racionilis, tehit +/d is az. Megforditva, ha
Vd racionilis, akkor (x?> — v/d)(x? + +/d) j6 felbontis.

3.3.20. Az el6z6 gyakorlat alapjan példaul n* + 4 - 16™ = (n? — 2m+p 4 22+ (n? 4 2mHly 4 22+l
Azt kell elérniink, hogy ez a felbontds nemtrivialis legyen. Ez m > 1 esetén igy is van, mert a két tényezo
(n£2m)>2 22" > 22" > 1,

3.3.21. Test folott konstans polinom sosem, els6foku polinom mindig irreducibilis. A Z, f616tt Osszesen két
els6foki polinom van: x és x + 1. Mivel Z, test, ezek irreducibilisek.

Test folott egy masod- vagy harmadfokud polinom pontosan akkor irreducibilis, ha nincs az adott testben
gyoke. A Z, elemei 0 és 1, ezek nem szabad tehat, hogy gyokok legyenek. A négy Z, folotti masodfoku
polinom koziil x2-nek és x? + x-nek gyoke a nulla, x> 4+ 1-nek pedig az 1. Tehit az egyetlen masodfoki
irreducibilis polinom az x* + x + 1.

Erdemes itt egy pillanatra megéllni, és megvizsgélni, hogyan is bomlik 6l az x2+ 1 polinom alacsonyabb
fokiak szorzatdra. Mivel az x> + 1-nek az 1 gyoke, az x — 1 gyoktényezS kiemelhetS. Mdr itt probléménk
lehet: polinom ez? Hiszen egy Z,[x]-beli polinomnak minden egyiitthatéja O és 1 lehet csak. De tudjuk,
hogy a —1 jelentése az 1 ellentettje, vagyis Z,-ben —1 = 1 (mds széval, pongyoladn fogalmazva: ,,az elGjelek
nem szdmitanak™). Vagyis x — 1 helyett x 4+ 1-et is {thatunk. A kiemelést péld4dul a Horner-eljardssal végezve

PHl=@+Dx+1D
adodik. Ezt beszorzassal is ellendrizhetjiik:
G+Dax+D=x>+x4+x+1=x>4+U+2Dx+1=x>40-x+1=x>+1.

(Ha valaki e szdmoldst nem érzi egészen preciznek, az hasznédlja a szorzds elvégzésekor a szorzatpolinom
egyiitthatdjat megadd (2.1) képletet a 36. oldalon.) Ugyanigy az is kijon, hogy tetszdleges f, g € Z[x]
polinomokra

(f+9°=f+¢",
hiszen fg + gf = (1 +, 1) fg = 0. Vagyis Z, folott tagonként lehet négyzetre emelni. Ezt a hasznos
tulajdonsédgot sokszor kiakndzzuk majd.
Mivel a harmadfoku irreducibilisek is azok, amelyeknek nincs gyoke, ezeket is konnyen felsorolhatjuk.

A polinom f&tagja x3, konstans tagja, mivel a 0 nem gyok, csakis 1 lehet. Végiil a polinom (nem nulla) tag-
jainak szdma pdératlan, kiilonben az 1 gyoke lenne. Igy Z, f616tt két harmadfoku irreducibilis polinom van:

X x+1 és K Hxi41.

A negyedfoku irreducibilis polinomok megkeresése mar nem ilyen egyszerli. Persze ezeknek sem lehet
Z,-ben gyoke. Az olyan polinomokat, amelyeknek nincs gyoke, a harmadfoku esethez hasonléan felsorol-
hatjuk:

Xt +x+1, x4+ x4, 41, i+ +1.

Ezek azonban nem feltétleniil irreducibilisek Z, folott. Tudjuk, hogy a gyok létezése elsdfoki tényezbt
jelent, vagyis ha a felsorolt polinomok valamelyike reducibilis, akkor csakis két masodfokd f és g polinom
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szorzatara bomolhat. Itt f-nek és g-nek nincs gyoke Z,-ben (hiszen szorzatuknak sincs), és ezért 8k irre-
ducibilis, masodfoku polinomok. De mar felsoroltuk a masodfoku irreducibilis polinomokat, ezek szerint f
és g is csak x2 + x + 1 lehet. Szorzatuk,

fOg) =2 +x+ D =x"+x7+1
(a négyzetre emelést természetesen tagonként végeztiik). Tehdt a felsorolt négy polinombdl ez az egy nem
irreducibilis, a masik hdrom igen.
3.3.22. Ha0 < i < p, akkor a

<p) _pp=D...(p—i+1)
i) 1-2-. i
binomiélis egyiitthaté p-vel oszthatd, hiszen a szamlalé oszthaté p-vel, a nevezd viszont nem (mert p prim,
de a nevez{ egyik tényezdjének sem osztdja). Ha egy n szam oszthaté p-vel, azaz n = pm, akkor tetszleges
r € R elemre
nr=mp)r =m(pr)=m-0=0

(felhasznaltuk a hatvdnyozdsnak a 2.2.20. Gyakorlat (3) pontjdban leirt tulajdonsdgét a tobbszoros fogal-
madra 4talakitva). A binomidlis tételbdl kapjuk, hogy

r+s)=r"+ (f)r”_ls+...+( p 1)rs"’_l + s?.
p—

A szerepld binomialis egyiitthatok a fentiek szerint p-vel oszthatok, és igy az dsszegbdl csak r? + s” ma-
rad meg, a tobbi tag nulla lesz. (Itt természetesen a binomidlis tételnek az 4ltaldnos gy(riikre vonatkozé
valtozatét alkalmaztuk, amelyet a 2.2.46. Gyakorlatban fogalmaztunk meg.)

A most bizonyitott 4llitdsbol azonnal kdvetkezik (példdul a tagok szdma szerinti indukciéval), hogy ket-
tonél tobb tagt Osszeget is tagonként emelhetiink p-edik hatvanyra. A kis Fermat-tétel bizonyitasahoz (mo-
dulo p szdmolva) elég azt megmutatni, hogy b € Z, esetén b” = b. Emeljiik p-edik hatvanyra a b darab
1-esbdl all6 osszeget:

I+14+...+DP=1P+17+...+17.
A bal oldalon b” 4ll, a jobb oldalon pedig b.

Végiil ha f(x) =ap+aix +...+a,x" € Z,[x], akkor, mivel tagonként lehet p-edik hatvdnyra emelni,
fx)P=al +...+a)(xP)". De a; € Z, miatta] = a;, és igy ez tényleg f(x7?).

3.3.23. A Z, folotti irreducibilitas vizsgalatdhoz érdemes atfutni a 3.3.21. Gyakorlat megoldasat, amelyben
felsoroltuk a legfeljebb negyedfoku irreducibilis polinomokat, és amelybdl kidertil, hogy itt tagonként lehet
négyzetre emelni. Ezeket az eredményeket az aldbbiakban felhaszndljuk.

¥+ x2+1 = (x* + x + 1)? (tagonkénti ,,négyzetgydkvondssal”), vagyis ez egy irreducibilis polinom
négyzete.

x° 4+ x + 1-nek nincs Z,-ben gyoke (sem a 0, sem az 1 nem gydk), ezért nincs elséfoki tényezdje.
Ha felbomlik, akkor tehat csak egy masod- és egy harmadfoku irreducibilis szorzata lehet. Az egyetlen
mésodfoki irreducibilis polinom az x> +x + 1, ezzel osztva x> +x +1 = (x* + x>+ 1) (x> +x + 1) adédik.

x5 + x* + 1-nek nincs Z,-ben gyoke, és x% + x + 1-gyel sem oszthaté, vagyis irreducibilis.

x5+ x*+x3+1-nek gyoke az 1, a gyoktényezst a Horner-elrendezéssel kiemelve az (x+1) (x* +x2+x+1)
felbontas adédik. Ez utébbi tényezének ismét gyoke az 1, vagyis x° +x* +x3+1 = (x + D23 +x2 4+ 1)
a felbontds irreducibilisek szorzatara.

A 717 folott a tampontunk a 3.3.22. Feladat, mely szerint Z7[x]-ben tagonként lehet 17-edik hatvanyra
emelni.

x? 4 1 mésodfokd, tehdt csak a gyokeit kell ellendrizni, vagyis —1-bdl, azaz 17 — 1 = 16-bdl kell
négyzetgyokot vonni. Az eredmény nyilvan +4 ezért x> + 1 = (x +4)(x —4) = (x +4)(x + 13).

x* 41 ezek szerint (x? +4)(x*> —4) alakban frhat6. A tényezék masodfokiak, teh4t ismét a gyokeiket kell
megvizsgilni. Nyilvan x2 — 4 = (x 4+ 2)(x —2). Masfel6l a —1 négyzetgyokei £4, tehdt —4 négyzetgyokei
+8. fgy végiilis x* 4+ 1 = (x +2)(x — 2)(x + 8)(x — 8).
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x® + 1 az el6zdek szerint (x2 + 2)(x2 — 2)(x2 + 8)(x? — 8). Ezért
BHl=c+DE=DE+6)(x —6)(x +3)(x —3)(x +35)x —5)

(mert itt is mindegyik négyzetgyokvonas elvégezhets).

x'7+ 1= (x+1)", tagonkénti 17-edik hatvanyra emeléssel.

x!"4+2 = x4+ 1+ 1. Tagonkénti 17-edik ,,gyokvondssal” ez (x +2)'7. A kis Fermat-tétel miatt igaz4bol
x'7 + ¢ = (x + ¢)'7 minden ¢ € Z,7 esetén.

3.3.24. Ez is hasonl6 a 3.3.12. Példa megolddsdhoz, azonban van benne egy extra csavar. Az x* — 10x? + 1
polinom négy gyoke £+/2 & +/3, amit a legegyszeribb tigy ellendrizni, hogy az

(= V2= V3 = V2+ VI + V2 - VI + V2 +V3)

gyoktényezGs felbontdsban elvégezziik a beszorzast (ezt mindjart meg is tessziik majd). Ez tehat az R folotti
felbontds irreducibilisek szorzatdra.

A raciondlis gyokteszt segitségével megallapithatjuk, hogy az x* — 10x2 + 1 polinomnak nincs racion4lis
gyoke (ennél szamoldsabb lenne kozvetleniil kihozni, hogy ++/2 + /3 irraciondlis szam). Ha tehét ez a
polinom nem lenne irreducibilis Q f6lott, akkor két masodfoku, irreducibilis polinom szorzatdra bomol-
hatna csak.

A 3.3.12. Példa megolddsaban két konjugdlt komplex gyokpdr szerepelt, és igy egy masodfokd, valds
egyiitthatds tényezd gyokei konjugaltak voltak. Most azonban négy valds gyok van, és igy elvileg barmely
kett6bdl gyarthatnank egy masodfokd, raciondlis egyiitthatds tényezt. Nem tehetlink mdast, mint hogy eze-
ket a gyoktényezSket minden lehetséges médon parositjuk egymadssal, és elvégezziik a beszorzast. Osszesen
hiromféle parosits lehetséges. Mindh4rom esetben ismét az (a — b)(a + b) = a> — b? azonossag felhasz-

7 2

ndldsdval egyszer(sithetjiik a szdmoldst. A harom eredmény a kovetkezd lesz:
(2 =2V2x = D(x*+2vV2x = 1) =

=2 =2V3x + D2+ 235+ 1) =

=% =5-2V6) (x> =5+ 2V6).
Mindharom felbontdsban normalt, de nem raciondlis egyiitthatés polinomok szerepelnek, és igy egyik sem
ad Q folotti felbontast. A 3.3.12. Példa gondolatmenete szerint tehdt x* — 10x? + 1 irreducibilis Q folott.

A Zs folott a /6 értéke 1 lesz, és igy a fenti felbontdsok koziil a harmadik mtikodni fog:
X102+ 1= =5-2)(x =542 = x* = 2)(x%2 +2).

E két tényez6 mér irreducibilis Zs folott, hiszen masodfokiak, és Zs elemeit végigprébalhatva 14tjuk, hogy
nincs gyokiik. A Z; folott a £1, £2, £3 szdmokat négyzetre emelve latjuk, hogy a 2-bdl vonhaté négyzet-
gyok (az eredmény +£3), a 3-bdl viszont nem. Ezért ebben az esetben a fenti elso felbontas fog miikédni:

=10+ 1= —6x— D> +6x—1).

E két tényezd ismét irreducibilis. Végiil Z;, folott a 3-nak lesz négyzetgyoke (a £5), és igy itt a fenti
madsodik felbontés adja a megoldast:

=10 +1=(x>—10x + D2+ 10x + 1).

Persze ezeket a felbontdsokat némi ligyeskedéssel kozvetleniil is megkaphatjuk, ha az egyiitthatékat picit
megviltoztatjuk, példaul Zs folott x* — 10x2 4+ 1 = x* —4 = (x> +2)(x* —2), de ez nem 4ltaldnos médszer.

J1 Aki ismeri szamelméletbdl a kvadratikus maradékok elméletét (vagyis tud banni az tigynevezett Legendre-
szimbdlumokkal), az konnyen végiggondolhatja, hogy tetszSleges p > 3 prim esetén a 2, 3, 6 szaimok koziil
mindig lesz legaldbb egy, amelybdl négyzetgydk vonhaté modulo p. Igy a fenti harom felbontds egyike mindig
miikodni fog, vagyis az x* — 10x> + 1 € Z plx] polinom minden p-re reducibilis.

Ez azért érdekes, mert a késGbbiekben latni fogjuk, hogy egy polinom mod p vizsgdlata sokszor segit az
irreducibilitds eldontésében. A 111. oldalon taldlhat6 tdblazatban szerepel tobb ilyen mddszer is, de a fenti
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polinom irreducibilitdsat egyik sem bizonyitja (példdul az eddigiek alapjan konnyi belétni, hogy x* — 10x% + 1
egyik eltoltjara sem alkalmazhat6 az tigynevezett Schonemann—Eisenstein-kritérium).

3.4. Egész egyiitthatos polinomok

3.4.2. Legyen p felbonthatatlan egész szam. Ekkor p nem nulla és nem egység Z-ben (azaz nem £1). Mivel
Z[x] egységei is £1 (3.1.11. Gyakorlat), ezért p nem nulla és nem egység Z[x]-ben sem. Meg kell még
mutatni, hogy a Z[x]-beli felbontésai is trividlisak. Ha p = fg, ahol f, g € Z[x], akkor f és g fokainak
osszege nulla, ezért f és g is konstans polinom. gy a Z[x]-beli és a Z-beli felbontésok ugyanazok. Mivel
az egységek is ugyanazok ebben a két gyfriiben, a trividlis felbontasok is ugyanazok lesznek.

3.4.6. Azt a 3.4.5. Kovetkezmény bizonyitasaban lattuk, hogy minden raciondlis egyiitthats polinom fol-
frhaté rf alakban, ahol r raciondlis szdm, és f primitiv, egész egyiitthatés polinom. Tegyiik f6l, hogy
rf = sh, ahol s is raciondlis szdm, és h is primitiv, egész egyiitthatés polinom. Ekkor & = (r/s) f, vagyis
f osztéja h-nak Q[x]-ben. A 3.4.5. Kovetkezmény miatt f | & teljesiil Z[x]-ben is. A szerepeket folcserélve
a h | f oszthatésdgot kapjuk, szintén Z[x]-ben. Tehdt f és h tényleg asszocidltak Z[x]-ben. EbbdI az is
kovetkezik, hogy r és s vagy egyenldk, vagy egymds ellentettjei.

3.4.13. Az egységek az R egységei lesznek, mint konstans polinomok. Ezt a 3.1.11. Gyakorlat megoldasa-
hoz hasonléan igazolhatjuk, csak most azt kell felhaszndlnunk, hogy szorzasnal a fokszdmok a tobbvaltozds
polinomok esetében is 6sszeadddnak (2.6.3. Gyakorlat), és igy nem konstans, azaz nulldnil nagyobb fokud
polinom nem lehet egység.

3.4.14. Az Utmutatéban leirt megolddsvazlat egyes 1épéseihez fiiziink megjegyzéseket. A Clx, ..., x,] po-
linomgy(ird a 3.4.12. Tétel szerint alaptételes, és az egységek a nem nulla konstans polinomok (3.4.13. Gya-
korlat). Mivel minden komplex szambdl vonhatunk n-edik gyokot, ezért a Clxy, .. ., x,]-beli teljes n-edik
hatvanyok asszocidltjai maguk is teljes n-edik hatvanyok: ha " = ¢, akkor cq" = (bg)".

Ha f" + g" = h", de mondjuk f és g nem relativ primek, hanem van egy kozds p primosztdjuk, akkor
p | h",azaz p | h. Az egyenletet p"-nel egyszertisitve ismét megoldast kapunk, ahol a szerepl6 polinomok
fokai mar kisebbek. Hasonl6an lathatjuk, hogy # is relativ prim f-hez és g-hez.

Az x" —1 polinom gyokei az n-edik egységgyokok. A gyoktényez8s alakban x helyére i/ g-t helyettesitve
és g"-nel szorozva a kiindul azonossig adédik. Ha d kozos osztéja h — e/ g-nek és h — eX g-nek, akkor
kivondssal kapjuk, hogy d | (e¥ — &/)g, azaz d | g, de akkor d | h is teljesiil. Mivel g és h relativ primek,
d csak konstans lehet. Ezért a h — &/ g polinomok tényleg paronként relativ primek.

Az f" kanonikus alakjdban minden prim kitevdje n-nel oszthaté. Ezt paronként relativ prim polinomok
szorzatdra bontottuk. Mivel minden prim ezek koziil csak egyben szerepelhet, e tényezdkre is igaz, hogy
minden primosztGjuk kitevdje n-nel oszthaté. Igy mindegyik i — e/ g egy teljes n-edik hatvany asszocialtja,
és ezért a fenti megjegyzés szerint maga is teljes n-edik hatvény.

Az eu" + w" = (¢ + 1)v" Osszefiiggésben az ¢ és ¢ + 1 beolvaszthaté u”-be, illetve w"-be. Ezért az
egyenlet egy tjabb megolddsat kaptuk. Az u, v, w egyike sem lehet nulla, mert akkor f is nulla lenne. Ha
mindhdrom konstans, akkor konnyen lathatéan g és 4 is konstans, és igy f is, ami lehetetlen. Végiil ha g
és h foka legfeljebb N, akkor u, v, w mindegyike legfeljebb N /n foki. Ezért tényleg olyan nemtrividlis
megoldést kaptunk, amely kisebb fokud polinomokbdl 4ll.

41 A teljes indukcidnak azt a formdjat, amit a megolddsban hasznaltunk, a 3.2.1. Tétel bizonyitdsa el6tti apré betis
részben magyaraztuk el.

34.15.30x3 =30 =2-3-5-(x — 1) - (x> + x + 1). Az itt szerepl6 tényezdk koziil 2, 3, 5 irreducibilis
7 folott, mert Z-beli primek, x — 1 mert primitiv, és Q folott irreducibilis (I€vén elséfoki), végiil x2+x+1
szintén, azért, mert primitiv és Q folott irreducibilis (hiszen masodfokd, és nincs raciondlis gyoke).

3.4.16. Mivel R nullosztémentes, egy nem nulla konstans R-beli polinom minden felbontésa csakis nullad-

foku, azaz konstans polinomok szorzatdra torténhet. Egy ilyen felbontds pontosan akkor trividlis R-ben, ha
R[x]-ben az, mert a 3.1.11. Gyakorlat szerint R és R[x] egységei ugyanazok. Igy egy konstans polinom
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pontosan akkor irreducibilis R-ben, amikor R[x]-ben. Ha tehat R egy elemét R[x]-ben irreducibilisek szor-
zatdra bontjuk, akkor ez egyben egy R-ben irreducibilisek szorzatdra torténd felbontas is lesz. Ezért R-ben
minden nem nulla és nem egység elem irreducibilisek szorzatdra bonthaté. Mivel az egységek ugyanazok
R-ben és R[x]-ben, két R-beli elem akkor és csak akkor asszocidlt R-ben, ha R[x]-ben az. A felbontas
R[x]-beli egyértelmiiségébdl tehat az R-beli egyértelmiiség adodik.

3.4.17. Legyen f nem nulla és nem egység polinom Z[x]-ben. Ha f konstans, akkor a Z-beli irreducibili-
sekre valo felbontasa megfeleld lesz. Ha nem konstans, akkor folirhaté Q[x]-beli irreducibilisek szorzata-
ként. A 3.4.7. masodik Gauss-lemma miatt feltehetd, hogy ezek a tényezdk egész egyiitthatdsak (és tovabbra
is irreducibilisek, hiszen ezen egy raciondlis szdmmal val6 szorzds nem véltoztat). Tehat elég beldtni, hogy
egy egész egyiitthatés, Q[x ]-ben irreducibilis g polinom felbonthaté Z[x]-ben irreducibilisek szorzatara.

Irjuk fol a g polinomot nk alakban, ahol n egész szdm, és h primitiv, egész egyiitthatés polinom. Az

n-et felbonthatjuk a Z-beli alaptétel szerint, a & pedig irreducibilis lesz Z folott, mert primitiv, és Q folott
irreducibilis.
3.4.18. Legyen f = mfy és g = kgo, ahol fj és gy primitiv polinomok. Az m és k egész szdmokat Z-ben,
az fo és go polinomokat Z[x]-ben felbonthatjuk irreducibilisek szorzatdra, ez utébbiak tényez&i is primitiv
polinomok lesznek. A 3.1.22. Gyakorlatban lattuk, hogy a kanonikus alakbdl hogyan lehet megkapni a
kitiintetett koz0s osztét. Ezt alkalmazva adédik, hogy f és g kitiintetett k6zos osztéja nh lesz, ahol n az
m €s k egész szamok legnagyobb kozos osztdja, h pedig (az elsé Gauss-lemma elsd kovetkezménye miatt)
egy primitiv polinom (az f; és a go k6z6s irreducibilis tényezGinek a szorzata). Mindezt QQ f616tt nézve a
konstans szorzok nem szamitanak, tehat itt 2 lesz a kitiintetett k6zos osztd. Ezért kaphaté meg h és n is a
leirt médon (itt felhasznéltuk, hogy az nh felbontas 1ényegében egyértelm a 3.4.6. Gyakorlat miatt).

A Clx, y]-ban is miikodik ugyanez, csak nem raciondlis tortekkel, hanem racionalis tortfiiggvényekkel
kell szamolni. Vagyis C[x, y] elemeit x polinomjanak képzelve elvégezhetjiik az euklideszi algoritmust,
az eljarasban fellépd polinomok egyiitthatéi p(y)/q(y) alaki tortek lesznek, ahol p,q € Cly]. Az f és
a g egyiitthat6it is C[y]-beli polinomoknak képzeljiik, és igy keressiik meg a kitiintetett kozos osztéjukat.
Altalaban ha R alaptételes gyiirdi, akkor R[x]-ben miikodik a leirt eljaras, feltéve, hogy R elemeinek mar ki
tudjuk szdmitani a kitiintetett kozos osztéjat.

3.4.19. Ha T test, akkor minden nem nulla eleme egység. Igy nincs benne sem irreducibilis, sem prim,
de az igaz, hogy minden nullatél és egységtol kiilonbozd eleme egyértelmiien felbonthaté irreducibilisek
szorzatdra. (Aki nem hiszi, hozzon ellenpéldét: mutasson egy olyan nem nulla és nem egység elemet 7'-ben,
amely nem bonthat6 fel, vagy a felbontdsa nem egyértelmi@. Senki nem tud ilyen ellenpéldat hozni, mert
mar nem nulla és nem egység elemet sem fog taldlni egy testben.)

Annak bizonyitasdban, hogy alaptételes gytirli folotti polinomgyfirt is alaptételes, kihasznaltuk, hogy
test fol6tti polinomgyfrd alaptételes (amikor Z[x]-et vizsgaltuk, akkor a Q[x]-ben hasznaltuk az alaptételt),
tehat erre nem kaptunk 4j bizonyitast.

3.4.20. Nyilvan f # *1. Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrividlis felbontds, gr(g) = m, ésigy gr(h) = n—m.
Az ominézus 2n + 1 hely mindegyikén g(x) és h(x) egyike 1 vagy —1 lesz. Ezért 6sszesen vagy legalabb
n + 1 darab 1-es, vagy legaldbb n + 1 darab —1-es fordul el6. Az els6 esetben vagy g vesz f6l tobb, mint
m helyen 1-et, és igy a polinomok azonossagi tétele miatt g(x) konstans 1, vagy pedig & vesz fol tobb, mint
n — m helyen 1-et, tehét h(x) lesz konstans 1. Ugyanez a bizonyit4s, amikor a —1-ek vannak to6bbségben.

3.4.21. Keressiik meg az f € Z[x] legfeljebb k-adfoku g osztéit Z[x]-ben a kdvetkez6képpen. Legyen
f = gh (ahol h € Z[x]). Ekkor f(m) = g(m)h(m) minden m egészre, és igy g(m) | f(m). Ez azt jelenti,
hogy g(m) értékére csak annyi lehetségiink van, amennyi az f(m) osztéinak a szdma, azaz f(m) # 0
esetén véges sok.

Rogzitsiik az ay, . . ., a; egész helyeket gy, hogy egyikiik se legyen gyoke az f polinomnak. Az 6sszes

lehetséges médon védlasszuk ki a by, ..., by értékeket Ugy, hogy b; | f(a;) minden i-re teljesiiljon. Min-
den ilyen by, ..., by értékrendszerhez irjuk fol azt az (egyértelmlien meghatdrozott, legfeljebb k-adfoki)

g € Q[x] interpolacids polinomot, amelyre g(a;) = b;. Ellendrizziik, hogy a kapott g egész egyiitthatds-e,
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illetve hogy osztéja-e f-nek. gy megkapjuk az 9sszes lehetséges legfeljebb k-adfoki osztét. Természetesen
a keletkezd by, . . ., by értékrendszerek hatalmas szdma miatt az eljards nem hatékony, és akkor még nem is
beszEltiink arrdl a (szintén nagyon sok szamoldssal jard) problémardl, amit az egyes f(a;) szamok sszes
osztdjanak meghatdrozasa jelent. De annyit beldttunk, hogy a kivant eljaras létezik.

Az eljarassal meg tudjuk allapitani a Q folotti irreducibilitast is. Valéban, legyen f egy nem konstans,
raciondlis egyiitthat6s polinom. Ekkor alkalmas n € Z-re nf mar egész egylitthat6s, ami ugyanakkor irre-
ducibilis, mint az f. A masodik Gauss-lemma miatt nf akkor és csak akkor irreducibilis QQ f6l6tt, ha nem
bomlik alacsonyabb foku, egész egyiitthatés polinomok szorzatéra.

3.5. Irreducibilitas a racionalis szamtest folott

3.5.1. Az allitas kozvetlen szamoldssal is igazolhat6 (egy rx" = fg felbontés tényezbiben a legmagasabb
és legalacsonyabb foku tagok vizsgélatdval, a 3.1.36. Gyakorlat mintdjara). Elegdnsabb azonban a kovet-
kez6 gondolatmenet. A T [x] alaptételes gy(ir(i, amelyben az x irreducibilis polinom (hiszen els6foku). Tehat
rx" kanonikus alakban van, és igy oszt6i az x legfeljebb n-edik hatvanyainak asszocidltjai (14sd 3.1.22. Gya-
korlat, (2) pont).

3.5.3. Tegyiik fol, hogy az f(x) = ap + ... + a,x" polinom és a p primszam teljesitik a feltételeket,
de f mégsem irreducibilis Q f6lott. Ekkor f felbonthaté néla alacsonyabb foku, raciondlis egyiitthatds
polinomok szorzatdra. Legyenek ezek g(x) = bo+...+bixk és h(x) = co+...+cex’, ahol gr(g) =k <n
és gr(h) = £ < n. A mésodik Gauss-lemma (3.4.7. Lemma) miatt feltehetjiik, hogy g és h egész egyiitthatos.

Mivel a, = bycy, a by és ¢, egészek egyike sem oszthaté p-vel. Ugyanakkor ay = bycy, és mivel ay oszt-
haté p-vel, de p>-tel nem, a by és ¢y szdmok koziil pontosan az egyik oszthaté p-vel. Szimmetriaokokbdl
(g és h esetleges cseréjével) feltehetjiik, hogy ez a by.

Haladjunk végig a g polinom egyiitthatéin a by-t6l kezdve addig, amig p-vel oszthaté szamot latunk.
Legyen i az els6 olyan index, amelyre b; nem oszthaté p-vel. Ilyen i van, hiszen by oszthaté p-vel, de
by nem, és persze 0 < i < k. Ekkor az f = gh polinomban az

a; = boC,‘ + blc,'_l + ...+ b,'_lcl + b,'C()

egylitthaté nem oszthat6é p-vel, mert az 6sszeg mindegyik tagja oszthat6 vele, kivéve az utolsé tagot. A fel-
tétel szerint f egylitthat6i oszthatok p-vel, kivéve a,-et. Ezérti = n, azazi < k miatt k > n. Ez ellentmond
a k < n feltételnek.

3.5.4. Csak olyan primszdmokat érdemes nézni, amelyek a polinom nem f6 egyiitthatéinak kdzos osztoi.
Igy az x'! 4 2x 4 18 esetében csak a p = 2 jon sz6ba, és ez meg is felel, mert a 18 is pros, de nem oszthaté
p? = 4-gyel. Ezért ez a polinom irreducibilis Q f6lott (és mivel primitiv, Z folott is). Az x'' + 2x + 12
polinomnadl is csak a p = 2 jon széba, de ez sem megfeleld, mert 4 osztéja a konstans tagnak, azaz 12-
nek. Erre a polinomra tehat nem alkalmazhat6 a Schonemann-Eisenstein-kritérium. Ebbdl azonban nem
kovetkezik, hogy a polinom reducibilis! Az irreducibilitist ezen a médon nem sikeriilt eldonteni, tehit egy
masik modszerrel kell préobalkoznunk.

Ugyanigy folytatva l4tjuk, hogy x'! 4 12x 45 esetében sem alkalmazhat6 a kritérium (most nincs is kozos
primosztdja a nem 6 egyiitthatéknak). Az x!! 4 n polinomra pontosan akkor alkalmazhaté a kritérium, ha
az n szam kanonikus alakjaban van olyan prim, ami az els6 kitevén szerepel. Vagyis n = 24 megfeleld
(p =3),den =72 nem.

3.5.5. Ha az f polinomot szorzattd lehet bontani: f = gh, akkor az dsszes eltoltjait is szorzattd bonthatjuk,
hiszen f(x +c¢) = g(x + c)h(x + ¢) is teljesiil. Megforditva, ha f(x + c¢) felbonthat6, akkor azx — x — ¢
helyettesitéssel f egy felbontdsit kapjuk.

Altaldban egy T test folott az x — ax + b helyettesitésrél is ugyanezt mondhatjuk el, ha a # 0. Ennek is
van ,,inverze”: az f(ax + b) polinom egy felbontdsdbdl az x helyébe x/a — b/a-t irva az f egy felbontdsat
kapjuk. Fontos megjegyezni, hogy ekdzben a szerepld polinomok foka nem valtozik, és igy nemtrividlis
felbontdsbol mindig nemtrividlis felbontds adddik.
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1 Az allitas azon mulik, hogy f(x) — f(ax + b) a T[x] polinomgyf{riinek 6nmagara mend, kolcsonosen egy-
értelmd, mivelettart6 leképezése (azaz izomorfizmusa). Ez a megkozelités azért kényelmesebb a fentinél, mert
nem kell azzal foglalkoznunk, hogy a felbontasok trividlisak-e! Csak ennyit kell mondanunk: az irreducibilis
elem fogalmét a gy(ir{i miiveletei segitségével definidltuk, tehat izomorfizmusndl irreducibilis elem képe irredu-
cibilis lesz.

Ezen a médon azt is lathatjuk, hogy ha nem test f616tt vagyunk, hanem példaul Z[x]-ben, akkor az ,,invertél-
haté” helyettesitések, példaul az x — x + ¢, megdrzik az irreducibilitast.

Helyettesitsiink most x helyébe p(x)-et. A fenti gondolatmenet szerint ha f reducibilis, akkor f ( p(x))

is az lesz. Megforditva ez nem igaz, példdul az x irreducibilis polinomba x?-et helyettesitve nyilvan reduci-
bilissé valik.
3.5.6. Tegyiik fol, hogy 6x* 4+ 3x + 1 = f(x)g(x), ahol f és g legfeljebb harmadfokd, nem konstans
polinomok; a masodik Gauss-lemma miatt feltehetd, hogy egész egyiitthatésak. Vegylik ezt a felbontést
modulo 3. Ekkor a bal oldal a konstans 1 polinom lesz. Mivel Z3 nullosztémentes, az f és g is nem nulla
konstans polinomma vélik mod 3 véve. Egyik sem volt konstans eredetileg, tehat mindkettd f6egyiitthatdja
harommal oszthaté. De akkor szorzatuk féegyiitthat6ja oszthaté kilenccel, ami nem igaz: ez a f6egyiitthat6
ugyanis 6.

7z

3.5.7. Az el6z6 gyakorlat megoldédsa sz6 szerint elmondhat6. Az f-et mod p véve konstans polinomot
kapunk, mert minden egyiitthatdja p-vel oszthat6. Ez a konstans nem nulla, mert az f konstans tagja nem

P

oszthat6 p-vel. Az el6z6 gyakorlat gondolatmenete szerint ekkor f f6egyiitthat6ja p>-tel oszthat6 lenne.
3.5.8. Mindkét allitas bizonyitasanak kulcsa a kovetkezd észrevétel:
X" f(1/x) =x"(an/x" + ...+ a)/x +ap) =a,+ ... +ax"" " +apx" = g(x).

Innen azonnal l4tszik, hogy a g gyokei pont az f gyokeinek a reciprokai (a nulla egyik polinomnak sem
gyoke, mert ag és a, nem nulla). Ha b € T az f-nek k-szoros gyoke, és igy f(x) = (x — b)*h(x), akkor

g(x) = x" f(1/x) = x*((1/x) — b) x"*h(1/x) = ((1/b) — x)" B*x"*n(1/x)

ahol b*x"~*h(1/x) is polinom, mert & foka n — k. Ezért 1/b legalabb k-szoros gyoke g-nek. Ha 1/b a g-nek
£-szeres gyoke, akkor tehat £ > k. Mivel f és g szerepe szimmetrikus, ugyanigy adédik, hogy k > £, és igy
a két multiplicitds megegyezik.

Ha f(x) = p(x)q(x), ahol p € T[x] fokak < n,és g € T[x] foka £ < n, akkor

g(x) = x*p(1/x) - x'q(1/x)

a g-nek lesz felbontdsa ugyanilyen fokd polinomok szorzatira, és igy g is reducibilis. Az f és g szimmet-
ridja miatt tehét ez a két polinom ugyanakkor irreducibilis.

3.5.10. A megoldds ugyanaz, mint az x* + x? + x + 1 polinom esetében, mert annal a szdimoldsn4l az x2-es
tag egylitthat6jabdl kapott egyenletet nem hasznaltuk ki. De most mas megoldas is kinalkozik: ez a polinom
Z, folott irreducibilis (3.3.21. Gyakorlat), és mivel a fGegyiitthatdja paratlan, irreducibilis QQ f6lott is (1dsd
3.5.11. Gyakorlat, (4) pont).

3.5.11. A felsorolt allitdsok koziil csak (4) és (6) igaz!

(1) Ellenpélda: x> + 1 mod 2 véve.

(2) Ellenpélda: 2x? + x mod 2 véve.

(3) Ellenpélda: 3x mod 5 véve.

(4) Ez az dllités igaz, és a jelenség mar a Schonemann—FEisenstein-kritérium bizonyitasaban is el6jott.
Tegyiik fol, hogy f reducibilis, ekkor a masodik Gauss-lemma miatt felbonthaté a néla alacsonyabb
foku, egész egyiitthatds g és h polinomok szorzatdra. Amikor egy polinomot mod p vesziink, akkor
a fokszama nem nohet (de csokkenhet, ha a féegyiitthatéja p-vel oszthatd). Tehdt ha az f = gh
felbontast mod p vessziik, akkor

2r(@) < gr(@) < gr(f) = gr(f),
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és ugyanigy gr(h) < gr(f). Tehat mod p is nemtrividlis felbont4st kapunk.
(5) Ellenpélda: 2x 4+ 1 mod 2 véve, k = 1.
(6) Ezigaz, és a bizonyitds ugyanaz, mint a (4) pontban.

3.5.12. Komplex folétt pontosan az els6fokd polinomok irreducibilisek, tehat a hdrom felsorolt polinom
egyike sem az. Valés folott az elséfokud polinomok mellett azok a masodfokuak irreducibilisek, amelyeknek
nincs valds gyoke. Ezért x? 4 x + 1 irreducibilis, de x” + x + 1 és x> — 2 nem az.

3.5.13. Noha korosztasi polinomokrdl még nem volt sz, egy esetleges késobbi ismétlés kedvéért megje-
gyezziik, hogy az aldbbiakban szereplS polinomok koziil ®3,(x) = x'® + 1, &1, (x) = x* — x? 4+ 1 és
dg(x) = x* + 1 kérosztasi polinomok, és igy a 3.9.9. Tétel miatt (is) irreducibilisek.

(1) 3x7 — 6x% 4 6x2 + 3x — 2: irreducibilis, forditott Schénemann—Eisenstein-kritérium (p = 3).

(2) 3x7 + x® + 6x% + 2x — 2: reducibilis, a —1 gyoke (ez a raciondlis gyokteszt segitségével taldlhaté
meg).

(3) 3x7 — 6x% 4 6x? + 2x — 2: irreducibilis, Schénemann-Eisenstein (p = 2).

(4) x'¢ + 1: irreducibilis, x — x + 1 helyettesités utdn Schonemann-Eisenstein p = 2-re. Ennek
kiszamitasat a 3.5.15. Feladat mintdjara érdemes elvégezni (1asd 3.9.24. Gyakorlat).

(5) x'¢ 4 2: irreducibilis, Schonemann-Eisenstein (p = 2).

(6) x* — 14x2 + 9: irreducibilis, a 3.3.24. Feladat médszerével, gyokei /2 £ /5.

(7) x*—x?+ 1: irreducibilis, a 3.3.19. Gyakorlat médszerével, gyokei a tizenkettedik primitiv egység-
gyokak, R folotti felbontdsa (x2 + 1)2 — (v/3x)2 = (x2 — V/3x + D(x2 4+ V/3x + 1).

(8) 3x7 + 6x — 18: irreducibilis, Schénemann-Eisenstein (p = 2).

(9) x3 + 4: irreducibilis, x — x + 1 helyettesités utdn Schonemann—Eisenstein-kritérium (p = 5).

(10) x* + 9: irreducibilis, mert harmadfok, és nincs raciondlis gyoke (az egyetlen valds gyoke a 309,
irracionalis szam).

(11) x°4729: irreducibilis, y = x /3 helyettesitéssel (x> +729)/243 = y> + 3, Schonemann—Eisenstein
p = 3-ra.

(12) x'° —x3 +1: reducibilis, x> — x + 1 osztéja. Ezt dgy lehet megtaldlni, hogy y = x> helyettesitéssel
megkeressiik a gyokoket. Mivel y? — y + 1 = 0, az y a két primitiv hatodik egységgydk, n; és 0,
egyike lesz, ezekbodl kell 6todik gyokot vonni. De nf =1 és ng = 1y, igy x'% — x° + 1-nek is
gyoke 1, és 1, tehét oszthaté (x — ;) (x — 1) = x> — x + 1-gyel.

Misodik megolddsként x'® — x> +1 = (x> +1)/(x°> + 1), nyilvan x> —x + 1 | x> + 1 | xP + 1,
de a nevezShoz relativ prim, mert x> — x + 1 | x% — 1, és az euklideszi algoritmus trividlisan
végigszamolhaté x® — 1 és x> + 1 esetében (ezek kitiintetett kdzos osztéja x + 1).

(13) x? + 20: irreducibilis, Schénemann-Eisenstein (p = 5).

(14) x* + 25: irreducibilis, a 3.3.19. Gyakorlat eredménye szerint.

(15) x% + 32: irreducibilis, y = x/2 helyettesitéssel (x® + 32)/32 = 2y% + 1, forditott Schénemann—
Eisenstein p = 2-re.

(16) x* + 4x + 1: irreducibilis, x — x + 1 helyettesités utdn Schonemann-Eisenstein (p = 2).

(17) x* — 2x + 1: reducibilis, az 1 gyoke.

(18) x*+4x3+1: irreducibilis, mert Z, folott is az (3.3.21. Gyakorlat), és a féegyiitthatéja 1 (3.5.11. Gya-
korlat (4) pont).

(19) x* + x3 + 4: irreducibilis, mert Z3 folott egy els6- és egy harmadfoki irreducibilis szorzata, vi-
szont 7Z tolott csak két masodfoku szorzata lehetne, mert nincs raciondlis gyoke (1asd a 3.5.9. Példa
megoldasat).

(20) x* 4 x3 + x2 + 1: irreducibilis, ez a 3.5.9. Példdban szerepl$ polinomhoz tartozé reciprok polinom
(lasd 3.5.8. Feladat).

3.5.14. Mivel Z folott egy nem konstans polinom akkor irreducibilis, ha primitiv és irreducibilis Q folott,
3x” 4+ 6x — 18 nem irreducibilis Z fol6tt. A tobbi polinom primitiv, és igy a feladatban felsorolt 6sszes
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polinomot a Q folotti irreducibilitds szempontjabol kell megvizsgélni; a megoldds hatralévs részében az
»irreducibilis” és ,,reducibilis” szavakat ebben az értelemben hasznéljuk.

(1) x° + 5x + 26: irreducibilis, x — x — 1 helyettesités utdn Schonemann-Eisenstein (p = 5).

(2) x84+ 1: reducibilis, az ismert azonosség szerint (x> + 1)(x* — x2 + 1).

(3) x*+ 7x — 3: irreducibilis, mert harmadfokd, és a raciondlis gyokteszt miatt nincs raciondlis gyoke.
(4) x* 4 3x3 4+ x2 + 1: reducibilis, a —1 gyoke.

3.515. Az f(x) = 1 +x + ...+ x?~! polinomba x + 1-et helyettesitve a féegyiitthatéja nem viltozik,
tovdbbra is 1 marad. Az f(x + 1) konstans tagjit az x = 0 helyettesitéssel kaphatjuk meg, 1atjuk, hogy
ez f(1) = p, ami p-vel oszthatd, de p>-tel nem. Azt kell még beldtni, hogy az f(x + 1) polinom &sszes
nem f6 egyiitthatéja p-vel oszthaté, vagyis hogy ezt a polinomot mod p véve x”~! adédik. Ezért 4ttériink
Zplx]-re.
Az ismert azonossag (vagy a mértani sor Osszegképlete) miatt
_ x+1)7 -1
1 D+... ="
+x+D+...+&+1) Gt 1
Mivel Z,[x]-ben tagonként lehet p-edik hatvdnyra emelni (3.3.22. Feladat), ez tovabb igy alakithato:
x+DP—1 xP+17-1

= p_l‘
G+D)—1 x *

Igy az 4llitast belattuk.

3.516. Az f(x,y) = x° + x3y? + (»*> + y) mér rendezve van x hatvanyai szerint, a nem nulla egyiitt-
haték 1, y3, y> 4 y relativ prim polinomok C[y]-ban, hiszen az 1 kozottiik van: minden normélt polinom
nyilvadnvaléan primitiv.

A Schonemann—Fisenstein-kritérium alkalmazhaté f-re, mint x polinomjira, a p = y vdlasztdssal. Ez
a p prim lesz C[y]-ban, hiszen a C[y] alaptételes gyfiri, amelyben az y els6fokd, és igy irreducibilis polinom
(hiszen C test). A fenti egyiitthatok mindegyike y-nal oszthatd, kivéve a fGéegyiitthat6t, vagyis az 1-et, és
y2 nem oszt6ja a konstans tagnak, azaz y> 4+ y-nak. A Schonemann-Eisenstein-tétel minden alaptételes
gylirl folott ugyantigy bizonyithato, és igy f irreducibilis a C[y] elemeinek a hanyadosaibdl all6 gyfiri
folott.

Mivel f, mint x polinomja, primitiv, a 3.4.8. Tétel altalanos véltozata miatt f irreducibilis lesz C[y] folott
is, azaz C[x, y]-nak ez egy irreducibilis eleme.

Ahhoz, hogy a Schonemann-Eisenstein-tétel 4ltaldnos form4jat kimondjuk, sziikség van a hanyadostest
fogalmara, ezért ez az 5.7.9. Gyakorlatban szerepel.

3.5.17. Tegyiik fol, hogy h tobbszorose f-nek Z[x]-ben. Megmutatjuk, hogy f(x) | f (x + h(x)). Valéban,
ha f(x) =ay+ ...+ a,x", akkor

fx+h@) = f&x) = (ap—ao) + ...+ an(x + h(x))" — ax".

Az (x —I—h(x))k —xk oszthaté x +h(x) —x = h(x)-szel aza —b | a* — b* 6sszefiiggés miatt, és igy f (x)-szel
is. Bzért f(x) | f(x + h(x)) — f(x), ahonnan f(x) | f(x + h(x)).

Belatjuk, hogy a keresett f polinom nem létezik. Az f nem lehet konstans, mert akkor f (g (x)) is az, és
igy nem irreducibilis QQ folott. Ha viszont f nem konstans, akkor az el6z6 bekezdésben bizonyitott allitas
h(x) = xf(x) és g(x) = x + h(x) valasztissal ellentmonddsra vezet: ekkor f(g(x)) = f(x + h(x))
oszthaté f-fel, és igy csak akkor lehetne irreducibilis, ha f konstansszorosa lenne, de a foka nagyobb
f fokanal: pontosan (gr(f) + 1)gr(f), mert kompozicié foka a tényezék fokainak szorzata.

41 Hogyan lehet rdjonni a megoldds otletére? Keressiink olyan g(x)-et, hogy f (g (x))-nek legyenek ,.kezelhets”
gyokei. Ha példaul f(a) = 0és g(o) = «, akkor o gyoke f(g(x))-nek is. Ez teljesiil, ha g(x) —x-nek o gyoke.
Kézenfekvo tehat g(x) — x-et f tobbszorosének valasztani.

Ha az Olvasé madr jartassagra tett szert a Galois-elméletben (6. fejezet), akkor a kovetkez&képpen is rdjohet
a megoldasra. Legyen gr(f) = n és gr(g) = m, ekkor f(g(x)) foka nm. Ha c komplex gyoke f(g(x))-nek,
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akkor b = g(c) gyoke f-nek, és b = g(c) € Q(c) miatt Q(b) részteste Q(c)-nek. Ha f (g(x)) irreducibilis,
akkor |Q(c) : Q| = nm. De |Q() : Q| < nés|Q(c) : Q(b)| < m, mert ¢ gydke a g(x) — b polinomnak,

P

mely Q(b)-beli egyiitthatés. A testb&vitések fokdnak szorzéastétele miatt ez csak tigy lehetséges, hogy mindkét
esetben egyenldség dll, azaz g(x) — b irreducibilis Q(b) folott. Azt, hogy ez ne legyen igaz, a legkonnyebb tgy
elérni, ha biztositjuk, hogy g(x) — b-nek legyen gydke Q(b)-ben, példidul maga b. Megjegyezziik, hogy a most
bizonyitott allitds megforditasa is igaz: ha f irreducibilis Q f6lott, és g(x) — b irreducibilis Q(b) folott, akkor
f (g (x)) irreducibilis Q folott. Valoban, legyen ¢ komplex gyoke g(x) — b-nek, ekkor ¢ foka nm a szorzastétel
miatt, és igy f(g(x)) a ¢ minimélpolinomja lesz.

3.5.18. Tegyiik fol, hogy ¥4 = a + b~/2, és tekintsiik az f(x) = x2 — ax — b és g(x) = x> — 2 raciondlis
egylitthatés polinomokat. Ezeknek /2 kozos valés gyoke, tovdbbd x? — 2 a Schonemann-Eisenstein miatt
irreducibilis Q folott. Ezért a 3.2.21. Gyakorlat miatt x* — 2 osztéja x> —ax — b-nek Q[x]-ben. Ez lehetetlen
a fokszdmok miatt.

3.5.19. Legyen f(x) = ap + a1x + ...+ a,x", ahol a9 = f(0) és a, nem nulla komplex szamok, és
gx) =a,+a,_1x+...+apx" az f-hez tartoz6 reciprok polinom. A 3.5.8. Feladat szerint g gyokei (mul-
tiplicitassal szdmolva) az f gyokeinek reciprokai. Ezért f akkor és csak akkor teljesiti a feladat feltételét,
ha f és g gyoktényez8s alakja csak egy nem nulla konstans ¢ szorzéban tér el egymastdl (itt felhasznaltuk
az algebra alaptételét), azaz ha g(x) = cf (x). Az egyiitthatokat 6sszehasonlitva

a, =cay, Ap_1 =cdy, ..., dy = Cay .
Az elsé és utols6 egyenletet 6sszeszorozva a,dg = c’apay,, ami azzal ekvivalens, hogy ¢*> = 1, azaz ¢ = *1.

3.5.20. A 3.5.19. Gyakorlat szerint ha f(x) = a,x" + ... + ap egy n-edfoku reciprok polinom, akkor az
antiszimmetrikus esetben @; = —a,_; minden i-re. Ezeket az egyenleteket 0sszeadva azonnal latszik, hogy
a polinomnak gyoke az 1 (ha f foka paros, akkor a ,,k6zépsd” egyiitthaté nulla lesz, hiszen megegyezik az
ellentettjével). A szimmetrikus esetben @; = a,_; minden i-re. Ha f foka paratlan, akkor i és n — i koziil
egy paros, egy pdratlan, és igy a;x’ + a,_;x""'-nek gyoke a —1. Mivel a fok pdratlan, nincs ,k6zépss”
tag, ezért f-nek is gyoke a —1. Az 1 és a —1 reciproka is 6nmaga, ezért ha az x + 1 vagy az x — 1
gyoktényezGt elvessziik a polinombdl, akkor a megmaradé polinom gyokeire tovabbra is igaz, hogy minden
gyOk ugyanolyan multiplicitdst, mint a reciproka. Ha tehét az 6sszes ilyen gyoktényezdvel leosztunk, akkor
csakis paros fokd, szimmetrikus reciprok polinom maradhat (kiilonben a fentiek szerint 1 vagy —1 tovdbbra
is gyok lenne).

A feladatban szerepld x7 + 2x® — x* — x3 4+ 2x + 1 polinombdl az x + 1 gyoktényezst kiemelve
x® + x> — x* — x> + x + 1 marad. Ennek nem gyoke a nulla, és igy gyokvesztés nélkiil eloszthatjuk
x3-nel, vagyis egyenletiink a kovetkez6képpen alakul:

X0+ —xt—xT4x+1 3 1 5 1 1
0= :(x +—>+<x +—)—(x+—).
X

x3 x3 x2

4

Legyen z = x 4 (1/x), ekkor négyzetre, illetve kdbre emeléssel
1 1 1
z2=(x2+—>+2 és z3=(x3+—)+3(x+—>.
x2 x3 x

Ezért egyenletiink a z> —3z+z2—2—z = 0 alakot 6lti. Ez harmadfok, teh4t meg tudjuk oldani gyokjelekkel.
Innen az eredeti polinom gyokeit is megkapjuk, mert ha z = u a fenti harmadfokd egyenlet valamelyik
gyoke (ahol # mar ismert szdm), akkor az x + (1/x) = u egyenletet x-szel atszorozva masodfoku egyenletet
kapunk.

3.6. A derivalt és a tobbszoros gyokok

3.6.7. A deriviltja 6x° 4 5x* +20x? 4 12x% + 16x + 4, ennek és az eredeti polinomnak a Kitiintetett kozos
osztéja az euklideszi algoritmussal kiszdmolva x> + 2. Tehdt f-nek két tobbszoros gyoke van, ezek x? + 2
gyokei, vagyis £+/2i, mindegyik kétszeres.
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3.6.8. A 3x? jelentése x> + x% + x2. Ezt a polinomok kozotti miiveletek definicija szerint dgy kell kiszdmi-
tani, hogy az x? egyiitthat6jat (amit nem frtunk ki, mert az értéke 1), 6nmagéval kell haromszor 6sszeadni.
Ez az egyiitthat6 a Z, gyfir(i eleme, amelyben 1+, 1+, 1 = 1. Ezért 3x? = 1x? = x2. Sz6 sincs tehdt arrdl,
hogy 3x? azért lenne x-szel egyenlS, mert mindegyik x € Z,-re ugyanazt az értéket veszi fol.

A masodik gondolatmenetben az a hiba, hogy 6sszekeveredik a polinom és a polinomfiiggvény fogalma.
Az idéz6jeles gondolatmenet csak azt bizonyitja, hogy az x? és x polinomokhoz tartozé polinomfiiggvények
egyenldek. A Z,[x] polinomgy{r{iben az x hatdrozatlannal formdlisan, az egyiitthatéival modulo 2 kell
szdmolni.

3.6.9. Ilyen példdul f(x) = x° + x® a Z, folott. A 3.6.3. Allitds bizonyitdsdbdl latszik, hogy altaldban
olyan f(x) = (x — b)3q(x) polinomot érdemes keresni, amelyre 8¢ (h) = 0 (de g(b) és ¢’(b) nem nulla).
A misodik kérdés megvilaszoldsihoz legyen g(x) = x8¢(x) a Z, folott. Ekkor 8¢(0) = 0 minden g-ra,
arra van még sziikség, hogy xq’(x)-nek a 0 haromszoros gyoke legyen, de g-nak ne legyen gyoke. Ha
g’ (x) = x?, akkor példdul ¢(x) = x> + 1 megfeleld, ekkor g(x) = x!' 4 x3.

3.6.10. Tegyiik fol, hogy b az f-nek pontosan ¢-szeres gyoke. Ekkor £ > 1, mert b gydke f-nek, és igy
a 3.6.5. Tétel szerint f'-nek a b pontosan £ — 1-szeres gyoke. Tehat £ — 1 = k — 1, vagyis £ = k. Ez a tétel
tehdt ,,6bnmagdban hordja a megfordit4sat”.

Az nyilvan sziikséges, hogy b gyoke legyen f-nek, hiszen példaul x* + 1 derivaltjanak a b = 0 szdm
k — 1-szeres gyoke, de x* + 1-nek nem gyoke.

Az 4llitas Z, folott nem igaz: az x> + x? polinomnak csak kétszeres gyoke a nulla, annak ellenére, hogy
ez a polinom derivaltjanak is kétszeres gyoke.

3.6.11. Ha f’ = 0, akkor f konstans, és igy f’ | f pontosan akkor igaz, ha f is nulla. Tegyiik fol, hogy
f' # 0. Legyen b € C gyoke f'-nek. Mivel f' | f, a b szam gyoke f-nek is. Az el6z6 3.6.10. Gyakorlat
szerint ha b az f’-nek k — 1-szeres gyoke, akkor f-nek k-szoros gyoke. Ezért f/f’ oszthaté x — b-vel,
vagyis f/f’-nek gyoke f’ mindegyik gyoke. De f/f’ els6fokud polinom, hiszen gr( f') = gr(f) — 1. Ezért
f’-nek csak egy gyoke lehet, és igy f(x) = c(x — b)*. Az ilyen alakii polinomok nyilvdn megfelelnek.

3.6.12. A 3.6.5. Tétel ismételt alkalmazasaval vilagos, hogy ha b az f-nek legalabb k-szoros gyoke, akkor a
k — 1-edik derivaltjanak legalabb egyszeres gyoke, és igy kozos gyoke f-nek és a k — 1-edik derivaltjanak.

Az 4llitds megforditasa még C folott sem igaz. Péld4ul az x3 + x polinomnak az x csak egyszeres gyoke,
de a masodik derivéltnak szintén gyoke.

J1 Ha azt tessziik fel, hogy b gyoke az f els6 k — 1 derivaltjanak, és C folott vagyunk, akkor a 3.6.12. Gyakorlat
allitasanak az ismételt alkalmazasaval ad6dik, hogy f-nek b legalabb k-szoros gyoke. Ugyanez Z, f6lott nem
igaz: ismét x3 + x? lesz ellenpélda k = 3 esetén.

3.6.13. Ha b € C az f-nek k-szoros gyoke, akkor f’-nek k — 1-szeres gyoke. Vagyis az x — b irreducibilis
polinom kitevGje az f kanonikus alakjédban k, az f’-ében k—1. A kitiintetett k6z6s 0szt6 képlete szerint tehat
x — b kitevdije (f, f')-ben k — 1, azaz b az (f, f')-nek pontosan k — 1-szeres gydke. Igy fi = f/(f, f')-ben
az (x — b) irreducibilis tényez6 kitevGje k — (k — 1) = 1 lesz. Mas széval f; gyokei ugyanazok, mint az
f gyokei, de mindegyik egyszeres, €s persze f) is racionalis egyiitthatés (a 3.2.6. Gyakorlat miatt).

Ezt a gondolatot alkalmazhatjuk f helyett az (f, f’) polinomra is. Mivel ennek gyokei éppen az f leg-
alabb kétszeres gyokei, ezért egy szintén raciondlis egyiitthatds f, polinomot kapunk, amelynek gyokei az
f legalabb kétszeres gyokei, de mindegyik csak egyszer. Nyilvan g1 (x) = fi(x)/f2(x) egy olyan raciondlis
egyiitthatés polinom, amelynek gyokei az f egyszeres gyokei, mindegyik egyszer.

Ezutan az 4llitast k szerinti indukcidval bizonyithatjuk, a k = 1 esetet most lattuk be. Ha k — 1-re
mér tudjuk az allitast, akkor alkalmazzuk ezt az (f, f’) polinomra. gy egy olyan A(x) € Q[x] polinomot
kapunk, amelynek gyokei pont az (f, f’) polinom k — 1-szeres gyokei, mindegyik egyszer. De akkor 4 a
keresett g; polinom, hiszen k£ > 1 esetén egy komplex szdm akkor és csak akkor k-szoros gyoke f-nek, ha
k — 1-szeres gyoke (f, f')-nek (vo. 3.6.10. Gyakorlat).
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3.6.14. Ha f = g°h, akkor a szorzat derivaldsi szabdlya szerint (g2) = 2gg’, és igy
=@ h+gh =gQg'h+gh').
Ezért g k6z06s osztdja f-nek és f'-nek.
Az x" — 1 derivdltja nx"~'. Ha p nem oszt6ja n-nek, akkor ez nem a nullapolinom Z,[x]-ben, és igy
minden oszt6ja sx* alakd, ahol 0 # s € Z, (l4sd 3.5.1. Gyakorlat). De sx* csak akkor lehet osztGja
x" — 1-nek, ha konstans (azaz ha k = 0), mert x” — 1-nek nem gyoke a 0. Ezért (p t n esetén) x" — 1 relativ

prim a derivéltjdhoz, és igy nem lehet tobbszoros tényezdje.
Ha viszont p | n, mondjuk n = pm, akkor Z,[x]-ben

x"—=1=u"-1DP.

Ez kozvetleniil adédik abbdl, hogy Z,[x]-ben tagonként lehet p-edik hatvdnyra emelni (3.3.22. Feladat).
Ugyanis ekkor (x™ — 1)? = x" + (—1)?, és p > 2 esetén (—1)” = —1, mert p pératlan, ha meg p = 2,
akkor (—1)> = 1, de ez —1 is, mert Z,-ben —1 = 1. Vagyis x" — 1-nek pontosan p | n esetén van tobbszoros
tényezdje.

3.6.15. Legyen S test és g € S[x] egy § folott irreducibilis polinom. Tegyiik fol, hogy g-nek van tobbszords
gyoke egy S-nél bévebb T testben. Ekkor ez gyoke g’-nek is. A 3.2.21. Gyakorlat miatt g(x) osztdja
g'(x)-nek S[x]-ben. Ha g’ # 0, akkor g’ foka kisebb g fokndl, és igy g nem oszthatja g’-t. Tehat csak a
g’ = 0 eset az, ami egyéltalan el6fordulhat.

Ha S = Q, akkor ez lehetetlen, hiszen ekkor g konstans polinom lenne, marpedig g-rol foltettiik, hogy
nem konstans (hiszen irreducibilis).

Ha S =7,,és g(x) =ap+ ...+ a,x", akkor

g/(x) =a; + 2axx +3a3x2 4+ ... +nanxn—1 -0

akkor és csak akkor teljesiil, ha g pératlan index{ egyiitthatéi nulldval egyenldk, vagyis

gx) =ap+ ax’+ ...+ akay‘

alakd. Vegyiik észre, hogy a? = a; (hiszen a; € Z). Mivel Z, fol6tt tagonként lehet négyzetre emelni
(3.3.22. Feladat),

gx)y=(ap+ax+...+ azkxk)z.
Ez ellentmond annak, hogy g irreducibilis. Tehdt ilyen g polinom Z, folott sincs. Megjegyezziik, hogy
ugyanez a gondolatmenet Z, helyett sz6 szerint ugyanigy Z,[x]-ben is elmondhaté.

A feladat masodik kérdésére is igenl$ a valasz, azaz ha (f, ') # 1 teljesiil egy Q vagy Z, folotti f po-
linomra, akkor f-nek van tobbszoros tényezdje Q-ban, illetve Z,-ben. Az Utmutatéban leirtakat folytatjuk.
Mivel b kozos gyoke f-nek és f’-nek, ezért b legaldbb kétszeres gyoke f-nek (3.6.6. Kovetkezmény).
A g-nek viszont b csak egyszeres gyoke, ezért b gyoke f/g-nek is. A 3.2.21. Gyakorlat miatt g osztdja

f/g-nek, azaz g% | f.
3.6.16. Erdemes dltaldban meggondolni (példdul n szerinti indukciéval), hogy

Fifaoo ) =Y fioefia f it fa
i=1

Ennek az allit4s specidlis esete, amikor f;(x) = x — b; (pontosabban még minden meg van szorozva c-vel).
A maésodik 4llitds az els6bdl a b; behelyettesitésével adddik, hiszen csak egyetlen tagja lesz az 6sszegnek,
ami nem (feltétleniil) valik nullava.

3.6.17. Mivel f legaldbb masodfokd, az f’ legalabb els6foku, és igy az algebra alaptétele miatt van egy
komplex b gyoke. Ekkor ¢ = — f(b) megfeleld lesz. Ehhez a 3.6.6. Kovetkezmény miatt elég megmutatni,
hogy b kozos gyoke f(x) — f(b)-nek és a derivaltjanak. Ez nyilvanvalo, hiszen ez a derivalt f'(x).

3.6.18. Az f(x) a c értéket akkor és csak akkor veszi fol n-nél kevesebb helyen, ha az f (x) — ¢ polinomnak
n-nél kevesebb komplex gydke van, azaz ha van tobbszorés gyoke. Ez azt jelenti, hogy van egy k6zos
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b gyoke a derivaltjaval, ami f'(x). Tehdt f'(b) = 0, és f(b) = c. Tehit a kivételes ¢ értékek szdma
legfeljebb annyi, mint f" komplex gyokeinek a szama, ami legfeljebb n — 1, hiszen f’ egy n — 1-edfokd
polinom.

3.7. A rezultans és a diszkriminans

3.7.9. A determindnst példaul az utolsé sora szerint kifejtve

a b ¢
R(f, fY=12a b 0|=(—2a)(—2ac)+ blab — 2ab) = 4a*c — ab*.
0O 2a b

A diszkrimindns ennek (—1)!/a-szorosa (3.7.6. Definicid), azaz b*> — 4ac.

41 A gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése miatt a(o; + ap) = —b és awjop = c. Innen is azonnal adédik, hogy
(o) — a2)? = b2 — 4ac.

A 3.7.8. Allités szerint a diszkriminans akkor és csak akkor pozitiv, ha minden gydk egyszeres, és a nem
valés gyokok szdma néggyel oszthaté. Mivel maximum két gyok van, ez a szdm csak ugy lehet néggyel
oszthat6, ha nulla, vagyis mindkét gyok valds. A diszkriminans akkor és csak akkor nulla, ha a polinomnak
egyetlen, kétszeres gyoke van. Ez természetesen csak valds szam lehet, hiszen kiilonben a konjugéltja egy
Ujabb gyoke lenne a polinomnak.

3.7.10. A diszkriminans (a sok nulla miatt a determindnst ismételt kifejtéssel kiszamolva)

1 0 p g O
01 0 p g
(=D’R(f, fY=—3 0 p 0 0|=—-4p’—274".
030 p O
00 3 0 p

Ennek a diszkusszi6ja a 3.8.2. Tételben taldlhat6.

3.7.12. Az elsd egyenletrendszerben a két egyenletet y polinomjanak tekintve a rezultdnsuk

x—1 x+1 =2 0
rx) = 0 x—1 x+1 =2
x—1 X -1 0
0 x—1 X —1

=2(x — 1)%.

Tudjuk, hogy ha (x;, y;) kdzos gyoke az eredeti két egyenletnek, akkor x; gyoke a rezultdnsnak. A rezul-
tansnak csak az x = 1 gyoke. Azonban ez nem biztos, hogy k6zos gyokbol szarmazik, mert a rezultans
akkor is nulla, ha a, = b,, = 0 (és jelenleg ez teljesiil, hiszen a, = b,, = x — 1). Tehdt az x = 1 értéket
,kézzel” kell megvizsgalni. Ha x = 1, akkor az els6 egyenlet a 2y — 2 = 0, a masodik az y — 1 = 0 alakot
olti. Ezeknek y = 1 k6zos gyoke, és igy az egyenletrendszer egyetlen megoldasa (x, y) = (1, 1).

A masodik egyenletrendszer esetében a rezultdns 1 — x lesz. Az érvelés most is ugyanaz, de most az
x = 1 hamis gyok, mert ezt visszahelyettesitve a 2y = 1 és y = 1 egyenleteket kapjuk, és ezeknek nincs
kozos gyoke. A masodik egyenletrendszernek tehdt nincs megolddsa.

A harmadik egyenletrendszerben elészor x-et tekintjiilk valtozonak. Az elsé két egyenlet rezultidnsa
f,2) = y* — 2z +2)y?> — y + (22 + z). Szimmetriaokokbdl az els6 és a harmadik egyenlet rezul-
ténsa (y és z cseréjével) g(y, z) = y> + (=222 + 1)y + (z* — 272> — z). Az f és g rezultdnsdnak kiszdmitdsat
az Olvaso remélhetSleg mar nem kézzel, hanem a Maple program factor (resultant (f,g,y)) pa-
rancsa segitségével végezte, és igy az eredményt rogton szorzatta alakitva kapta meg:

2@+ D*e - D2z -2 +27+2)(2 =22 1).
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Azt gondolhatnank, hogy ennek mindegyik gydke megoldashoz vezet, hiszen végig normalt polinomok re-
zultansat vettiik, vagyis a f6egylitthatoknak nem volt gyoke, és igy nem johetett be ,,hamis” gyok. De ez té-
vedés! Példdul a z = 2 gyoke a fenti polinomnak. Ez annyit jelent, hogy az f(y,2) és a g(y, 2) poli-
nomoknak van kozds gyoke. Valdban van: az y = 1 (és csak ez). Tehdt ha y = 1 és z = 2, akkor az

egyenletrendszer elsd két egyenletének is kell legyen kdzos gyoke x-re. Van is: az x = —2 (és mds nem).
Ugyanigy a masodik két egyenletnek is kell legyen kdzos gyoke, ez viszont csak az x = —2 lesz. Ez az oka

annak, hogy a z = 2 végiil is nem vezet az egyenletrendszer megolddsdhoz.

Az Osszes gyokot ugyanigy végigszdmolni faradsagos volna. Egyszeriibb, ha az f helyett az egyenlet-
rendszer masodik és harmadik egyenletének a rezultansat szdamoljuk ki, ez h(y,z) = y> +y — (2> + 2).
A g és a h rezultdnsa ugyanis

e+ D@ =221
(ezt szorzattd alakitani is sokkal egyszer(ibb, mint a fenti polinomot, csak a raciondlis gyoktesztre van ehhez
sziikség). A fentiek szerint ennek is valamennyi gyokét ellendrizni kell. A végeredmény a kovetkez6: a
megolddsok egyrészt azok, ahol két ismeretlen értéke nulla, a harmadik pedig —1, masrészt azok, ahol
x =y = zaz?— 2z — 1 egyenlet valamelyik gyokével (azaz 1 £ +/2-vel) egyenld. Mindezt a Maple
program

solve( {x"2-y-z-1, y"2-x-z-1, z"2-x-yv-1}, {x,v,z} );

parancsa segitségével ellendrizhetjiik.

3.8. A harmad- és negyedfoki egyenlet

3.8.3. Tegyiik fol, hogy az x>+ px+¢q = 0 egyenletnek b legaldbb kétszeres gyoke. Mivel a gyokok dsszege
nulla, a harmadik gyok —2b lesz. A gyokok és egyiitthatok osszefiiggése miatt p = —3b% és ¢ = —2b°.
Behelyettesitve latjuk, hogy D = (¢/2)> + (p/3) = 0.

A 3.8.1. Tétel szerint az egyenlet gyokei (multiplicitdsokkal is) u + v, eu + &%v, £%u + v, ahol & primitiv
harmadik egységgyok és uv = —p/3. Ha D = 0, akkor u is és v is a —q /2 szdm kobgyokei. Ezért harom
eset van. Ha u = v, akkor eu + ¢?v = ¢?u + ev. Hau = ev, akkor u + v = %u + ev. Végil hau = &%v,
akkor u + v = eu + £?v. Tehat mindegyik esetben van tobbszoros gyok.

Tegyiik most fol, hogy p és g valés. Ha D > 0, akkor u és v valaszthat6 valds szdmnak. Valéban,
ilyenkor mindkét kobgyok alatt valos szam 4ll, és ezeknek van valds kobgyoke, csak azt kell meggondolni,
hogy az uv = —p/3 teljesithetd-e. A 3.8.1. Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy ha p # 0, akkor u#-nak a
kobgyok barmelyik értéke valaszthatd, és v = —p/3u ekkor szintén valds lesz. Ha pedig p = 0, akkor
u vélaszthat6 a valés —q szam valds kobgyokének, v pedig nulldnak.

Tehdt u = v, ahonnan azt kapjuk, hogy eu+¢&2v konjugéltja e?u+¢cv (hiszen ¢ és £2 egymds konjugaltjai).
Ez a két gyok kiilonbozd, hiszen az egyenletnek D > 0 miatt nincs tobbszoros gyoke. Ezért egyikiik sem
lehet valos.

Végiil tegyiik fol, hogy (p, g valés és) D < 0. A p = 0 eset most nem lehetséges, mert akkor D = (g/2)>
nemnegativ lenne. fgy u a kobgyok barmelyik értékének védlaszthatd. A Cardano-képletben a két kobgyok
alatt most konjugdlt szamok allnak, ezért a kobgyokvonas elvégezhetd tigy, hogy v az u konjugéltja legyen,

csak be kell latni, hogy ez a v érték megfelels, azaz uv = —p/3. Mivel u és v konjugaltak, uv valds
szam. Tudjuk tovdbbd, hogy (uv)® = (—p/3) (mert ez a kobgyokok barmelyik értékére igaz). Mivel a
kobgyokvonds a valés szamok kozott egyértelmd, ezért tényleg uv = —p/3.

Tehat u = v. Ekkor viszont kdzvetlen szamoldassal ellenérizhetd, hogy az egyenlet mindegyik gyoke
onmagéanak a konjugaltja, azaz valés (mert mindegyik gyok két konjugélt komplex szdm Osszege).

J1 Ha az Olvasé végigszenvedte ezt a kifejezetten hosszadalmas diszkussziét, akkor értékelheti csak igazan a
3.8.2. Tétel elegédns, diszkrimindnst felhasznalé bizonyitdsat.

3.8.4. Tegyiik fol el6szor, hogy g> — 4pr = 0. Ha p # 0, akkor g> — 4 pr a polinom diszkrimindnsa. Mivel
ez nulla, van kétszeres gyok, igy a polinom p(x — a)? = [/Px — a)]?, hiszen a p € C szdmbdl is vonhat6
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négyzetgyok. Ha viszont p = 0, akkor p?> = 4gr miatt ¢ = 0, vagyis a polinom konstans, és igy ismét
teljes négyzet, nevezetesen /r négyzete.

Megforditva, ha a polinom teljes négyzet, akkor vagy egy konstans polinom négyzete, vagy egy els6fo-
kiié. Az elsS esetben konstans polinomrél van sz6, tehat g> = 4pr = 0. A mésodik esetben a polinom
masodfoku, és mivel egy elséfokd polinom négyzete, van kétszeres gyoke. Ezért a diszkrimindnsa nulla
kell, hogy legyen.

Ha C helyett Q folott vizsgaljuk a kérdést, akkor a bizonyitds ugyanaz, mint az eldbb, csak most fi-
gyelni kell arra is, hogy nem minden raciondlis szambdl vonhaté négyzetgyok. Az eredmény a kovetkezo:
a px>+gx+r € Q[x] polinom akkor és csak akkor négyzete egy Q[x]-beli polinomnak, ha vagy p = ¢ = 0
és r egy Q-beli elem négyzete, vagy p # 0 egy Q-beli elem négyzete és g> — 4pr = 0.

3.8.6. A szokdsos mdédon D jeloli a Cardano-képletben a négyzetgyok alatti kifejezést.

(1) x>—6ix—i+8 = 0: ennél az egyenletnél D teljes négyzet, mert D = (4—i/2)>—(2i)* = (4+i/2)%.
Innen azt kapjuk, hogy u = cos30° 4 i sin30° és v = 2i/u = 2(cos 60° + i sin 60°), a gyokok
u4v=~04++3/2)+1/2+3)i, eu+e*v=(1—-3/2)+(1/2—/3)i és e2u+ev = —2—1i.
Itt ¢ = cos 120° 4 i sin 120° primitiv harmadik egységgyok, 1dsd a 3.8.1. Tétel bizonyitdsit. Termé-
szetesen u masik két értékébdl is kiindulhattunk volna, akkor mas sorrendben kapjuk ugyanezeket
a gyokoket.

(2) x3 4+ 12x — 16i = 0: ennél az egyenletnél D = 0, és igy u (példdul) 2(cos 30° + i sin 30°), ehhez
v = —4/u = 2(cos 150°+i sin 150°). Innen x> +12x —16i = (x —2i)>(x+4i), a 2i kétszeres gyok.

(3) x> —21x + 20 = 0: ekkor D = —243, és igy nemtrividlis feladat a kobgyokvonds. Trigonometri-
kus alakban kozelit6leg elvégezhetjiik (kalkulatorral végezve a trigonometrikus alakra valé oda- és
visszakonvertalast), ekkor u = V7 (cosa + i sina) adodik, ahol o &~ 40,893°. Az 1.2. szakaszban
ezt az egyenletet megoldottuk: u (egyik) értéke valGjaban 2 4 i+/3, a gyokok 4, 1 és —5.

(4) x*+x2+4x —3 = 0: a harmadfokd rezolvens 8u> —4u*+24u —28, aminek gyoke az 1. Ennek alap-
jan az egyenlet két masodfoki polinom szorzataként (x> +1)? — (x —2)> = (x> —x +3)(x*+x—1)
alakban irhat6, gyokei tehat (1 £ i+/11)/2 és (—1 &+ +/5)/2.

3.8.7. A harmadfoki rezolvens (8u + 40)(u”> — 1), ennek gyokei u = 1, u = —1, u = —5. Ezekbdl rendre
az x* — 10x? + 1 polinom kovetkez6 felbontdsait kapjuk:

2+ 1)? = 1262 = (¢ = 2VBx + D +2V3x 4+ 1),
(212 —8x> = (x> —2vV2x = D> +2vV2x — 1),
(x? =52 =24 = (x* =5 -2/6)(x* = 5+2V6).
Ezek pontosan a 3.3.24. Feladatban hasznalt felbontdsok. A kapott észrevételt a 3.8.9. Gyakorlatban altala-
nositjuk.
3.8.8. Az Utmutaté utolsé mondatéban szerepld két egyenletet 5sszeadva
oo —a)t—a)—ay)  , et tasto

> x° = > +u

adédik, ahol o) + o + a3 + 4y = —a a gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése miatt. A két egyenletet kivonva
(x—o)(x —ap) — (x —a3)(x —og)

2
a3+ o4 — o — o o0y — 304

by
2 2

Ki(x) =

Li(x) =

Nyilvan

f@) = (K1) + L) (K1 (x) = Li(x) = K1(0)* = L1 (x)° .
A 3.8.5. Tétel bizonyitdsaban szereplS K (x) = x> + (a/2)x + u polinom tehét ugyanaz, mint a fenti K,
ha az u helyére u,-et helyettesitiink. A fenti Osszefiiggés szerint erre az u értékre K> — f = K — f = L3,
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vagyis teljes négyzet. Ezért u = u; gyoke a harmadfokd rezolvensnek. A 3.8.5. Tétel bizonyitdsdban
szerepld L polinomra u = u; esetén tehdt L2 = K? — f? = K? — f? = L3 teljesiil, ahonnan L = +L;.

Innen (1) és (2) is kovetkezik. Az o; hatdrozatlanok alkalmas cserélgetésével latjuk, hogy u, és us is
gyOke a harmadfokd rezolvensnek. Az Utmutatéban leirtak miatt igy arezolvens 8(x —uy)(x — up)(x — us)
lesz, azaz (1) igaz. Ha L = Ly, akkor K (x) +L(x) = (x —a)(x —ap) és K (x) — L(x) = (x —a3)(x —ay),
kiilonben pedig forditva. Igy (2) is igaz.

A 3.8.5. Tétel bizonyitdsidban megadtuk az L? polinom alakjit az f egyiitthatSival és u-val kifejezve,
fent pedig szerepel az L, polinom az o; szdmokkal kifejezve. Ezt négyzetre emelve és az egyiitthatdkat
Osszehasonlitva rendre (3), (4), (5) adddik. Végiil (6) egyszerii azonos 4talakitdssal kaphatd (5)-bdl.

3.8.9. A 3.8.8. Feladat mutatja, hogy ha a harmadfoku rezolvensnek az u; gyokét hasznéljuk, akkor f(x)
az (x — ay)(x — ap) és az (x — a3)(x — ay) polinomok szorzatdra bomlik. Ugyanez a szdmolas az o; gyo-
kok cserélgetésével azt adja, hogy ha az u, gyokot hasznaljuk, akkor a két tényezd (x — a1)(x — a3) és
(x — ap)(x — o) lesz, az us esetében pedig (x — o) (x — otg) és (x — an)(x — a3).

3.8.10. Az f-nek akkor és csak akkor van raciondlis gyoke, ha felbomlik egy els6 és egy harmadfoku
raciondlis egyiitthatds polinom szorzatdra. Megmutatjuk, hogy f két masodfokd Q[x]-beli polinomra valé
felbontasai pontosan a (2) és (3) esetben keletkeznek.

Alkalmazzuk a 3.8.4. Gyakorlat megolddsaban szerepld, racionélis egyiitthatés polinomokrol szol6 alli-
tastarraa K (x)?> — f(x) = px?+gx +r polinomra, amit a harmadfoki g rezolvens levezetésekor kaptunk.
Ha u gyoke g-nek, akkor g2 — 4pr = 0, és ha u raciondlis, akkor p, g, r € Q. A (2) és (3) pontban megfo-
galmazott feltétel azt adja, hogy K (x)> — f(x) egy racionlis egyiitthatés L(x) polinom négyzete (a (2) a
p # 0,a(3)ap = 0eset), é igy az f polinom felbomlik két raciondlis egyiitthatés, masodfokud polinom
szorzatara.

Megforditva, tegyiik fol, hogy f két mésodfok, raciondlis egyiitthatés polinom szorzata. Feltehet6,
hogy ezek norméltak, vagyis v(x) = (x — a)(x — o) és w(x) = (x — a3)(x — a4) (ahol az o; gyokok
komplex szdmok). A gyokok és egyiitthatok osszefiiggése miatt ojap €s a3y € polinomok konstans tagjai,
tehat raciondlisak. A 3.8.8. Feladat szerint az u; = (xj0p + o304) /2 raciondlis szdm gyoke a harmadfoku
rezolvensnek, és az ebbdl kapott K és L polinomokra K + L = v és K — L = w. Innen kivondssal kapjuk,
hogy L is raciondlis egyiitthatds, tehdt K> — f = L? = px? + gx + r egy els6foki, raciondlis egyiitthatés
polinom négyzete. A 3.8.4. Gyakorlat szerint erre teljesiil a (2) és (3) pontbeli feltételek egyike.

Végiilhaa = 0, akkor au = c azzal ekvivalens, hogy ¢ = 0. Tovabba u = b/2, és igy u>—d = b>/4—d,
ami pontosan akkor egy raciondlis szim négyzete, ha a négyszerese, vagyis b> — 4d az.

3.8.11. A harmadfoku rezolvens most (8u — 4b)(u> — d), amibdl (4) azonnal kovetkezik. Az (5) allitds
kovetkezménye a 3.8.10. Feladatnak. Valéban, tegyiik fol el6szor, hogy f reducibilis. Ekkor ebben a
feladatban (1), (2) és (3) valamelyike teljesiil. Ha ez (3), akkor u = b/2, és (b/2)> — d egy raciondlis szdm
négyzete, azaz b*> — 4d is. Ha ez (2), akkor u = ++/d esetén ++/d — b egy raciondlis szdm négyzete, az
u = b/2 eset pedig nem lehetséges, mert ekkor 2u — b + a®>/4 = 0. Végiil ha (1) teljesiil, azaz f-nek
van egy raciondlis o gyoke, akkor —a is raciondlis gyok. Igy x> — o osztGja f-nek, vagyis f el6all két
masodfok, raciondlis egyiitthatds polinom szorzataként is, ezért a 3.8.10. Feladat utolsé el6tti megjegyzése
miatt (2) és (3) valamelyike ebben az esetben is teljesiil. Az Olvasé megprébélhat erre az irdnyra kdzvetlen,
a harmadfoku rezolvenst nem haszndl bizonyitist is adni.

Megforditva, ha (5) teljesiil, akkor hasonldan ellenérizhetd, hogy (2) és (3) egyike igaz. De most meg is
kell adnunk az f polinom felbontdsait. Ha a vb> — 4d = e; € Q, akkor

fo) = (= (=b+e)/2)(x* = (=b —e))/2) ,
ha v2+/d — b = e, € Q, akkor a 3.8.10. Feladat megoldésat végigszamolva
fx) = (x2 —eyx + x/g)(xz + erx + \/c_i) ,
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végiil ha v/ —2+/d — b = e3 € Q, akkor
fx) = (x*—esx — \/3)(x2 + e3x — «/3) )
Az utolsé két esetben +/d nyilvdnvaldan raciondlis, mert ey, illetve e3 az.

3.8.12. Az x* — 2 esetében b = 0 és d = —2, ami nem négyzetszdm, és ezért £2/d — b nemhogy egy
raciondlis szdm négyzete, de még raciondlis sem lehet. Mivel b> — 4d = 8 sem négyzetszdm, az x* — 2
irreducibilis Q folott (ezt persze a Schonemann—Eisenstein-kritériumbdl is tudjuk).

Az x* + 4 esetében b? — 4d = —16 és —2/d — b = —8 nem négyzetszam, de 2+/d — b = 4 igen, ebbdl
az el6z6 gyakorlat megoldésa alapjdn e, = 2, és az (x> — 2x + 2)(x? + 2x + 2) felbontast kapjuk (amit
ismeriink a 2.5.10. Gyakorlatbdl).

Az x* —10x% + 1 polinomrdl is tudjuk mdr, hogy irreducibilis Q folott (3.3.24. Feladat). Ebben az esetben
a 96, 12 és 8 értékek adédnak, amelyek nem négyzetszamok.

3.8.13. Ezt az egyenletet, a negyedfoki egyenlethez hasonléan, két négyzet kiilonbségére bonthatjuk. Mivel
—2x% —4x =2 = =2(x + D = (iv2)*(x + 1), ezért

422+ +2= () — (V2x +ivV2)? = (¢ — ivV2x — iV (T +iV2x +iV2).

Tehat csak két negyedfoki egyenletet kell megoldani.

3.9. A Kkorosztasi polinom

3.9.2. A két harmadik primitiv egységgyokok —1/2 & i+/3/2, a két hatodik 1/2 + i~/3/2, a négy tizenket-
tedik ++/3/2 & i /2. Innen az 4llitds beszorzéssal adédik.

3.9.3. A p darab p-edik egységgyok az x” — 1 polinom 0Osszes gyoke (é€s mindegyik egyszeres, lasd
2.5.15. Feladat). Az 1.5.13. Tétel szerint ezek koziil az 1 kivételével mindegyik primitiv p-edik egység-
gyoOk is, hiszen az 1, ..., p — 1 szdmok relativ primek p-hez. Ezért

xP —1

=14+x+...+xP".
x—1

d,(x) =

3.9.4. Ha o(n) = 12, akkor hatvanyai kozott négy tizenkettedrendd, két hatodrendd, két negyedrendd, két
harmadrendi, egy masodrendi és egy elsérendli szam van. Az adddik, hogy

D1 (x) Do (x) D3 (x) Pa(x) Do () Dpa(x) = x'* — 1.

Az osztés elvégzésekor érdemes a nevezében minél tobb tényezdt Gsszevonni, mert ezzel a szamolast rovi-
dithetjiik. A 6 oszt6ihoz tartozé korosztdsi polinomok szorzata x6 — 1, ezért

x2—1 x2—1 X041

[0} = = = =
12(%) DD, P3P Dy (x6 — 1)Dy(x) x24+1

3.9.6. Tekintsiik a [ | ain P (x) = x" — 1 képletben a fokszamokat. (Az Olvasé kereshet elemi szamelméleti
bizonyitast is: csoportositsuk az 1/n,2/n, ..., n/n torteket egyszer(sités utan a nevezdjiik szerint.)
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3.9.8. Még a primitiv
with (numtheory) :
for n from 3 by 2 do
if issqgrfree(n) and not isprime(n) then
s := coeffs(cyclotomic(n,x));
for 1 in s do
if i >4 or i < -4 then
print (n, sort(cyclotomic(n,x)));
break
fi
od
fi
od;
Maple-program is pillanatok alatt kiszdmolja a mai otthoni szdmitégépeinken is, hogy a legkisebb n az
1785 =3-5-7-17, melyre ®,-ben van legaldbb 5 abszolut értékii egyiitthat6. Azn =385 =5-7-11 aleg-
kisebb olyan index, melyre ®,-ben el6fordul legalabb 3 abszolut értéki egyiitthatd, ésn = 1365 = 3-5-7-13
esetén fordul el§ el8szor legalabb 4 abszolut értéki egytitthato.

3.9.11. A rekurziés képlet alapjan, ha p prim, akkor
X =1 xP =1

DD, D xP -1

D (x) = ,

P

1

hiszen a nevezd&ben szerepld indexek éppen pf~! osztéi. Az y = X helyettesitéssel azonnal l4tszik, hogy

mennyi ennek a tortnek az értéke:

yr =1
y—1

k—1

® i (x) = =1yt by =T T D
3.9.12. Legyen n pozitiv, paratlan egész. Az 1.5.19. Feladat szerint ha o(e) = n, akkor o(—¢) = 2n, és ha
o(e) = 2n, akkor o(—¢) = n. Ez azt jelenti, hogy ¢ — —e¢ kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést 1étesit
d, és d,, gyokei kozott. Mds széval ®,(—x) és Py, (x) gyokei ugyanazok (€s mindegyik egyszeres). Ezért
e két polinom egymas konstansszorosa. A ®,, polinom normadlt, tehat a két polinom egyenl&ségéhez mar
csak azt kell megmutatni, hogy (paratlan n > 1 esetén) @, (—x) is az. De ez igaz: a &, (—x) féegyiitthatdja
(—1)#™ = 1, mert az E.4.3. Allits szerint ¢(n) paros szam (kivéve ha n = 1 vagy 2).

3.9.13. Littuk, hogy ®;(x) = x — 1. Ha p prim, akkor a 3.9.3. Gyakorlat miatt ®,(x) = 1+x+...+x7"".
A tovabbi primhatvany-index{i korosztasi polinomok a 20-as indexig a 3.9.11. Gyakorlat alapjan a kovet-
kez8k: ®y(x) = x>+ 1, dg(x) = x* + 1, Pp(x) = x¥ + 1, Pg(x) = x® + x> + 1. Ha az index egy
pdratlan szdm kétszerese, akkor az el6z6 feladat miatt ®g(x) = x2 —x+1, ®1o(x) = x* =3 +x2 —x +1,
Dux) = x® — x> +x* =X +x2—x+ 1, &i3(x) = x® — x> + 1. Kordbban kiszdmoltuk, hogy
®po(x) = x* — x? 4+ 1. A megmaradt esetek: ®5(x) = x® —x7 + x> — x* + x> — x + 1 (ezt a rekurzids
képletbdl osztassal kaphatjuk), és ®o0(x) = ®1o(x?) (l4sd a 3.9.15. Feladatot).

3.9.14. Tudjuk, hogy x"/¢ — 1 azoknak az x — n gyoktényezdknek a szorzata, ahol  rendje osztéja n /d-nek.
Azt kell beldtnunk, hogy a [ | dln (x4 — 1)MD képletben o(n) = n esetén x — n az elsS hatvanyon szerepel,
egyébként pedig a nulladikon. Legyen o(n) = m. Ekkor x"/¢ — 1-ben x — n az els6 hatvanyon szerepel, ha
m | (n/d), egyébként pedig a nulladikon. Persze m | (n/d) <= d | (n/m). Ezért a ]_[dln(x”/d — HH@D
képletben x — n kitevgje Zd‘(n/m) wu(d). Az E.4.6. Allitds miatt ez az 6sszeg 1, ha n/m = 1, és nulla
egyébként.

3.9.15. A feladatra két megolddst adunk. Az els6 rovid szdmolds, ami felhaszndlja a 3.9.14. Feladatban
bizonyitott osszefiiggést. A mdsodik bizonyitds hosszabb, de nagyon tanulsigos, mert gyakoroljuk altala az
elemrend fogalmat.
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Az elsG bizonyitésban induljunk ki abb6l, hogy @, (x) = [, (x"/¢ —1)*©. Ebben a szorzatban eltekint-
hetiink azoktdl a tényezdktdl, amelyekre a u(d) kitevs nulla, hiszen az ilyen tényezdk értéke 1. Tehat csak
azok a d | n szamok az érdekesek, amelyek csupa kiilonb6zé primek szorzatai. Mivel n minden primosztdja
osztoja m-nek is, az ilyen d szamok m-nek is osztéi. Ezért

() = [T = p#@ =TT (/™™ = )" = @)

dln dim

(az utolso 1épésben m-re alkalmaztuk a 3.9.14. Feladatban bizonyitott formulat).
A masodik, kozvetlen bizonyitdsban a

o, = [[x—m & @™ =[] & —o

o(m=n o(e)=m

képletekbdl indulunk ki. Mindkét képletben kénnyen lathatéan minden gyok egyszeres, tehat azt kell meg-
mutatni, hogy a két oldalnak ugyanazok a gyokei. Mdas széval, hogy o(n) = n akkor és csak akkor, ha
o(n"'™) = m.

A hatviny rendjének képlete azt adja, hogy o(n"/™) = o(n)/(o(n),n/m). Ha o(n) = n, akkor ez
n/(n,n/m) = n/(n/m) = m. Megforditva, tegyiik fol, hogy o(n)/(o(n), n/m) = m. Azaz

o(n) = (o(n), n/mym = (o(mm, n) = (m, njo(m))o() .

Itt kétszer haszndltuk a kitiintetett k6z0s oszt6 kiemelési tulajdonsdgit. (A mdsodik esetben is szabad ezt
megtenni, azaz o(n) | n teljesiil, hiszen ez mar az o(n) = (o(n)m, n) Osszefiiggésbdl kovetkezik.) Azt
kaptuk tehat, hogy (m,n/o(n)) = 1. Ha az n/o(n) szdmnak lenne egy p primosztdja, akkor p | n, és a
feltételiink szerint n primosztéi mind osztjdk m-et, azaz p | m, ahonnana p | (m,n/o(n)) = 1 ellentmondds
adédik. Ezért az n/o(n) egész szdmnak nincs primosztdja, vagyis n/o(n) = 1, ami a kivant o(n) = n allitast
igazolja.

73 A bizonyitdst masképp is befejezhettiik volna, miutdn mdr igazoltuk, hogy o(n) = n esetén o(n/™) = m.
Ebbdl ugyanis kovetkezik, hogy ®,(x) osztéja @, (x"/™)-nek, és mivel normalt polinomokrél van sz6, elég
megmutatni, hogy a fokuk egyenld. Ehhez a ¢(n) = (n/m)@(m) azonossagot kell ellenérizni, ami kénnyen
megtehetd az E.4.2. Tétel segitségével.

©~ 7z

3.9.16. Az el6z6 feladat alapjan elég a négyzetmentes indexi{i korosztdsi polinomokat ismerni, mert ha az
n szam tetsz6leges, és az m az n primosztdinak a szorzata, akkor m négyzetmentes, és ®,, ismeretében
®,(x) = ®,,(x"™) is kiszdmithat6. Az eredmények a kovetkezdk: P35(x) = Pg(x®) = x'2 — x® 4+ 1,
Dp(x) = D(x'?) = x¥ — x12 41, Dyux) = Oe(x?) = x® — x2* + 1, végiil a 3.9.13. Gyakorlat
eredményét felhasznalva ®go(x) = P 1o(x!%) = x*0 — x30 4 x20 — x10 4 1.

3.9.17. Tegyiik fol, hogy 0 egy mn-edik egységgyok. Mivel m és n relativ primek, 1éteznek olyan x és y
egész szamok, melyekre nx + my = 1. Ekkor 6 = 0™ = ™9™ Mivel (0")" = ()" = 1,
ezért 0" egy m-edik egységgyok, és hasonléan 6™ egy n-edik egységgyok. Tegyiik most fol, hogy
0 primitiv nm-edik egységgyok. A hatvdny rendjének képlete szerint 8" rendje mn/(mn, nx). Nyilvin
(mn,nx) = n(m, x), és az nx + my = 1 Osszefiiggés miatt (m,x) = 1. Ezért 0(6"") = m. Hasonl6éan
0(0™) = n. Ezért 0 tényleg elball egy primitiv m-edik és egy primitiv n-edik egységgyok szorzataként.

Most megmutatjuk, hogy ez a szorzat-elGallitas egyértelm@. Tegyiik fol, hogy ne = n’¢’, ahol n és n’
is m-edik egységgyokok, tovabbd ¢ és ¢’ is n-edik egységgydkok. Atrendezve n/n’ = ¢’/¢. A bal oldalon
egy m-edik, a jobb oldalon egy n-edik egységgyok van, igy a bal oldal rendje m-nek, a jobb oldalé n-nek
osztéja. Mivel (m, n) = 1, az egyenl6ség mindkét oldalan 1 rendd szam 4ll, azaz n = n’ és e = ¢&'.

Az Euler-fiiggvény multiplikativitdsdnak bizonyitdsdhoz tekintsiik az dsszes ne szorzatot, ahol o(n) = m
és o(e) = n. Az el6z6 bekezdésben bizonyitott 4llitds szerint az ilyen szorzatok szdma ¢(m)e(n). Az
1.5.21. Gyakorlat (3) pontja szerint az igy kapott ne szorzatok mind mn rendli szdmok, és az els6 bekezdés
szerint minden mn rend(d szdm el64ll egy ilyen szorzatként. Ezért ezek a szorzatok az mn-edik primitiv
egységgyokoket adjak, és igy szdmuk ¢ (mn).
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A S(n) fiiggvény multiplikativitdsanak bizonyitdsdhoz szorozzuk 0ssze az m-edik és az n-edik primitiv
egységgyokok Osszegét. Ekkor az eddig bizonyitottak miatt pontosan az mn-edik primitiv egységgyokok
Osszegét, azaz S(mn)-et kapjuk.

3.9.18. Belatjuk, hogy az n-edik primitiv egységgyokok osszege (. (n) (ahol p az E.4.5. Definiciéban meg-
adott Mobius-fliggvény), szorzatuk pedig mindig 1, kivéve az n = 2 esetet, amikor —1. Mindkét 4llitast a
gyokok és egyiitthatok Osszefiiggésének felhaszndldsaval igazoljuk. Ezek alapjdn ugyanis a primitiv n-edik
egységgyokok S(n) dsszege a ®,(x) korosztdsi polinomban a ,feliilr6] mdsodik tag”, vagyis az x¥™~!-es
tag egyiitthatjanak ellentettje, szorzatuk pedig a konstans tag (—1)¢"-szerese.

AT] ain Pa(x) = x" — 1 Osszefiiggésben nézziik meg, mi az x"~! egyiitthat6ja a két oldalon. A jobb
oldalon ez 0, kivéve az n = 1 esetet, amikor —1. A mdsik oldalon x"~!-es tagot csak tgy kaphatunk, ha
egy kivételével mindegyik polinombdl a legmagasabb foku tagot vessziik, a kivételesbdl pedig a masodik
legmagasabb fokut (hiszen n — 1 csak eggyel kevesebb, mint a szorzatpolinom foka). Mivel ®,(x)-ben a
mésodik legmagasabb fokii tag egyiitthatéja —S(d), és az dsszes ®, polinom normdlt, a bal oldalon az x"~!
egyiitthatdja a —S(d) szdmok Osszege lesz. A két oldalt egybevetve tehat belattuk, hogy

1 han=1,
DRSPS
0 han# 1.

Ez ugyanaz az osszefiiggés, amit az E.4.6. Allitisban igazoltunk S helyett u-re. Ezért n szerinti indukci6val
azonnal latjuk, hogy S(n) = w(n). (Valéjaban arrél van sz6, hogy ez a rekurziv 6sszefiiggés az S fliggvényt
egyértelmien definidlja.)

A szorzatra vonatkoz6 Osszefliggés levezetéséhez a [ | ain Pa(x) = x" — 1 konstans tagjat kell tekinteni
(azaz nullat helyettesiteni). fgy I1 din ®,(0) = —1, és innen indukcidval l4tszik, hogy ®,,(0) értéke mindig 1,
kivéve n = 1-re, amikor —1. Tudjuk, hogy ¢(n) akkor és csak akkor pdros, ha n > 2 (lisd E.4.3. Allitds).
Az n-edik primitiv egységgyokok szorzata, ami (—1)?"™ ®, (0), tehat tényleg 1 han # 2,és —1, han = 2.
41 A szorzatrdl sz016 allitast az Olvasénak érdemes bebizonyitania Ggy is, hogy minden primitiv n-edik egység-

gyokot parosit az inverzével (ami szintén primitiv n-edik egységgyok). Az Osszegrdl sz6lo 4llitds nyilvanvald

abban az esetben, ha n primhatvany (hiszen ekkor ismerjiik a korosztési polinom egyiitthatéit a 3.9.11. Gyakor-

lat miatt), az dltalanos esetet pedig megmutathatjuk a 3.9.17. Gyakorlat utolsé éllitdsdnak folhasznalasaval is
(hiszen a Mobius-fiiggvény nyilvdnvaléan multiplikativ).

3.9.19. A ®,(1) értéket kell meghatdroznunk. A l_[dm D, (x) = x" — 1 Osszefiiggésbe kozvetleniil 1-et
helyettesiteni nem érdemes, hiszen a ®; miatt nullat kapunk. Ezért el6bb osszunk le ®;(x) = x — 1-gyel.
Az eredmény:

x"—1 2 n—1
||<I>d(x)= l=1+x+x +.oFx.
d|n X
d#1

Ebbe az azonossdgba x = 1-et helyettesitve

[[®a)=n.

d|n

d#1
Innen kénnyen lathat6 n szerinti indukciéval, hogy ha n egy p prim hatvanya, de nem 1, akkor &, (1) = p,
ha pedig n nem primhatvéany, akkor ®,(1) = 1. Természetesen n = 1-re kdzvetleniil l4tszik, hogy az

eredmény nulla.
Felmeriil a kérdés, hogy szabad-e a fenti egyenl6ségbe x = 1-et helyettesiteni, nem jelentené-e ez azt,
hogy 1 — 1 = O-val osztottunk. A valasz megtaldlhat6 a 2.5.15. Feladat megoldasat kovetd diszkusszidban.

7

3.9.20. Eljarhatnank az el6z6 feladatban latott médon is, a rekurziét paros n esetén ®,(x) = x + 1-gyel
leosztva. Ennél egyszeriibb azonban, ha ennek a feladatnak az eredményét hasznaljuk fel. Ha n = 4m,
akkor a 3.9.15. Feladat miatt ®,(x) = ®,,(x?), és igy ®,(—1) = ®,, (1), ami 2, ha m ketté-hatviny,
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kiilonben 1. Ha n nem oszthat6 néggyel, akkor a 3.9.12. Gyakorlat miatt paratlan n > 1 esetén az eredmény
®,,(1) = 1, ha viszont n = 2k > 2, akkor ®,(—1) = P,(1). A fennmarado ,kis” eseteket kézzel
kiszdmolhatjuk. A végeredmény a kovetkez6: ®(—1) = -2, ®p(—1) = 0, ®,(—1) = 2, han > 2
kettd-hatvany, ®,(—1) = p,han = 2p* > 2 (p prim), a tobbi esetben az eredmény 1.

” 7z

3.9.21. Az el6z6 gyakorlat miatt

@(n)
o) =[] (x—n8)=( I1 n) [ Gm-o.

o(m=m, o(e)=n o(m=m o(n)=m, o(e)=n
A zérdjelben 4116 szorzat a 3.9.18. Feladat miatt 1, kivéve az m = 2 esetet, amikor —1, ez adja a minusz
eléjelet az m = 2, n = 1 esetben. Csoportositsunk 7 szerint:

[T «m-o=1]] (1‘[ (X/n—8)>= [T ®utx/m).

o(n)=m, o(e)=n o(n)=m “o(e)=n o(n)=m
Tudjuk, hogy ha n befutja az m-edik primitiv egységgyokoket, akkor 1/7 is, és ezért ha x /n helyett nx-et
frunk, azzal csak a tényezdk sorrendjét valtoztatjuk.
3.9.22. Z folott a korosztasi polinomok az irreducibilis tényezdk:
X —1=01(x) Pr(x)  DP3(x)  Dulx)  Dex) Ppx) =
x-—DEx+DE>+x+DE*+ D2 —x+DE*—x2+1).
A Z, folott ez tovabb bomlik a kdvetkezdképpen:
Py(x) = (x + D?, @) = +x+ D7,
azaz x'2 — 1 = (x + D*(x? + x + D*. A Z; folott
P30 = (x —D?, Br) =@+ 1D, Pp@) =@+ D7,
azaz x'? — 1 = (x — 1)3(x + D3(x% + 1)? (az x? + 1 irreducibilis Z; 616tt, hiszen méasodfokd, és nincs
gyoke Zs-ban). Végiil Zs f6lott
Dy(x) = (x —2)(x +2), Ppx)=E*+2x—DHE*—2x—1).
Az eredményeket vessiik 0ssze a 3.9.23. Feladatnak, tovdbbd a 6.7.20. Feladat (4) pontjanak az allitdsdval.
3.9.23. Legyen n a legkisebb ellenpélda az allitasra. Végig Z,[x]-ben szdmolunk (de nem irjuk ki a foliil-
vondsokat). Tekintsiik a [ ain Pa(x) = x" — 1 Osszefiiggést. A d szam egyértelmien folirhaté d = pim’
alakban, ahol 0 < j < k és m’ | m. Az indukcids feltevés szerint d < m esetén teljesiil Z, folott, hogy

o, = @i(,”]). Gyiijtsiik 6ssze rogzitett m’ mellett ezeket a tényezdket. Az eredmény

k
’

e(PO)+o(PH+.Ae(P*) _ 1 p

q)m’ - d)m

(a kitevSben a 3.9.6. Gyakorlatban belatott 3~ « ¢(d) = p* 6sszefiiggést haszndltuk). Haa &, = QDZ(," %
Osszefliggést a d = n esetben is tudnank (ez a bizonyitand¢ allitds), akkor a fentieket 0sszeszorozva, és

felhasznélva, hogy [, ®w (x) = x™ — 1, azt kapjuk, hogy

m'|lm
Pk
[Tat0) = (l_[ <I>m/(x)> R e s S
d|n m'|m
(hiszen mod p szabad tagonként p*-adik hatvanyra emelni, és (—l)l’k = —1 paratlan p primre is, meg

p = 2-re is igaz, utébbi azért, mert Z,-ben —1 = 1). Ha most 4gy szdmolunk, hogy a &, = oo 9

Osszefliggést nem hasznéljuk, akkor ugyanez a gondolatmenet azt adja, hogy
®,, (x)*P

.0 1_[<I>d(x) =x"-1.

din
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Felhaszndlva, hogy [, ®a(x) = x"—1, azt kapjuk, hogy a bal oldali tort értéke 1, igy @, (x) = ®,, (x)¢PH),
amit bizonyitani kellett. Valamivel talan egyszertibb a szdmoléas, ha a fenti médszerrel csak azn = pm esetet
intézziik el, majd alkalmazzuk a 3.9.15. Feladatot.

3.9.24. A 3.9.11. Gyakorlat képlete alapjan

® X =1
=

1 k—1

=1+ x/ 7 T b

Ezért @« (x + 1) konstans tagja az x = 0 helyen vett helyettesitési érték, vagyis p. Tovabba Z,[x]-ben
szdmolva

k k
nr —1 7 +1-1 -
Dt = S DLt

x+Drf -1 xPr 4+1-1
Ez Z-ben azt jelenti, hogy ®,«(x + 1) mindegyik egyiitthatdja oszthat p-vel, kivéve a fGegyiitthatot.

A Schonemann—Eisenstein-kritérium tehat teljesiil.

3.9.25. A 3.9.24. Gyakorlat és a 3.9.12. Feladat alapjan latjuk, hogy primhatvényra, illetve pératlan prim-
hatvany kétszeresére a korosztdsi polinom egy eltoltja tényleg teljesiti a Schonemann—Eisenstein-kritérium
feltételét. Megforditva, tegyiik fol, hogy ®,(x 4 ¢) a p primre teljesiti a kritériumot. Attérve Z p-Te azt
kapjuk, hogy @, (x +¢) = x#™, hiszen a fGegyiitthat6 kivételével minden egyiitthatd elttinik (nulldva valik)
mod p. Ebbe az azonossdgba y = x — ¢-t frva adédik, hogy ®@,(y) = (y — ¢)?™.
Legyen n = p*m, ahol p { n. A 3.9.23. Feladat szerint ®,(y) = Q#m(y)“’(”k), és igy

o o(n)

@, (y) = (y = )¢ = (y =)™
Tudjuk, hogy ®,,(y) | y" — 1. Mivel p { m, az y" — 1 polinomnak nincs tobbszoros tényezdje Z,[x]-ben
(lasd 3.6.14. Gyakorlat). fgy @(m) = 1, ahonnan (az E.4.3. Allitas szerint) m = 1 vagy 2.

3.9.26. Az Utmutat6 jeloléseit hasznaljuk. A keresett sokszog oldalait képzeljiik a komplex szamsik vekto-
rainak. Mivel a sokszog mindegyik szoge egyenld, alkalmas elforgatdssal feltehetd, hogy a sokszog j-edik
oldalvektora a;e/, ahol a; a megfeleld oldal hossza (hiszen ¢; hossza 1). Mivel az oldalvektorok dsszege
nulla, ag + aje + are* + ... + a,_1e""' = 0. Megforditva, ha ez az egyenl&ség teljesiil, akkor az a &l
vektorokat egymds utén fiizve megfelel sokszoget kapunk. Ezzel beldttuk az Utmutaté elsé allitdsat.

Tegyiik fol indirekt, hogy n = p*, ahol p prim, és a keresett sokszog mégis létezik. Ekkor e gyoke
az f(x) = ap + ax + ...+ a,_;x"! polinomnak. Az ¢ gydke g(x) = ®,(x)-nek is, ami irreducibilis
Q folott, ezért a 3.2.21. Gyakorlat miatt ®, osztéja f-nek. Legyen f(x) = h(x)®,(x), ekkor i foka
(pF—1)—(p*—pk=1) = p*~!1—1. Jelslje ¢ a h polinom konstans tagjit. A 3.9.11. Gyakorlat miatt ®, (x) az
xP ' nek is polinomja, és konstans tagja 1 (hiszen n > 3). Ezért ha a h(x)®, (x) szorzast elvégezziik, akkor
a szorzatban a konstans tag is és X egylitthatdja is ¢ lesz. Azaz f-nek van két egyforma egyiitthatéja,
ami feltevésiinknek ellentmond.

Most tegyiik fol, hogy n = mk, ahol (m, k) = 1ésm, k > 1. Legyen n egy primitiv m-edik, 6 pedig egy
primitiv k-adik egységgyok, és tekintsiik a

> Gk + jyn'e’

)
Osszeget, ahol 1 < j < kés0 < i < m. A 3.9.17. Gyakorlat szerint n'e’ befutja az mk = n-edik
egységgyokoket, az egyiitthatok pedig nyilvan az 1, ..., n szdmok. Elegendd tehdt megmutatni, hogy ez
az osszeg nulldval egyenls. Mivel k > 1,260 + 6% + ... + 0% a k-adik egységgyokok osszege, azaz nulla
(1.5.22. Gyakorlat). Rogzitett i mellett az ikn'6’ tagok Osszege a fenti 6sszeg ikn'-szerese, tehdt szintén
nulla. gy ezeket i-re dsszegezve is nullat kapunk. Ossze kell még adni a jn'67 tagokat. Itt elGszor a j-t
rogzitjiik, és az n° + n' + ... + n™~! = 0 Osszefiiggést hasznaljuk fol.



4. fejezet
Csoportok

4.1. Példak szimmetriacsoportokra
4.1.1. Ha ag = bg, akkor g inverzével jobbrdl szorozva, és az asszociativitast felhasznalva

a=a(gg ) =(ag)g”' = bg)g” =b(gg™) =b.
Hasonldéan lathat6 be az is, hogy balrél szabad egyszertisiteni.

4.1.3. A 2.2.4. Gyakorlat szerint a kompozici6 asszociativ. A 2.2.7. Gyakorlat szerint az identikus leképezés
neutrdlis elem. Végiil a 2.2.11. Gyakorlat szerint a kétoldali inverz is 1étezik. E gyakorlatok megolddsa
fliggetlen att6l, hogy a kompoziciét milyen sorrendben végezziik el.

4.1.9. A 4.1.7. Allitas miatt az eltoldsokat is felbonthatjuk két tiikrozés szorzatdra, itt a két egyenesnek az
eltolas irdnyara merdlegesnek kell lennie, de ezen beliil az egyik tetsz6legesen valaszthat6. Legyen e az az
egyenes, ami az adott f forgatas kozéppontjan dtmegy, és merdleges a megadott eltolds irdnyara. Ha ¢ jeloli
az e-re tiikrozést, akkor f = #;t és a megadott eltolas is ¢#, alakban irhaté alkalmas 1, t, tiikrozésekre.
Ekkor a forgatas €s az eltolds kompoziciéja 1, lesz, azaz eltolas vagy forgatas (attdl fiiggben, hogy a két
tengely parhuzamos-egyenl6-e, vagy metsz6). Hasonléképpen gondolhatjuk meg, hogy ha a forgatést és az
eltolast a masik sorrendben szorozzuk 6ssze, akkor is eltolast vagy forgatdst kapunk. Az egyenesek szogeit
vizsgdlva lathatjuk, hogy egy eltolds és egy o szogi forgatds barmely sorrendben vett kompoziciéja szintén
« szogl forgatds lesz, kivéve, ha a forgatds az identités.

4.1.10. Legyen f a forgatds, ¢ a tiikrozés. A 4.1.6. Allitds szerint f = t1,, ahol t, alkalmas, P-n dtmend
egyenesre valo tiikkrozés. Ezért tf = ttt, = t,. Hasonléan ldthatjuk, hogy ft is egy P-n 4tmend egyenesre
val6 tiikrozés.

4.1.15. A P pont akkor és csak akkor akkor fixpontja f-nek, ha g(P) fixpontja g fg~'-nek. Valéban, gfg~!
nyilvanvaléan fixdlja g(P)-t. Megforditva, ha gfg~'(Q) = Q, akkor g~ !-et alkalmazva kapjuk, hogy
f fixdlja P = g~ '(Q)-t, tehat Q = g(P) tényleg az f egy fixpontjanak g-nél vett képe.

—
4.1.16. A P P’ vektorral valé r eltolast a kovetkezSképpen jellemezhetjiik. Ha Q tetszGleges pont a sikon
akkor Q' pontosan akkor lesz r(Q), haa PP’ Q' Q négyszog paralelogramma (ami lehet elfajulé is). Mivel
g egybevagdsag, ezért a g(P)g(P)g(Q")g(Q) négyszog is paralelogramma. A gr(gf1 transzforméacio a

_——
g(0Q) pontot g(Q’)-be viszi. A sik minden pontja g(Q) alakd, hiszen g bijekci6, ezért grg=' a g(P)g(P’)
vektorral valo eltolas.

4.1.17. Az e egyenesre valo ¢t tiikkrozést a kovetkez6képpen jellemezhetjiik. Ha Q tetszdleges pont a sikon,
akkor Q' pontosan akkor lesz #(Q), ha e a Q Q' felez8 merSlegese, vagy ha Q = Q' az e egyenesen van.
Mivel g egybevagdsdg, ugyanez a mondat elmondhaté a g(Q) és g(Q’) pontokra, valamint a g(e) egyenesre,
ésezérta g(Q) és g(Q') tiikdrképek a g(e)-re. A gtg~! transzformacié g(Q)-t g(Q’)-be viszi. A sik minden
pontja g(Q) alakd, hiszen g bijekcid, ezért grg~! minden pontot tiikr6z g(e)-re.

4.1.18. Tegyiik ol el6szor, hogy 0° < o < 180°. A P pont koriili o szogl, pozitiv irdnyd f forga-
tast a kovetkezOképpen jellemezhetjiik. Ha Q tetszSleges pont a sikon, akkor Q' pontosan akkor lesz
f(Q),ha PQ Q' egy olyan egyenl§ szarud (esetleg elfajuld), pozitiv koriiljarasi haromszog, melynek szérai
PQ = PQ/, és a P csticsndl 1év6 szog «. Mivel g egybevagosag, ezért g(P)g(Q)g(Q’) is egyenl§ szari
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haromsz6g, melynek szdrai g(P)g(Q) = g(P)g(Q), és a g(P) csucsnal 1év6 szog «. Ha g mozgés, akkor
g(P)g(Q)g(Q) is pozitiv koriiljarasu, egyébként negativ koriiljarasd. Ezért g(Q’) a g(Q)-nak a g(P) ko-
riili o szog(i elforgatottja, mégpedig pozitiv irdnyba, ha ¢ mozgds, és negativ iranyba kiilonben. A gfg~!
transzformacié g(Q)-t g(Q’)-be viszi. A sik minden pontja g(Q) alakd, hiszen g bijekcid, ezért gfg~!
minden pontot g(P) koriil o szoggel forgat a megfeleld irdnyba.

Ezzel 0° < o < 180° esetén belattuk az allitast. Ha 180° < o < 360°, akkor alkalmazzuk a fentieket
f inverzére, ami a 360° — o (ami ugyanaz, mint a —«) szog(i forgatds. Kideriil, hogy gf ~'g~' forgatés
g(P) koriil —a szoggel, ha g mozgds, és a szoggel egyébként. Mivel gf ~!g~! nyilvan az gfg~! inverze,
ezzel az éllitast f-re is igazoltuk.

4.1.20. Az e(z —w) +w = ez + (1 — e)w képletbdl lathatjuk, hogy ez a forgatds az (1 — ¢)w vektorral valo
eltoldsnak és az origd koriili o szogii forgatdsnak a kompozicidja.

4.1.21. Legyen a két forgatds f; €és f5, ahol fj(z) = ¢;(z —wj) +w; =¢gjz+ (1 —¢p)w; (j =1,2)és
gj =cosa; +isina;. Ekkor

Nfi@)=easz+ el —cpw + (1 —e)w,.

Ha ez forgatas, akkor az egyetlen olyan pont, amely 6nmagaba képzddik, a forgatas centruma lesz. Ezért
az f> fi(z) = z egyenletet kell megoldani. Ez mindig megtehetd, ha e;6; # 1, vagyis ha a két forgatas
sz0gének 0sszege nem nulla. Az f; f, forgdscentruma

e2(l —epwy + (1 —e)ws

w = , € fif=gaZz—w +w.
(I —¢€1&2)

Ezért ilyenkor tényleg forgatast kapunk.

4.1.27. Igen. Egy 1 x l-es (¢) matrix pontosan akkor unitér, ha e~! = &, azaz ha |e| = 1. Ez kolcsonosen
egyértelmd, miivelettarté6 médon megfeleltethetd a z + ez forgatasnak a sikon.

4.1.28. Ha a harmadik bazisvektort a forgatas tengelyének irdnydban valasztjuk, az elsé kett6t pedig a rd
merdleges sikban, akkor a matrix a kovetkezd lesz:

cosae —sina 0
sine  cosa O
0 0 1

Ennek determindnsa cos? o + sin® o = 1, a sajatértékek pedig cos o %+ i sina és 1.

4.1.29. Kétféle megoldast is mutatunk, az els6t elemi geometridval, a mdsodikat linedris algebra felhaszna-
lasaval. Legyen f € SO(3).

Ha f nem az identitds, akkor van olyan P pont, hogy f(P) # P. Az O origd rajta van a P és f(P)
pontok S; felez6 merdleges sikjan, jelolje ¢ az S; sikra tiikrozést. Ekkor 1f(P) = P, ésigyaze; = OP
egyenes fixen marad 7f-nél. Ezért tf az e;-re merSleges, O-n dtmend S, sikot is 6nmagédba képzi (hiszen
minden egybevagdsag szogtartd). Mivel f mozgas, tf nem az, és igy a ¢ f transzformécio hatdsa az S, sikon
a 4.1.13. Allitds miatt, csak egy S»-beli e, egyenesre valé tiikrozés lehet (hiszen O fixpontja). Ekkor az e,
és e; altal kifeszitett S5 sik minden pontja fixen marad ¢f-nél. Az S3;-ra az origéban 4llitott e; merSleges
tehat 7 f-nél onmagédba megy, és i{gy vagy az origéra tiikrozédik, vagy minden pontja helyben marad. Ez
utébbi lehetetlen, mert akkor 7f az identitds lenne, ami nem irdnyitdsvaltd. Ezért ¢f az Sz sikra tiikrozés.
fgy f =1t(tf) az Sz és S sikok e, metszésvonala koriili forgatas.

A linedris algebrai megoldashoz legyen f € SO(3), és jelolje Ay, Ay, A3 az f karakterisztikus polinom-
janak gyokeit (ezek sajatértékei f-nek). Ha valamelyik A; valds, akkor a hozza tartozé sajatvektort f a
A;-szeresébe viszi, és mivel f tavolsagtartd, A; = 1 vagy A; = —1.

Mivel pératlan foku, valds egyiitthatés polinomnak mindig van valds gyoke (3.3.9. Kovetkezmény), a A;
szdmok kozott van valds, példaul A,. Az f mozgds, igy a determindnsa A;AyA3 = 1. Ha A, vagy A3 nem
valés, akkor egymds komplex konjugéltjai, hiszen a karakterisztikus polinom valés egyiitthatés. De akkor
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XAz = | A%, ami pozitiv valés szam. Ezért A; > 0, és igy A = 1. Ha viszont A, és A3 is valds, akkor vagy
Al = Ay = A3 = 1, vagy pedig két —1 fordul el8 kozottiik. Atszdmozassal ekkor is feltehetd, hogy A; = 1.

Jelolje e a A = 1-hez tartozd sajatvektornak az (origén dtmend) egyenesét. Ezt az egyenest a transz-
formécié pontonként onmagdaba viszi, és ezért az e-re merdleges, origén dtmend S sik is onmagaba megy.
Legyen g az f megszoritdsa az S sikra, azt kell belatnunk, hogy g forgatds. Vdlasszunk az S sikban két
bazisvektort, a harmadikat pedig az e egyenesen. Ebben folirva f métrixit, majd a determinénst kiszdmitva
azt kapjuk, hogy 1 = det(f) = det(g) - 1. Ezért g mozgés, ami fixalja az origét, és igy a 4.1.13. Allitas
miatt forgatés.

4.1.30. Az allitas elemi geometridval igazolhat6 a 4.1.18. Gyakorlat mintajara.
4.1.31. A keresett tiikkrozés rtr~! (a4.1.17. Gyakorlat miatt). Az z szdm képe 7 — ic +ic = 7 + 2ic.

11 Mdsodik megoldds. Legyen s a keresett tiikrozés. A 4.1.7. Allitds miatt sz = r2, ahonnan s = r>~!. Ez
ugyanaz, mint a fenti eredmény, mert a 4.1.16. Gyakorlat szerint rr1~! = r~!, azaz 1> = id miatt rt~! = 71,

4.1.32. Legyen t az e egyenesre valo tiikrozés, r pedig a v vektorral valé eltolas. Jelolje u a v vetiiletét
az e egyenesre, ry pedig az u-val val6 eltoldst. Elemi geometridval konny(i megmutatni, hogy #; = r lrt
egy alkalmas, e-vel parhuzamos egyenesre val6 tiikkr6zés. Persze rt = rt1, és ez a leképezés csusztatva
tiikkr6zés, ha u # 0, azaz r; nem az identitas, kiilonben pedig a #; tiikr6zés.

Komplex szdmokkal is elvégezhetjiik a fenti szdmolast. Feltehet6, hogy e a valds tengely és v = a + bi.
Ekkor u = a és t; : z — Z + bi, ami a 4.1.17. Gyakorlat szerint tiikr6zés az Im(z) = b/2 egyenesre.
A (tr)~! = r~1t7! dsszefiiggést haszndlva l4that6, hogy ha a forditott sorrendben szorzunk, azaz eltoldst
kompondlunk tiikrozéssel, akkor szintén tiikkrozést vagy csusztatva tiikkrozést kapunk.

Harmadik megolddsként megmutatjuk, hogy hirom tiikrozés szorzata mindig tiikrzés vagy csusztatva
tiikrozés. Legyenek t,, 1, t3 tiikrozések. Ha a hdrom tiikortengely irdnya egyenld, akkor a 4.1.7. Allitds
szerint t|t, = t4t3, ahol 3 alkalmas tiikrozés (az kell, hogy ¢, és #, tengelyének tdvolsdga ugyanaz legyen,
mint #4 és 13 tengelyének tavolsaga). De akkor t11,t3 = t4, azaz tiikrozés.

A mdsodik eset, hogy #; és 1, tengelye metsz3. Ekkor 1,1, forgatés, és a 4.1.6. Allitds szerint 1,1, folirhaté
1415 alakban, ahol #; és 15 tiikrozések, és 15 tengelye merGleges #3 tengelyére. Igy 1513 kzéppontos tiikrozés,
frjuk fol #¢t; alakban, ahol #¢ tengelye parhuzamos vagy egyenld t, tengelyével, ekkor # és t; tengelye
merbleges. Tudjuk, hogy t16hts = t4tsts = tatet;. Ha 1ty = 16, akkor a végeredmény #;, azaz tiikkr6zés.
Ha nem, akkor #4¢¢ olyan eltolds, amelynek irdnya merdleges f¢ tengelyére, és igy a t; tengelyével egyenld
irdnyd. Ezért ekkor a végeredmény csisztatva tiikrozés.

A harmadik eset, hogy , és t; tengelye metsz0, ez a masodik esettel azonos médon intézhetd el (csak
a szorzasok sorrendjét kell megforditani). Erdemes észrevenni, hogy ha az r eltolds irdnya parhuzamos
a t tikkrozés tengelyével, akkor r¢ = tr ugyanaz a cstusztatva tiikrozés.

4.1.33.

(1) Tekintsiik azt a kort, ami R-en dtmegy, és kozéppontja P, tovdbba azt a masikat, amelyik R-en
atmegy és kozéppontja Q. Mivel f tdvolsagtartd, az f(R) pontnak mindkét kérvonalon rajta kell
lennie. A két korvonal azonban csak két pontban metszi egymadst, az egyik R, a masik pedig R tii-
korképe a P Q egyenesre. (Ez akkor is igaz, ha valamelyik kor a P ponttd fajul, és a két kor érintheti
is egymast R-ben.)

(2) Vegyiik észre, hogy (1) szerint ha f két kiilonb6z6 pontot fixal, akkor az ezeket 6sszekotd egyenes
minden pontja fixpont. Ha tehédt f a P # Q mellett még egy ezektdl kiillonb6z6 R pontot is fixal,
akkor az R P és R Q egyenesek pontjai is fixen maradnak. Tovabbi alkalmas egyenesek behizasdval
latjuk, hogy a sik minden pontja fixpont. Ha viszont R az R’ tiikorképébe megy f-nél, akkor jeldlje
t a P Q egyenesre valé tiikrozést. Ekkor ¢f~! mar fixdlja P, Q, R mindegyikét, tehit az el6zdek
szerint az identit4s. Innen jobbrdl f-fel szorozva t = f adddik.

(3) Legyen Q # P tetszbleges pont, és g egy olyan P koriili forgatds, mely Q-telviszi f(Q)-ba. Ekkor
g~ ' f fixdlja P-tis és Q-tis, ezért (2) miatt vagy az identitds, vagy a P Q egyenesre valo ¢ tiikrozés.
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Az elsd esetben f = g, tehat f forgatds. A masodikban f = gz, ami a 4.1.10. Gyakorlat szerint
tengelyes tiikrozés. Mivel P fixen marad, a tengely dtmegy a P ponton.

(4) Legyen P tetszbleges pont és g az az eltolds, amelyre g(P) = f(P). Ekkor g~! f fixdlja P-t, tehat
(3) miatt vagy P koriili forgatds, vagy egy P-n dtmend egyenesre valo ¢ tiikrozés. Az elsd esetben
f egy forgatds és egy eltolds kompozicidja, ami a 4.1.9. Gyakorlat miatt forgatds vagy eltolds. Mivel
f-nek nincs fixpontja, csak eltolds lehet. A masodik esetben f = gr, ami a 4.1.32. Gyakorlat miatt
tiikkr6z€s, vagy cstsztatva tiikrozés. Mivel f fixpontmentes, csakis csisztatva tiikr6z€s lehet.

A 4.1.13. Allitas igazolasahoz mar csak azt kell ellenSrizni, hogy a felsorolt transzforméciék mindegyike
el6all legfeljebb harom tiikrozés kompozicidjaként. A forgatdsok és az eltoldsok két tiikrozéssel kapha-
tok (4.1.6. és 4.1.7. Allitasok), és igy a cstsztatva tiikrozés az egyetlen, amelyhez hirom tiikrozés kell
(az eltolas-részéhez kettd).

4.1.34. A P-t eltolhatjuk R-be, majd a Q-nak ennél az eltolasnal vett képét S-be forgathatjuk. Ezért van
legalabb egy olyan g mozgds, ami a feltételeknek eleget tesz. Ha f egy masik ilyen transzformaécio, akkor
g~ ' f fixdlja a P és Q pontokat, és igy a 4.1.33. Gyakorlat miatt vagy az identitds, vagy a P Q egyenesre
valo ¢ tiikrozés. Az els6 esetben f = g, a masodikban f = gr. Tehdt a keresett egybeviagdsdgok szama
kettd, amelyek koziil g mozgds, gt nem az.

4.1.35. A 4.1.18. Gyakorlatbdl lathatjuk, hogy a sik mozgascsoportja nem kommutativ. Valéban ha P # Q
a sik pontjai és r a P-t Q-ba képezd eltolds f pedig egy P koriili 90 fokos forgatas, akkor rfr=' a Q
koriili 90 fokos forgatas (de ha a csoport kommutativ lenne, akkor f-fel kellene egyenldnek lennie). Ennél
egyszeriibben is gondolkozhatunk: az f egyetlen fixpontja P, az r fr~! egyetlen fixpontja viszont Q, tehat
nem lehetnek egyenloek.

Egy P kozépponti korvonal mozgésai a P koriili forgatdsok. Ezek csoportja kommutativ, hiszen egy o
és B szogi forgatas szorzata mindkét sorrendben az o + 8 szogl forgatas.

Végiil a 4.1.18. Gyakorlatbdl az is adddik, hogy ha f a P koriili 90 fokos forgatds, és ¢ egy P-n dtmend
egyenesre val6 tiikrozés, akkor 7f¢~! a P koriili —90 fokos forgatds, tehdt nem egyenld f-fel. Ezért a kor
egybevagdsigainak csoportja nem kommutativ.

4.1.36. Ha g(P) = P, akkor gf (P) = fg(P) = f(P), tehat f(P) is fixpontja g-nek. Vagyis ha Y a g fix-
pontjainak halmaza, akkor f(Y) C Y. Az fg = gf egyenl8séget balrdl és jobbrdl f inverzével szorozva
gf ' = f'g adédik. Ezért f~! is folcserélhetS g-vel, és igy az iménti bizonyitasbdl f~'(Y) C Y. Az
f-etalkalmazva Y C f(Y),tehatY = f(Y).

4.1.37. Pontosan akkor, ha a két egyenes egyenld, vagy merbleges. Valdban, jelolje ¢; az e;-re valo tiikkrozést.
Ha #, = 11, akkor a 4.1.36. Gyakorlat miatt #; az e, egyenest 6nmagaba viszi és igy e, vagy e;-gyel
egyenld, vagy arra merbleges. Ha egyenldk, akkor ¢ = 1,, ezek folcserélhet6k. Ha merSlegesek, akkor 11,
és 1r1; is a metszéspontjukra vald tiikrozés a 4.1.6. Allitds szerint.

11 A gyakorlat egésze konnyen megkaphat6 a 4.1.6. és a 4.1.7. Allitasokbdl is. De felhasznalhatjuk a 4.1.17. Gya-
korlatot is, hiszen t1t, = t>¢] azzal ekvivalens, hogy #-nek a #,-vel vett konjugaltja #1.

4.1.38. Jelolje f; az e; kortli, 180 fokos forgatast. Ha e; = e,, akkor f f> az identitds. Ha nem, akkor
e; és ey egy S sikot hatdroznak meg. Legyen e; az S-re az e; és e, egyenesek P metszéspontjdban emelt
mer0leges. Ezt mindkét forgatds P-re tiikkrozi, és igy fi f> az e3 minden pontjat helyben hagyja. Az S sikon
az f; tiikrozés az e; egyenesre, a kompoziciéjuk tehat a P koriili, 2« szogii forgatas a 4.1.6. Allitas miatt.
Ezért fi f» az e3 egyenes koriili 2« sz6gi forgatés.

A 4.1.37. Gyakorlat gondolatmenetét alkalmazva lathatjuk, hogy f; akkor és csak akkor cserélhetd fol
f>-vel, ha a két tengely egyenls, vagy merdleges.

4.1.39. Ha f nem az identitds, akkor van olyan P, hogy f(P) # P. Legyen S e két pont felez6 merdleges
sikja, O pedig az Sket 6sszekots szakasz felez6pontja. Mivel f? az identitds, f ( f (P)) = P,ezérta Pf(P)
egyenest f sajdt magaba képzi. Egy pont akkor és csak akkor eleme az S siknak, ha P-t6l és f(P)-t6l
ugyanakkora tdvolsdgra van. Ezért f az S sikot sajat magaba képzi, és igy f(O) = O. Tehdt f az S siknak
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olyan egybevigésagi transzformaci6ja, amelynek négyzete az identitds. A 4.1.13. Allitas miatt ez vagy az
identitds, vagy az O pontra tiikrozés, vagy pedig egy O-n dtmend egyenesre tiikrozés.

Legyen ¢ az S sikra val6 tiikrozés. Ekkor ¢f fixdlja a P pontot, és ezért a Pf(P) egyenest is. Ezért
f =ttf a Pf(P) egyenest O-ra tiikrozi. Igy a kovetkezs lehetéségek adédnak.

(1) f az identitas.

(2) f sikra tiikrozés.

(3) f kozéppontos tiikrozés.

(4) f forgatds egy egyenes koriil 180 fokkal.

4.1.40. Akkor és csak akkor, han = 1. Han = 1, akkor 1 x 1-es métrixokrdl van sz6, amelyek nyilvan
folcserélhet6k. Ha n > 2, akkor az (egy determindnsu)

o] o [

matrixokat a kétféle sorrendben Osszeszorozva két kiilonb6zé matrixot kapunk. Elég a bal felsd sarokban
levé elemet kiszamolni, ami az egyik szorzatban 1, a masikban 1 + 1, és semmilyen 7 testben nem igaz,
hogy 1 + 1 = 1, hiszen akkor az egységelem nulla lenne, ami testben lehetetlen (lasd 2.2.22. Feladat).

4.2. Permutaciok elgjele és ciklusfelbontasa

4.2.3. Hova viszi f o f az 1-et? Az f elviszi 2-be, ha még egyszer alkalmazzuk f-et, akkor az tovabbviszi
f(2) = 4-be. Tehat (f o f)(1) = 4. A tobbi elem képét hasonldan kiszdmolva

123 4
ngof:[4 13 2]

adédik. Ugyanigy ellendrizhetd, hogy f o g = g o f az identitds.
4.2.4. Konnyd kiszdmolni, hogy

12 3] 123
fog:[l 3 2} ©s gof—[3 2 1]

Ezek kiilonbozd permutéciok, és igy az f és g nem cserélhetdk fel. Emiatt S3 nemkommutativ csoport.
Han > 3, akkor az f permuticiot kiterjeszthetjiik az {1, 2, ..., n} halmazra, hai > 3 esetén f(i)-t i-nek
definidljuk. Ugyanezt tegyiik meg g-vel is. Ekkor a fenti szdmolds 1ényege nem valtozik, és tovabbra is
két nem folcserélhetd elemet kapunk. Ezért n > 3 esetén S, nem kommutativ. Az S; és S, csoportok
viszont Abel-félék. Ez kozvetleniil is ellendrizhet6, de altaldban is konnyen addédik, hogy minden legfeljebb
kételemi csoport kommutativ. Késébb belatjuk majd, hogy a primelemi csoportok is kommutativak.

4.2.7. Mindkét oldal konnyen kiszimolhat6éan az alabbi permutacio.
1 2 3 4
[1 3 4 2]

4.2.8. Miben kiilonboznek a P (xy, xo, X3, ..., X,) €s P(x2, x1, X3, ..., X,) polinomok? At kell tekinteniink,
hogy az x; és x; valtozok kiilonbsége a két polinomban x; — x;, vagy x; — x; formaban jelentkezik-e.

Tegyiik ol el6szor, hogy 2 < i < j. Ekkor mindkét polinomban az x; — x; kiilonbség fordul eld: ez az
i-edik és a j-edik argumentumok kiilonbsége.

Legyen most 2 < i tetsz6leges. Az x; — x; szintén mindkét polinomban szerepel: az elsé polinomban
ez az els6 és az i-edik argumentum kiilonbsége, a masodikban pedig a masodik és az i-edik argumentum
kiilonbsége. Ugyanigy lathatjuk be, hogy az x, — x; kiilonbség is mindkét polinomban szerepel.

Most mér csak x; és x; kiilonbségét kell megkeresniink a két polinomban. Létjuk, hogy az elsGben x| —x»,
a mésodikban pedig x, — x; szerepel. Ezért e két polinom egymds ellentettje, és igy az (12) eldjele —1.
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4.2.10. Az igaz, hogy f o g és g o f &ltaldban kiilonbozdk, viszont sg( f) és sg(g) egész szamok, és ezért
folcserélhetdk. Igy persze f o g és g o f elGjele mindig ugyanaz lesz.

4.2.18. Mindkét ciklus az a permutdcio, amely az x; elemet x4 -be viszi (ahol 1 < j < k), az x;-t x;-be,
az X 0sszes tobbi elemét pedig sajat magéaba.

4.2.20. Legyenek f és g diszjunkt ciklusok. Az f-ben szerepls elemeket fessiik pirosra, a g-ben szereplket
zoldre. Ekkor f o g és g o f is Ggy kaphat6 meg, hogy f-fel megcsindljuk azt, amit a piros elemeken kell,
g-vel pedig azt, amit a zold elemeken kell. Hiszen f a zold elemeket fixen hagyja (6nmagdaba viszi), ezért
a zold elemek szempontjdbdl mindegy, hogy f-et g el6tt, vagy g utdn alkalmazzuk rdjuk. Ugyanigy a piros
elemeket g hagyja fixen, ezért az 6 szempontjukbdl is mindegy, hogy f-et vagy g-t alkalmazzuk-e el&bb.

Formélisabban: ha p piros elem, akkor f(p) is piros, hiszen az is az f ciklusban van. Ezért g(p) = p és
g(f(p)) = f(p). fgy pedig f o g és g o f is p-t f(p)-be viszi. Ugyanez a gondolatmenet miikodik a zold
elemekre is. Ha pedig egy elem se nem piros, se nem zdld, akkor f o g és g o f is fixen hagyja.

4.2.22. Az egyelemi ciklusokat akér kifrjuk, akdr nem, a permutéci6 nyilvan nem valtozik (hiszen minden
egyelemi ciklus az identit4s). Hasonl6képpen egy-egy ciklus folirdsat akdrmelyik eleménél elkezdhetjiik. A
diszjunkt ciklusokra bontas ezektdl a véltoztatdsoktdl és a sorrendtdl eltekintve lesz egyértelmi. Ez latszik
a 4.2.21. Tétel bizonyitdsdban alkalmazott rajzbdl: minden x € X abban az egyetlen ciklusban van benne,
amely 6t megmozditja, és ha f(x) = y, akkor ebben a ciklusban x utdn csakis y kdvetkezhet.

4.2.23. Képzeljiik azt, hogy az xi, ..., x; elemek egy sorban iilnek egy szinhdz néz6terén. A bal oldali
permutéci6 azt jelenti, hogy az x;-t6l kezdve mindenki eggyel arrébb iil, és a sor végén il6 x; atiil a sor
legelejére. A jobb oldali permuticié sordn pedig a sor legvégén iil6 x; sorban helyet cserél a mellette
ilokkel, és igy jut el a sor legelejére, mikdzben mindenki eggyel arrébb csuszik.

Ez a hasonlat érzékelteti, mirdl is van sz6, de a feladatot rutinszertien meg tudjuk oldani, ha sorra vessziik,
hogy az egyes x; elemekkel mi torténik a bal, illetve a jobb oldalon. Példaul az x, elem a bal oldali ciklusnal
Xx3-ba megy, a transzpoziciéknal pedig az (x,x3) hat ra el6szor (hiszen jobbrdl balra szorzunk), ez x3-ba
viszi, amit a tobbi transzpozicié mar fixen hagy. Ugyanez a tobbi elemre is elmondhato, kivéve az x;-t,
amely mindegyik transzpoziciondl eggyel el6bbre jut, és végiil x;-be megy.

4.2.25. Az els6 permuticié ciklusfelbontdsat rajzolas nélkiil a kovetkez6képpen szamithatjuk ki. Vessziik
az 1-et, melynek képe 2, tehat lefrunk ennyit: (12. A 2 képe 5, tehét igy folytatjuk: (125. Az 5 képe 4, tehét
leirjuk a 4-est is. A 4 képe mér nem egy Ujabb elem, hanem 1, ami mér szerepelt. Ezért ezt nem {rjuk le,
hanem becsukjuk a zardjelet, tehat itt tartunk: (1254). Most megkeressiik az elsd elemet, ami ebben a cik-
lusban nem szerepel. Ez a 3, ami 6-ba megy, tehat folytatjuk a folirast igy: (1254)(36. Mivel a 6 visszamegy
a 3-ba, a masodik zardjelet is bezarjuk. Folytatjuk a 7-tel, a végeredmény (1254)(36)(78). Ebben harom
darab, azaz paratlan sok paros hosszu ciklus van, ezért ez egy paratlan permutacio (4.2.24. Kovetkezmény).

Ugyanigy kapjuk, hogy a mdsodik permutacié (158)(27)(36), ami pédros permuticid, ebben nem irtuk ki
az egy hosszisdgu (4) ciklust (ami az identitds). A harmadik permuticio (acedb), azaz péros.

Az (1234)(35)(1432)(35) permutaciot a kovetkezSképpen szamithatjuk ki, rogton diszjunkt ciklusok
szorzatdva alakitva. Vessziik az 1-et, és nyomon kovetjiik, jobbrdl balra haladva, hogy mi torténik vele.
A (35) fixen hagyja, az (1432) elviszi 4-be, ezutdn a 4-et a (35) fixen hagyja, és az (1234) a 4-et visszaviszi
az 1-be. Tehdt ez a permuticié az 1-et onmagdba viszi. Ezt jelezhetjiik dgy, hogy leirjuk ezt: (1), de azt is
megtehetjiik, hogy semmit nem {runk le. Folytatva a 2-vel, ugyanezt a négy 1épést végrehajtva azt kapjuk,
hogy a 2 is fixen marad. Végiil a 3 képe 4 lesz, vagyis leirjuk ezt: (1)(2)(34. A 4 képét végigszdmolva 5-6t
kapunk, az 5 képe pedig 3, tehit bezarjuk a zargjelet. Végiil is (1234)(35)(1432)(35) = (345) adddik, ami
paros permutacié. (Azt, hogy ez paros permuticio, az eredeti (1234)(35)(1432)(35) alakbdl is lathatjuk,
hiszen abban négy paros hosszu ciklus, vagyis négy paratlan permutéacié szerepel.)

Az (12345)(234)(12345)! szorzatban egy ciklus inverze szerepel. Altaldban

-1
(X1, X2, ooy Xkt Xk) T = (Xk, Xg—15 -+ -, X2, X1) 5

hiszen az inverznél a koron a nyilak mentén visszafelé haladunk. Az eredmény (345), ami péros.
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Az [(12)(23)(34)]'%?? permutici6 esetében elszor az alapot szamitjuk ki: (12)(23)(34) = (1234). Ezt
kell 1222-szer 6nmagdval 6sszeszorozni. Az (1234)-et 6nmagaval négyszer 0sszeszorozva az identitast kap-
juk, hiszen négy lépésben egy négy hosszi koron visszaériink a kiindulépontba. Igy az (1234) permutécié
negyedik, nyolcadik, tizenkettedik, 4dltaldban minden néggyel oszthat6 kitev§jli hatvanya az identitds. Speci-
4lisan az 1220-adik hatvéanya is az identitds, és igy (1234)'%?2 = (1234)% = (13)(24), ez pdros permuticio.

Végezetiil a ,,hatulrdl elére” permuticié az 1,2, ...,n — 1, n szdmoknak azn,n — 1, ..., 2, 1 sorrendje.
Ez azt jelenti, hogy az els6 elem az utolséval, a masodik az utolsé eléttivel cserélédik, és igy tovabb, vagyis
ez a permutdci6 diszjunkt transzpoziciok szorzata. Hogy mennyié, az attdl fiigg, hogy mi az n szdm. Ha
n paratlan, akkor a ,,kdzéps6” szdm fixen marad, példdul n = 5-re (15)(24) az eredmény. Ha n péros,
akkor a két kozépsd szdm is helyet cserél. Az elGjelet a kapott transzpozicidk szdmdbdl olvashatjuk le.
A végeredmény: ez a permutécié pontosan akkor paros, ha n néggyel osztva nulldt vagy egyet ad maradékul.

4.2.26. Mivel (12) és (345) diszjunkt ciklusok, ezért egymastol fiiggetleniil, diszjunkt halmazokon ope-
rélnak (lasd a 4.2.20. Gyakorlat megolddsat). Az (12) ciklust sokszor egymds utdn végrehajtva, minden
mdsodik 1épésnél az identitdst kapjuk. A (345) esetében minden harmadik 1épésben kapjuk az identit4st.
Igy pedig az f = (12)(345) permuticié hatvdnyai minden hatodik 1épésben adjék az identitdst, vagyis
hatosdval periodikusan ismétlédnek az alabbi tablazat szerint:

[(12)(345)]' = (12)(345) [(12)(345)]* = (354)
[(12)(345)]° = (12) [(12)(345)]* = (345)
[(12)(345)]° = (12)(354) [(12)(345)]° = id .

Tehét hat kiilonboz6 hatvéany van, és f¥ = f* akkor és csak akkor, ha 6 | k — £.

4.2.27. Lasd a 2.2.5. Feladat megolddsat. Masodik megoldasként a 4.2.23. Gyakorlatbdl latjuk, hogy szom-

szédos elemek cseréjével minden ciklus el64ll.

4.2.28. A kartyacsomag lapjainak egy sorrendjét az adja meg, hogy a csomagban f6liilr6l szdmitva hdnya-
dik helyen milyen lap all. Hogyan véltoztat ezen a sorrenden a megadott kétféle mozdulat? A legfelsd
két lap cseréje az (12) transzpozicid. Ha a legalsé lapot legfeliilre tessziik, akkor az elsd lapbdl masodik
lesz, a masodikbdl harmadik, és igy tovdbb, tehdt ez az dtrendezés az f = (1,2, ..., n) ciklus. Ha egy
kisebb csomagot tesziink alulrdl feliilre, az ugyanaz, mint ha a kisebb csomag lapjait egyenként tennénk
alulrdl feliilre egymds utdn. Ezért a csomag elemelése nem egyéb, mint az f ciklus egy hatvdnya. Ha
a legfelsd lapot tessziik alulra, az az f permuticié n — 1-edik hatvdnya (€s egyuttal az inverze), vagyis
ffl=ft=mn-1,...,2,1).

Hogyan cserélhetjiik ki a kdrtyacsomag i-edik lapjat az i 4+ 1-edikkel? Leemeliink a csomagrél i — 1 lapot
és alulra tessziik ket (vagyis végrehajtjuk az f"~*! permutéciét). Ezdltal az i-edik lap legfeliilre keriil.
Mivel a fels6 két lapot szabad cserélni, ezeket megcserélhetjilk. Végiil az els6 i — 1 lapot tartalmazé kis
csomagot visszatessziik a pakli tetejére (ez is egy emelés). Ezekkel a mozdulatokkal tehdt megcseréltiik az
i-edik és az i + 1-edik lapot. Ugyanezt a gondolatmenetet a permuticidk nyelvén lefrva azt mutattuk meg,

hogy
@i+ =flay

Igy mozdulatainkkal barmely két szomszédos lap megcserélhets. A 4.2.27. Gyakorlatban beléttuk (bar nem
a kartyalapok, hanem a konyvespolc példdjan), hogy szomszédos cserékkel minden permuticié megkaphato,
és igy a megadott mozdulatokkal is.

Azt bizonyitottuk tehat be, hogy S, minden permutécidja eléall az (12) és (1,2, ..., n) ciklusokbdl a
kompozicié véges sokszori alkalmazasdval. Persze egy-egy ilyen szorzatban mindkét ciklust rengetegszer
felhasznéltuk.

4.2.29. Most az (13) és az (1234) permutéaciokrol van szo6, és nem kapjuk meg Ss minden elemét. Egy ilyen
bizonyitasban kellemetlen, hogy ebbdl a két ciklusbdl végtelen sok szorzatot készithetiink (hiszen akarhany
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tényezd lehet), és nyilvan nem tudjuk ellendrizni minden ilyen szorzat esetében, hogy az soha nem lesz
mondjuk (12)-vel egyenld. E dilemma feloldasara két ut is kindlkozik.

Az elsd 1t az, hogy folirjuk az Osszes lehetséges permutaciot, ami egydltalan kijohet. Induljunk ki az
1234 alapsorrendb6l. Emelést alkalmazva a 2341, 3412, 4123 sorrendek adédnak. Az elsd €s harmadik
lapot megcserélve az eredmény rendre 3214, 4321, 1432, 2143. Eddig nyolc lehetséges sorrend jott ki. De
tovdbb mar nem kell csindlni a dolgot, mert kdnny(i végigszamolni, hogy semelyik mozdulat nem ad mar 4j
sorrendet. Tehét az adott két mozdulattal csak nyolc sorrend valdsithaté meg, nem az 9sszes.

Azon tidl, hogy ez a bizonyitds nem elegéns, probléma lehet, hogy nagyobb kartyacsomag és tobb moz-
dulat esetén a kapott rengeteg sorrend felsoroldsa esetleg mar szamitégéppel sem lehetséges. Jobb lenne egy
elvet taldlni, ami szintén megmutatja, hogy nem johet ki minden sorrend.

Rakjuk a négy kartyalapot korben ra egy négyzet négy csicsdra. Az elsd és a harmadik lap tehat az egyik
atlo két végpontjara keriil. Ha ezeket megcseréljiik, mikozben a masik két lap a helyén marad, akkor a
négyzetet a masik atléjara tikroztiik. Az emelések nyilvan a négyzet forgatasainak felelnek meg. Ha tehat
ezeket a mozdulatokat tobbszor elvégezziik, akkor is mindig a négyzet egy egybevagdsagi transzforméacidjat
kapjuk (atl6 atloba, oldal oldalba megy). Tehat olyan sorrendet, mint példaul 2134, soha nem kaphatunk,
hiszen ennél az 13 4tl6bol a 23 oldal keletkezne.

7z

4.2.30. Az A, minden eleme el6all transzpozicidk szorzataként, €s mivel ezek paros permuticiok, a sze-
repl$ transzpozicick szdama is paros. Igy elegendé megmutatni, hogy két transzpozicié szorzata folirhat6
harmasciklusok szorzataként.

Tekintsiik az (ab) és (cd) transzpozicidk szorzatdt. Ha ez a kettd ugyanaz, akkor a szorzatuk az identitds
(ami nulla darab harmasciklus szorzata). Ha egy kozos elemiik van, akkor a szorzatuk maga harmasciklus:
(ab)(bd) = (abd). Végiil ha diszjunktak, akkor

(ab)(cd) = (ab)(bc)(bc)(cd) = (abc)(bed) .

4.2.31. Tegyiik fol, hogy f o (1,2,...,n) = (1,2,...,n) o f, és jeldlje i az f(1) elemet. Tudjuk, hogy
j-taz (1,2,...,n) ciklus j + 1-be viszi, ha j < n, és 1-be, ha j = n. Vagyis a mod n Osszeadds jelét
felhaszndlva tomoren azt mondhatjuk, hogy j képe j +, 1 lesz. Ezért

fF@Q=(fo,2,....m) (D) =((1,2,....m) 0 f)(1) =i+, 1.

Az 1 helyett 2-t helyettesitve f(3) =i+, 14,1 =i+,2,ésigytovdbb, f(j) =i+, (-1 =j+,G—1).
Vagyis f az (1,2,...,n) ciklus i — 1-edik hatvdnya. Ezek nyilvdn folcserélhet6k (1, 2, ..., n)-nel, igy
Osszesen n darab f permutacié felel meg a feltételeknek.

4.2.32. Amikor kiszamitjuk az (1,2, ..., n) ciklus k-adik hatvanyat, akkor az 1-bdl elindulva k-asdval
lépegetiink egy n hosszisagu koron. Ezért a ,,bolhas” 1.5.9. Feladat szerint n/(n, k) 1épésben ériink vissza a
kiindul6pontra. Vagyis az 1 (és barmelyik masik elem is) egy n/(n, k) hosszi ciklusba keriil. (Erdemes ezt
példdul az (123456)* = (153)(264) esetében ellendrizni.) Vagyis (1,2, ..., n)f egyforma hosszi diszjunkt
ciklusok szorzata.

Megforditva, tegyiik fol, hogy adva van tetszélegesen k darab m hosszu diszjunkt ciklus szorzata. Vegyiik
az (1,2, ..., km)k permuticiot, ez a fentiek szerint szintén k darab m hosszi diszjunkt ciklus szorzata (csak
mds szdmok vannak a ciklusokban). Tehat 4t tudjuk szdmozni az (1, 2, ..., km) elemeit Ugy, hogy a k-adik
hatvany pont a mi elére adott permutaciénk legyen. (Példaul ha az (12)(34) van elére megadva, de az

(1234)? eredménye (13)(24), akkor a 2 < 3 dtszdmozast kell végrehajtani, és igy (1324)? = (12)(34).)

4.2.33. Tegyiik fol, hogy G Osszefiiggd. A konyvespolcon a konyveket most tigy kell rendbe rakni, hogy az
élek 4ltal kijelolt helyeken cserélhetiink. Ez is lehetséges, a kovetkez6képpen. Keressiik meg azt a konyvet,
ami a legbaloldali helyre valé. Azt a helyet, ahol ez a kdnyv van, egy G-beli 1t dsszekoti a legbaloldali
hellyel. Az 1t éleinek megfeleld cseréket sorban alkalmazva ez a konyv a helyére keriil. Ezutdn folytathatjuk
a balrél masodik helyre val6 konyvvel, és igy tovabb.
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Most tegyiik fol, hogy a G grafban nincs ut i és j kozott. Ha egy transzpozicidt alkalmazunk, akkor
minden pont vagy helyben marad, vagy a graf egy éle mentén mozdul el. Ezért akdrhogyan is szorzunk
0ssze transzpozicidkat, az i pont soha nem tud j-be eljutni.

4.2.34. Minden k hosszu ciklus k — 1 transzpozici6 szorzata (4.2.23. Gyakorlat). Ha S, egy permutaciojat
diszjunkt ciklusok szorzatdra bontjuk, akkor ezek 6sszhossza legfeljebb n, és igy 6sszesen legfeljebb n — 1
transzpozicid szerepel.

Az (1,2,...,n) ciklus eldéllitdsdhoz legaldbb n — 1 transzpozicidra van sziikség. Vegylink ugyanis
egy eldallitast, és készitsiik el az ebben szerepld transzpozicidokbdl az el6z6 feladatban leirt G grafot. Az
(1,2, ...,n) ciklus tobbszori alkalmazédsaval barmelyik pontb6l barmelyik pontba el lehet jutni. Igy az

P

el6z6 feladat (2) allitdsa miatt a G graf Osszefiiggd, €s az E.2.5. Tétel miatt legaldbb n — 1 éle van.

4.2.35. Az Utmutatéban leirtakat folytatva tegyiik fol, hogy k + ¢ — 1 < n, és hogy az allitds n-nél kisebb
elemszdmud halmazon igaz. A graf trividlisan 0sszefiiggd, ha k = 1. Ha k > 1, akkor k # t (mert k és
t relativ primek), a k és ¢ esetleges cseréjével feltehetd, hogy k < t. Tekintsik 1 < a < n — ¢ esetén az
a<a+t—k < a-+thirmast. Itt a és a + ¢ valamint a 4+ t — k és a + ¢ kozott megy él, és igy a és
a + t — k uttal 6sszekothetd. Huzzuk be az a és a 4+t — k kozotti élt is, elég beldtni, hogy az igy kapott
graf osszefiiggd. Most mar az [1,n — k] intervallumban a ¢ — k kiilonbségliek 6ssze vannak kotve. Az
indukci6s feltevést k, ¢, n helyett k, t — k, n — k-ra alkalmazva kapjuk, hogy 1-t6] n — k-ig barmely két
pont dsszekothetd. Szimmetriaokokbdl (x <> n + 1 — x) a [k + 1, n] intervallumban is barmely két pont
osszekotheté. E két intervallum lefedi [1, n]-et, mertn —k+1 > (k+t—1)—k+1 =1t > k (azaz
legaldbb k + 1). Mivel van él a két intervallum kozott is (példdul n — k és n kozott), ezért a graf osszefiiggd.

4.3. Izomorfizmus, ciklikus csoportok

4.3.2. Legyen G = {e,b} és H = {f, c} a két csoport, ahol e, illetve f a két neutrdlis elem. Ekkor
exx =xxe=x¢é f*xy=yx f =1y Toviabbad b x b = b nem lehet, mert b-vel egyszeriisitve b = e
adédna. Ezért b « b = e, és hasonléan ¢> = f. De akkor az e — f és b — c megfeleltetés izomorfizmus:
azexe,ex b, bxe, bxb szorzatok mindegyikét tartja.

4.3.4. Jelolje g, a g elemmel val6 konjugdldst, azaz legyen ¢, (x) = gxg~'. Ekkor

Qe ()@g(y) = gxg ™ gvg ™' = gxyg ™ = g ().
A g-vel val6 konjugélds (mint permutdci6) inverze a g ~'-gyel val6 konjugalds, hiszen g 'gxg~'(g7H) ™' =x

és gg~'x(g7 ") 'g~! = x. Ezért a konjugdlds bijekcié G-bSl G-re.
43.5.Hag: G — H és ¢y : H— K homomorfizmusok, akkor ¢ o ¢ : G — K is szorzattartd, hiszen

(W o) (xy) =¥ (pxy) = ¥ (ex)e(y) =
=¥ (@) ¥ (e() = W o) (X)W 0 p)(y).
Tegyiik fol, hogy ¢ : G — H izomorfizmus, és legyen ¢ az inverze. Be kell latni, hogy ¢ (xy) = ¢(x)¢(y).
Mivel v injektiv, elég azt megmutatni, hogy a bal és jobb oldal {-nél vett képe megegyezik. De ¢(xy)

képe xy, p(x)¢(y) képe pedig v miivelettartasa miatt v (¢(x))¥ (¢(y)) = xy. Ezért izomorfizmus inverze
tényleg izomorfizmus.

4.3.6. Az identikus leképezés izomorfizmus, ezért minden csoport izomorf 6nmagival. Hagp : G - H
izomorfizmus, akkor az inverze, (p*] : H — G is az, tehdt az izomorfia szimmetrikus. Ha ¢ : G — H és
¥ 1 H — K izomorfizmusok, akkor ¥ o ¢ : G — K is az, tehét az izomorfia tranzitiv.

4.3.7. Tegyiik fol, hogy G kommutativ, és legyen h;, h, € H. Mivel ¢ sziirjektiv, van olyan g;, g, € G,
hogy ¥ (g1) = hi és Y (g2) = ho. Igy

hihy = ¥ (g V¥ (82) = ¥ (g182) = ¥ (g281) = ¥ (g2)V¥(g1) = hahy .
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Az éllitas megforditasara ellenpélda az, ha egy nemkommutativ G csoport (egyetlen) homomorfizmusat
tekintjiik az egyelemi csoportba. Ilyen példaul az S, szimmetrikus csoport, ha n > 3 (4.2.4. Gyakorlat).
Kevésbé trividlis példa, ha i az el6jelképzés az S, csoportbdl a kommutativ {1, —1} csoportba. Ellenpél-
dat kapunk akkor is, ha a determindnsképzést, mint homomorfizmust tekintjiik a (legalabb) kétszer kettes
invertalhaté métrixok szorzdscsoportjan.

4.3.10. Ha az Olvasénak gondot jelent az aldbbiak kovetése, akkor prébdlja meg az 1.5. szakaszban leirt
bizonyitdsokat atvinni az altalanos esetre. Mi a 3.2.9. Feladatban javasolt médon fogunk eljarni, mert ez
rovidebb, elegdnsabb, és el6késziti a gylrielméletben hasznalt idedl fogalmat. Legyen tehat g egy eleme a
G csoportnak, és tekintsiik az

I={keZ:g"=1}

halmazt, vagyis a g elem jo kitevéinek halmazat. A hatvinyozds azonossdgai miatt / zart az Osszeadasra
és a Z elemeivel val6 szorzdsra. Valéban, tegyiik fol, hogy g* = g* = 1. Ekkor gttt = ghg® = 1 és
g = (g = 1" = 1. Ezért a 3.2.9. Feladat miatt van olyan d egész szam, hogy I a d tobbszoroseibdl ll,
vagyis a j6 kitevék pontosan a d tobbszorosei. Ekkor pedig g¢ = g¢ akkor és csak akkor igaz, ha g¢=¢ =1,
vagyishad | k — £.

Nyilvén d helyett —d-re is teljesiil ugyanez, vagyis feltehetd, hogy d > 0. Ha d = 0, akkor csak a nulla
lesz j6 kitevd, és ¢ minden hatvanya kiilonbozd. Ekkor lesz g hatvanyainak szama, azaz rendje végtelen. Ha
d > 0, akkor d a legkisebb pozitiv j6 kitevd, hiszen minden jo6 kitevd d-nek tobbszorose. Ebben az esetben
a g elemnek pontosan d kiilonboz6 hatvanya van: g = 1, g, g2, ... g%"!. A hatvéany rendjének képletét a
,bolhds” feladat segitségével ugyanigy kapjuk, mint az 1.5.10. Tétel bizonyitdsdban. Végiil ha o(g) = 1,
akkor g = g!' = 1, vagyis g az egységelem (aminek tényleg mar az els§ hatvanya is 1).

4.3.11. A 4.1.13. Allitasban osztilyoztuk a sik egybevigosagait.

(1) Az identitds az egyetlen elem, aminek a rendje 1.

(2) A nem identikus eltoldsok rendje végtelen.

(3) Az« szogl forgatds rendje ugyanaz, mint a cos a+1i sin o komplex szdm rendje, hiszen a két csoport
izomorf. Ez utébbit az 1.5.11. Allitasban hatdroztuk meg.

(4) A tengelyes tiikrozések rendje 2.

(5) Egy csusztatva tiikkrozés rendje végtelen (ha nem tiikr6zEésrdl van sz6), mert a négyzete nemtrivialis
eltolds.

4.3.14. A hatvanyozds azonosségai (2.2.20. Gyakorlat) szerint g" g™ = g"™™, tovdbbd g" inverze g~". Ezért
a g hatvanyainak (nem iires) halmaza zart a szorzasra és az inverzképzésre, vagyis részcsoport.

4.3.15. Ha n pozitiv, akkor g" =g - g -...- g, 0sszesen n tényez6vel. Mivel i szorzattartd,

vE)=v@g-g-... 0=V v ...- ¥ (@ =v(©".

Han = 0, akkor g° = 14, és mivel (1) = 1y, ezért ¥ (g°) = ¥ (g)° tényleg teljesiil. Végiil tegyiik fol,
hogy n negativ, vagyis n = —k, ahol k pozitiv. Tudjuk, hogy v tartja az inverzet, és hogy g" = (g~ HF.
Ezért a mar bizonyitottak miatt

YgH =v(e ) =weEe) =W =ve".

4.3.16. Ha g* = 14, akkor 15 = ¥ (g¥) = ¥ (g)*, tehdt k j6 kitevSje 1 (g)-nek is. Specidlisan k = o(g)
esetén azt kapjuk, hogy ¥ (g) rendje osztdja g rendjének. Ha izomorfizmusrdl van sz6, akkor az oszthatdsag
forditva is fennall (mert i inverzére alkalmazhatjuk az el6z6 észrevételt). Tehat ilyenkor a két elem rendje
megegyezik.

4.3.18. Egy g egész szam tobbszoroseiként minden egész akkor 4ll el6, ha g minden egésznek osztdja,
azaz egység. lgy Z"* generétorelemei az 1 és a —1. A Z, csoportot pontosan azok az elemek generdljak,
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amelyeknek 12 kiilonb6z6 tobbszorose van, vagyis amelyek rendje 12. A hatvany rendjének képletét alkal-
mazzuk az 1 elemre. Eszerint az 1 - k elem rendje 12/(k, 12). Ez akkor lesz 12, ha (k, 12) = 1, vagyis ha
k=1,57,11.

4.3.19. Tegyiik fol, hogy G a b elem hatvanyaibdl all. Megmutatjuk, hogy H a v (b) elem hatvanyaibdl
all. Valéban, ha h € H, akkor v sziirjektivitdsa miatt van olyan g € G, hogy ¥ (g) = h. Ekkor g = b"
alkalmas n egészre, és innen h = ¥ (g) = ¥ (b") = ¥ (b)".

A megforditasra ellenpélda, ha egy nem ciklikus G csoport (egyetlen) homomorfizmusat tekintjiik az
egyelemi csoportba, vagy ha a ¢ az el§jelképzést tekintjiik az S,, szimmetrikus csoportbdl a ciklikus {1, —1}
csoportba. Ellenpéldat kapunk akkor is, ha a determindnsképzést, mint homomorfizmust tekintjiik egy véges
test folotti legaldbb kétszer kettes matrixok kozott, mert minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus
(4.3.22. Tétel).

4.3.25. Egy Abel-csoportban kdnnyen lathatéan mindig részcsoportot alkot az dsszes olyan g elem, ame-
lyekre g" = 1 teljesiil. Specidlisan az n-edik egységgyokok az ¢ = cos(2w/n) + i sin(27w/n) hatvényai,
tehét ciklikus csoportot alkotnak. Ennek rendje n, tehét tényleg ¢ (n) generatora van. Ezek a generdtorok a
primitiv n-edik egységgyokok (azok a szdmok, amelyek hatvdnyai pontosan az n-edik egységgyokok).

4.3.28. Semelyik kettd nem izomorf, mert R*-nak a null4n kiviil nincs véges rendi eleme, R*-ben csak az
1 és —1 véges renddi, C*-ben viszont végtelen sok véges rendii elem van (a komplex egységgyokok).

4.3.29. A Z} csoport ciklikus, az 1 generélja. A hatvény rendjének képlete miatt k = 1 - k rendje m/(m, k).
Ennek alapjdn Z7, Zg és Z, elemeinek rendjei kiszdmithatok.

Szamitsuk ki Z7 -ben a 3 rendjét. A 3 szamot addig kell hatvanyozni modulo 7, amig 1-et nem kapunk.
Nyilvan 3! = 3 és 32 = 3 %73 = 2. A 3? kiszdmitdsakor felhasznélhatjuk, hogy 3% értéke 2 mod 7, igy
33 = 2 %73 = 6. A hatvanyozist tovabb folytatva 3* = 4, innen 3% = 5, végiil 3° = 1 adédik. Tehdta 6 a
legkisebb olyan pozitiv szam, amire 3-at emelve 1-et kapunk mod 7, és igy a 3 rendje ebben a csoportban 6.

Most mutatunk egy olyan lehetséget, amivel a fenti szamolas egy részét megspérolhatjuk. A szamelmé-
letbdl ismerjiik (de be is fogjuk bizonyitani a 4.4.22. Gyakorlatban) az Euler—Fermat-tételt, miszerint ha az
a és n pozitiv egészek relativ primek, akkor a?™ = 1 (n). Ez azt jelenti, hogy ¢(n) j6 kitevsje a-nak, és
igy minden elem rendje csak a ¢ (n) oszt6i koziil keriilhet ki. A fenti példaban ¢(7) = 6, hiszen a 7 prim-
szam. Ezért a 3 rendje csak 6-nak osztéja lehet. Amikor tehdt elérkeziink arra a pontra, hogy 3° értéke
sem 1 mod 7, akkor a negyedik, 6todik, hatodik hatvanyt mar folosleges kiszamolni, hiszen a 6-nak 3-nal
nagyobb osztdja csakis a 6 lehet.

Ezek szerint a hatelemt Z csoport a 3 hatvanyaibdl all, vagyis ciklikus. Igy a tbbi elem rendjét meg-
kapjuk, ha a hatvany rendjének a képletét alkalmazzuk a 3 hatvanyaira. Az eredmény:

0(2) = 0(3*) =6/(6,2) =3,
0(6) = 0(3°) =6/(6,3) =2,
o(4) = 0(3) =6/(6,4) =3,
0(5) = 0(3°) =6/(6,5) =6,
végiil az egységelem rendje természetesen 1.
Az 1.1.13. Gyakorlatban mdr beldttuk, hogy Zg mind a négy elemének a négyzete az egységelem. Ezért

az egységelem rendje 1, a 3, 5, 7 elemek rendje 2. Ugyanigy a Z{,, csoportban is minden elem négyzete az
egységelem, tehat itt 5, 7, 11 rendje szintén 2.

4.3.30. A keresett elemrendek a kovetkezok.

(1) Végtelen, a —1 tobbesei az egész szdmok.
(2) 2, mert —1 # 1,de (=1)> = 1.
(3) A hatvéany rendjének képlete miatt 19/(19, 17) = 19.
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(4) A 17-nek az Euler-Fermat-tétel miatt ¢(19) = 18 jo kitevdje, igy a keresett rend osztéja 18-nak.
A hatvanyozast a 17 helyett kényelmesebb a vele mod 19 kongruens —2-vel végezni. Az eredmény
o(17) = 9 lesz.

(5) A hatvany rendjének képlete miatt 32/(32, 3) = 32.

(6) A 3rendje ¢(32) = 16-nak osztéja. Hatvanyozassal lathatd, hogy ez a rend 8.

(7) Az x + 1 polinom tobbszordsei az nx + n alakid polinomok, ahol n € Z;;. Ezek mind kiilonb6zdk,
és igy a keresett rend 11.

(8) Mivel a 11 primszdm, a Z;; test. Igy a Z;;[x] polinomgyfir(i invertilhaté elemei (egységei) a
3.1.11. Gyakorlat szerint a nem nulla konstans polinomok. Vagyis a Z;;[x]* csoport ugyanaz,
mint a Z{ csoport. Ebben az 5 rendje csakis ¢(11) = 10 osztéja lehet. A hatvanyozast elvégezve
5 adédik eredményiil.

4.3.31. A 4.3.12. Allitast alkalmazva a 4.2.25. Gyakorlat eredményére a keresett rendek a kovetkezSk:

0((1254)(36)(78)) = 4, 0((1234)(35)(1432)(35)) = 0((345)) =3,
0((158)(27)(36)) =6, 0((12345)(234)(12345)™") = 0((345)) = 3,
o((acedb)) =5, o([(12)(23)(34)]"*?) = 0((13)(24)) = 2,

végiil a ,,hatulrdl elére” permutécid rendje 2 (han > 1).

4.3.32. Osszesen (n — 1)! ilyen ciklus van. Valéban, mivel a ciklust barmelyik elemével kezdhetjiik, az elsé
helyre 1-et frhatunk. Tehat a ciklus igy néz ki: (1, xy, ..., x,—1). llyen ciklust nyilvan (n — 1)!-féleképpen
frhatunk fel, azt kell megmutatni, hogy ezek mind kiilonbdz6 permutaciok.

Tegytik fol, hogy (1, x1, ..., x,-1) = (1, ¥1, ..., Yu—1). Az 1 elem képe az els6 ciklusndl x;, a masodik-
ndl y;. Mivel egyenl6 permutécidkrdl van sz6, x; = y;. Ennek az elemnek a képe az elsé permutacional x;,
a masodikndl y,, igy x, = y,. Tovdbb haladva sorra latjuk, hogy x; = y; minden i-re.

4.3.33. A 4.3.12. Allitas szerint az elemrend a ciklushosszak legkisebb k6z6s tobbszordse. Egy méasodrendi
elem tehat csak diszjunkt transzpozicidk szorzata lehet, és mivel A5 elemei paros permutéciok, ebben a szor-
zatban paros szami transzpoziciénak kell szerepelnie. Igy a szerepld transzpozicidk szdma csakis 2 lehet
(mert nulla transzpozicié az identitdst adnd, ami nem mdsodrend(, négy diszjunkt transzpozicié pedig nem
fér el egy hételem halmazon). Az (ab)(cd) alakid elemek szdma

7
-3 =105,
(¥

hiszen ha kivalasztottuk a négyelemi {a, b, ¢, d} halmazt, akkor hdrom ilyen permuticiét készithetiink:
(ab)(cd) mellett még (ac)(bd)-t és (ad)(bc)-tis.
Harmadrend( elem vagy harmasciklus, vagy két harmasciklus szorzata lehet. A harmasciklusok szdma

'2—70,
3

hiszen ha kivélasztottuk az {a, b, ¢} halmazt, akkor ezekbdl két harmasciklust csinalhatunk: (abc)-t és
(acbh)-t. Két diszjunkt harmasciklust

| 4

Z. .. .2 = 280

2 \3 3

moédon valaszthatunk ki (az els6t, mint lattuk 70-féleképpen, a masodikat a megmaradd négyelemd halma-
zon 8-féleképpen, de igy minden permutaciot kétszer szamoltunk, hiszen a két harmasciklus megcserélhetd).
Osszesen tehat 350 darab harmadrendi elem van.

Negyedrendi elemet Ugy kaphatunk, ha a ciklusok hosszdnak legkisebb kozos tobbszorose 4. Tehat a
permuticié diszjunkt négyesciklusok és transzpozicidk szorzata, de egy négyesciklusnak mindenképpen
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szerepelnie kell. Mivel ez pératlan permuticid, kell mellé még egy transzpozicié is (mds nem fér el a
7 elemen). Tehét az (abcd)(ef) alakid elemek lesznek negyedrendtiek. Ezek szdma

(7) (4= (3) — 630
A (5 :

Ugyanis ha {a, b, ¢, d}-t mar kivalasztottuk, akkor ezekbdl az el6z6 feladat szerint (4 — 1)!-féleképpen ké-
szithetlink négyesciklust, a megmarad6 hdromelem( halmazon pedig haromféleképpen vehetiink egy transz-
poziciot.

Otodrendii elem csak egy 6tosciklus lehet, ezek szdma

7
<5>-(5—1)!=504.

Hatodrendli elem csak (abc)(de)(fg) alakd lehet (mert minden hatosciklus pdratlan permutécid), ezek

szama
(7) -2.-3=210
4

(nyilvan kétszer annyi van, mint mdsodrendi elem, hiszen minden mésodrend elem mellé kétféle harmas-
ciklust frhatunk). Végiil tizenkettedrendii elem nincs A;-ben, mert egy ilyenben négyes- és harmasciklusnak
is lennie kellene, de mindkettbdl csak egy fér el, (abced)(efg) pedig paratlan permutdcio.

4.3.34. Mivel (n,n/m) = n/m, ezért a hatvany rendjének képlete szerint o(g"/™) = n/(n/m) = m.
Ha G véges, és 1 # g € G, akkor 1 < o(g) véges, hiszen g-nek csak véges sok hatvanya lehet. Igy

7 2

o(g)-nek van egy p primosztdja. A gyakorlat els6 allitdsa miatt g-nek van p rendii hatvanya.

4.3.35. A hatvany rendjének képlete szerint (o(g), k) = 1 akkor és csak akkor, ha g* rendje és g rendje
ugyanaz. Mivel gf hatvdnyai egyben a g hatvanyai is, e két elemnek akkor és csak akkor van ugyanannyi
hatvanya, ha a hatvadnyaik halmaza megegyezik. Ha ez a két halmaz megegyezik, akkor persze g is hatvanya
gk-nak. Megforditva, ha g hatvanya gf-nak, akkor g minden hatvanya is hatvdnya g*-nak, teht a két halmaz
megegyezik.

4.3.36. A hatvany rendjének képletét (4.3.10. Gyakorlat) alkalmazva
o(h)

n=o(g) = ot

(o(h), m)
adodik. Ezért m | n | o(h), és igy (o(h), m) = m, vagyis o(h) = mn.

4.3.37. Az elsd allitas igaz a 4.3.23. Lemma miatt. A masodik allitds nem igaz. Példaul a 4.3.29. Gyakorlat
szerint a Zg csoportban harom masodrend( elem van, holott ¢(2) = 1.

4.3.38. Ha ¢ rendje 3% és i rendje 3¢, ahol példaul k < ¢, akkor az en szamot 3‘-edik hatvdnyra emelve 1-et
kapunk, tehét en rendje osztéja 3°-nek, és igy 3-hatvany. Mivel az elemek rendjei végesek, az inverzre valé
zartsagot nem kell ellendrizni. Ez a csoport nem ciklikus, hiszen minden elemének csak véges sok hatvanya
van, a csoport viszont végtelen.

4.3.39. Legyen o(g) = n és o(h) = m, ekkor (gh)™ = (g")" (h™)" = 1, vagyis k = o(gh) osztdja nm-nek.
A (gh)F = 1 osszefiiggést n-edik hatvanyra emelve 1 = (gh)"" = (g")*h*" = 1¥h¥" = p*" adédik, vagyis
m = o(h) oszt6ja kn-nek. De (m,n) = 1, igy m | k. Szerepcserével kapjuk, hogy n | k. Mivel (n, m) = 1,
ezért nm | k.

A feltételek egyike sem hagyhaté el. Ha g = h~!, akkor rendjeik egyenldk (tehdt g # 1 esetén nem
relativ primek), a gh rendje viszont 1 (és nem a két egyenld rend szorzata). Ha pedig az S5 csoportban a
g = (12) és h = (123) elemeket vessziik, akkor ezek nem folcserélhetdk, a g rendje 2, a k rendje 3, de a
gh = (23) szorzat rendje 2, és nem 6.
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4.3.40. Az (ab)*> = 1 dsszefiiggést balrél a-val, jobbrdl pedig b-vel szorozva aababb = ab adédik. De
a’> = 1 = b?, és igy aababb = ba. Tehit G Abel-csoport. Negyedik hatvanyra a négyzet szimmetria-
csoportja ellenpélda. Ebben négy forgatds és négy tiikkr6zEés van, valamennyinek a negyedik hatvanya az
identitds. Ugyanakkor egyik tengelyes tiikrzés sem cserélhet6 ol egy 90 fokos forgatdssal. Ez kozvetlen
geometriai megfontolasokkal vagy a 4.1.23. Allitds segitségével lthaté be.

4.3.41. Legyend = (a" — 1,a™ — 1). Az a™"™ — 1 | d oszthatésdgot elemi szdmelméleti titon l4tjuk be.
Azx" —1 = (x — )(1 + x + ...+ x"!) azonossdg miatt x — 1 osztéja x" — 1-nek minden x egészre.
Specialisan ha k | n, akkor a” hatvdnya a*-nak, és igy a* — 1 | a” — 1. Ezért a"™ — 1 oszt6ja a" — 1-nek
is és a™ — 1-nek is, vagyis a legnagyobb k6z6s osztdjuknak is

A forditott oszthatdsdg bizonyitdsdhoz vegyiik észre, hogy d | a" — 1, vagyis az a szdm mod d vett
n-edik hatvanya 1. Ezért n j6 kitevSje az a € Z,; csoportelemnek, vagyis o(a) | n. Ugyanigy kapjuk, hogy
o(a) | m. Tehat o(a) oszt6ja az n €s m legnagyobb kozos osztdjanak is, és igy ez is j6 kitevSje a-nak, vagyis
d | a™™ — 1. Ezzel az allit4st belattuk. Az Olvasét arra biztatjuk, hogy e mdsodik bekezdés médszerével

7

is hozza ki az 4llitas masik irdnyat, amit az el6z6 bekezdésben elemien (rend nélkiil) igazoltunk.

41 A most elmondott bizonyitidsban van egy apré pontatlansdg. Benne van-e az a szdm a Z; csoportban? Az
a nyilvan relativ prim d-hez, hiszen d | a" — 1. Az azonban elfordulhat, hogy ¢ nem esik a [0,d — 1]
intervallumba. Ezért ekkor a helyett a mod d vett @ maradékdval kell elmondani a fenti gondolatmenetet. Ez
miikodik, hiszen a és @ kongruensek mod d, és igy tetszdleges k-rad | @* — 1 akkor és csak akkor, had | aX — 1.
Az ilyen problémak kikiiszobolésére a szamelméletben szokds tetszbleges d-hez relativ prim a szdm rendjérdl
beszélni mod d, ami alatt az @ maradéknak a rendjét értik. Erre az dltaldnosabb rendfogalomra is nyilvan
érvényben marad, hogy a* =1 (d) akkor és csak akkor, ha o(a) | k.

4.4. Mellékosztalyok, Lagrange tétele

4.4.1. Ha H részcsoport, akkor a, b € H esetén b~' € H, ésigy ab~' € H. Megforditva, tegyiik fol, hogy
tetsz6leges a, b € H esetén ab~! € H. Mivel H nem lires, van egy c eleme. Ekkor a = b = ¢ vélasztdssal
1 = cc™' € H. Ezutdn a = 1 vélasztassal latjuk, hogy H zart az inverzképzésre. Igy zért a szorzdsra is,
merthaa,d € H, akkorb =d~! € H, és a feltétel szerintad = ab™' € H.

4.4.3. Azt kell megmutatni, hogy (XY)Z = X (Y Z). Ez igaz, mert mindkét halmaz az (xy)z = x(yz) alakd
elemekbdl 4ll, ahol x € X,y € Y, z € Z. A miasodik 4llitds hasonléan kovetkezik az (xy)~! = y~!x~!
azonossagbol.

4.44. (1) = (2). Ha H részcsoport, akkor zart a szorzésra és az inverzképzésre, tehit HH C H és
H™' € H. De H{1} = H, tehat HH az egész H. Tovabba H~!' = H, hiszen H minden eleme a sajat
inverzének az inverze.

(2) = (3). Ha (2) igaz, akkor nyilvin HH ' = HH = H C H.

(3) = (1). Ez pontosan a 4.4.1. Gyakorlat 4llitdsa, a komplexusok nyelvén kifejezve.

Végiil tegyiik fol, hogy H részcsoport, és h € H. Nyilvan hH < H. Ugyanakkor k € H esetén
k = h(h~'k), és mivel h'k € H, ezért k € hH. Vagyis H C hH. Beldttuk tehat, hogy hH = H.
Ugyanigy igazolhat6, hogy Hh = H.

4.4.14. Nyilvina = al e aH. Haa € bH, akkor az aH és b H mellékosztdlyoknak van kdzos eleme (az a
elem), és igy megegyeznek.

3 Az Olvasé az éllitast az eddigiekre valé hivatkozas nélkiil is konnyen ellendrizheti. Ha a € bH, akkor a = bh
alkalmas & € H elemre. EkkoraH = bhH = bH, mert hH = H.
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4.4.15. A keresett mellékosztalyok a kovetkez&k (mindegyiket kétszer soroltuk fol, hiszen két elemiik van).

idH = {id, (12)) Hid = {id, (12)}
(12)H = {(12), id} H(12) ={(12), id}

(123)H = {(123), (13)}  H(123) = {(123), (23)}
(132)H = {(132), 23)}  H(132) = {(132), (13)}
(I3)H = {(13), (123)}  H(13) = {(13), (132)}
23)H = {(23), (132)}  H(23) = {(23), (123)}.

Hérom bal oldali és hdrom jobb oldali mellékosztily van, ezek azonban egymdssal nem mind egyenldk:
ugyan idH = (12)H = H(12) = Hid, de a mésik két bal oldali mellékosztily, azaz (123)H = (13)H
és (132)H = (23) H kiilonbozik a masik két jobb oldali mellékosztalytdl, azaz H(123) = H (23)-t6l és
H(132) = H(13)-tdl is. Mind a bal oldali, mind a jobb oldali mellékosztalyok S3-nak egy-egy (kiilonbozd)
partici6jét alkotjdk:

{id, (12) | (123), (13) | (132), (23)} , illetve {id, (12) | (123), (23) | (132), (13)} .

4.4.16. Ha g(Q) = P, akkor f~'(P) = Q (azaz f(Q) = P) pontosan akkor teljesiil, hah = fg~' € H,
azaz ha f = hg. Ezért a kérdéses f elemek a Hg mellékosztélyt alkotjak.

Tegylik fol, hogy P # Q, belatjuk, hogy a kapott Hg = {f : f(Q) = P} jobb oldali mellékosztily nem
bal oldali mellékosztdly H szerint.

41 Ez szemléletesen vildgos: Hg azokbdl a transzformécikbdl dll, amelyek Q-t P-be viszik, a g’ H pedig azokbdl,
amelyek P-tardgzitett R = g’'(P)-be viszik, és ez a két halmaz érezhetSen nem ugyanaz.

Tegyiik fol, hogy Hg = g'H és legyen R = g'(P). Ha r az az eltolds, amely Q-t P-be viszi, ak-
kor r € Hg = g'H, tehat r(P) = R. Ha k a 90 fokos forgatds P koriil, akkor kr(Q) = P, azaz
kr € Hg = g'H. Ezért kr (P) = R. Vagyis az R = r(P) pont megegyezik a P koriili 90 fokos elforgatott-
javal. fgy r(P) = R = P, azaz r az identitds, ami ellentmond annak, hogy r(Q) = P # Q.

4.4.17. Aza +nZ% és b + nZ" mellékosztalyok akkor és csak akkor egyeznek meg, haa — b € nZ™,
azaz ha a = b (n). Tehdt minden szdm mellékosztilya ugyanaz, mint az n-nel valé osztdsi maradékdnak
a mellékosztilya. A lehetséges osztasi maradékok, azaz 0, 1, ...,n — 1 viszont csupa kiilonb6z6 mellék-
osztdlyban vannak, és igy a mellékosztdlyok szdma ugyanannyi, mint ezeknek a maradékoknak a szdma,
vagyis n.

4.4.18. Ha a H bal oldali mellékosztaly, akkor (aH)™! = H™'a=™' = Ha~', ami egy jobb oldali mellékosz-

taly. Ugyanigy egy jobb oldali mellékosztaly komplexusinverze bal oldali mellékosztdly lesz. Mivel inverz

inverze az eredeti mellékosztaly, egy kolcsonosen egyértelmd megfeleltetést kaptunk a bal és jobb oldali
mellékosztilyok halmaza kozott.

J3 Azt nem tehetjiik meg, hogy az a H mellékosztalyhoz a Ha mellékosztalyt rendeljiik, mert ez a megfeleltetés
ltaldban nem joldefinidlt. Ha ugyanis adott egy M bal oldali mellékosztaly, melynek a és b is elemei, akkor
M = aH = bH, de nem biztos, hogy Ha = Hb is teljesiil, és igy nem tudhatjuk, hogy M-hez Ha-t vagy Hb-t
rendeljiik-e hozza. Példdul a 4.4.15. Gyakorlat megoldésa szerint (123)H = (13)H, de H(123) # H(13) az
S3 csoport H = {id, (12)} részcsoportjdra.

4.4.22. Legyen a az a-nak az n-nel val6 osztdsi maradéka. Ez is relativ prim n-hez, és ezért eleme a

Z) csoportnak. E csoport rendje ¢ (n), és igy a 4.4.21. Kovetkezmény miatt az a elemet ¢ (n)-edik hatvanyra

emelve az egységelemet, vagyis az 1-et kapjuk. Kongruencidval ezt igy frhatjuk: " = 1 (n). De akkor

a®™ =1 (n) is teljesiil.

J3 Mint ldthatjuk, egyre tobb kényelmetlenséget okoz, hogy a Z) csoport kapcsén csak a 0 és n — 1 kozotti elemek
szamelméletérdl beszélhetiink kozvetlentil. Mar emlitettiik kordbban is, hogy ezen a probléman a maradékoszta-
lyok fogalmanak bevezetése segit. Ezek nem masok, mint az n Z részcsoport szerinti mellékosztalyok Z*-ban.

A faktorcsoport és a faktorgy(irii bevezetésekor meglatjuk majd, hogyan lehet ezekkel miveleteket végezni, és
akkor a Z,’ csoport szerepét is dtértékeljiik majd.
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4.4.24.

(1) Igen, az osztdlyok a Z* csoport 1848 Z*1 részcsoportja szerinti mellékosztdlyok (a szdmelmélet
nyelvén a modulo 1848 maradékosztalyok).

(2) Nem, mert nem tranzitiv. Az 1 relacidban all a 2-vel, a 2 a hdrommal, de az 1 nem 4ll relaciéban a
3-mal.

(3) Igen az osztalyok az origd kézéppontu korok, tovabbd maga az origd, mint egyelemi halmaz.

(4) Igen, és az osztalyok ugyanazok, mint az el6z6 pontban.

(5) Igen, annyi osztdly van, ahdny eleme f értékkészletének. Ha u eleme az f értékkészletének, akkor a
hozz4 tartozo osztily az u 6sképeinek a halmaza, vagyis azokbdl az a € X elemekbdl 4ll, melyekre

f(a) =u.

4.4.25. Az S; részcsoportjai 1, 2, 3 és 6 rendiiek lehetnek (|S3| = 6 osztdi). Nyilvan csak {id} lesz 1 rendd
és csak az egész S lesz 6 rendli. Egy masodrendi részcsoportban csak elsd és masodrendt elemek lehetnek
Lagrange tétele miatt, vagyis egy darab elsd, és egy darab masodrendii elem fér el. Ezért a kételemf részcso-
portok {id, (12)}, {id, (13)}, {id, (23)}. Harmadrendi részcsoportban csak harmad- és elsérendi elem lehet.
Elsérend(i elem csak az id. Ha van egy f harmadrend, akkor f, 2, f3 = idkiadjdk az egész részcsoportot.
Csak két harmadrendi elem, és igy csak egy harmadrend( részcsoport van, az {id, (123), (132)} = As;.

A ZTZ ciklikus, igy a 4.3.27. Allitds miatt minden d | 12-re egyetlen részcsoport van: {0}, {0, 6}, {0, 4, 8},
{0,3,6,9},{0,2,4,6, 8, 10}, Z),.

A 77, csoport elemei {1, 5,7, 11}, az 1 kivételével mindegyik masodrend( (4.3.29. Gyakorlat). A két
trividlis részcsoporton kiviil tehat harom masodrend( részcsoport van, amit egy-egy masodrenddi elem az
egységelemmel egyiitt alkot.

Az A4 csoport elemei a hdrmasciklusok, melyek rendje 3, a két diszjunkt transzpozicié szorzataként irhatd
permuticidk, amelyek mdsodrenddek, és az identitds. Legyen H negyedrendi részcsoportja A4-nek. Ne-
gyedrend( csoportban az elemek rendje 1, 2 és 4 lehet. Mivel negyedrend( elem nincs A4-ben, ezért H-ban
az identitds mellett hdrom mdsodrendl elemnek kell szerepelnie. Az A mdsodrendil elemei (12)(34),
(13)(24) és (14)(32), tehat az egyetlen lehet6ség, hogy ezek alkotnak az egységelemmel negyedrend(i rész-
csoportot. A szorzdsokat elvégezve latjuk, hogy e harom elem koziil barmely kettd szorzata a harmadik, és
mindegyiknek az inverze onmaga. Ezért ezek tényleg részcsoportot alkotnak.

3 A szorzés helyett észrevehetjiik azt is, hogy ezek a permuticidk egy olyan téglalap szimmetridi, amely nem
négyzet, és ezért részcsoportot alkotnak Ss-ben (4.5.17. Gyakorlat).

4.4.26. Legyen a kérdéses korvonal kozéppontja P, ekkor a kdrvonal egybevagdsagai a P koriili forgatdsok
(ezek a mozgasok, amelyek egy H részcsoportot alkotnak), tovabba a P-n atmend egyenesekre vald tiikkrozé-
sek (4.1.13. Allitds). Legyenek 7 és s ilyen tiikrozések. Ekkor f = ts egy P koriili forgatés (4.1.6. Allités).
Ezért s = tf, vagyis s benne van a t H mellékosztalyban. Ez rogzitett + mellett minden s tiikrozésre igaz, és
igy a H szerinti bal mellékosztalyok H és t H, azaz H indexe 2.

A sik mozgéscsoportja esetében hasonldan jarunk el. Rogzitsiink egy ¢ tengelyes tiikrozést a stkon. A
4.1.13. Allitasban felsorolt transzformacidkat végignézve lathatjuk, hogy ha g nem mozgés, akkor g mar
az. Ezért a mozgdsok K részcsoportja szerint csak két bal mellékosztily van: K és K.

41 Valéjaban a mozgds definiciéjabodl adodik, hogy két mellékosztly van, az irdnyitdstartd transzformdciok a moz-
gasok, az irdnyitdsvaltok pedig a masik mellékosztily elemei. Azért alkotnak ezek is csak egyetlen mellékosz-
talyt, mert ha g és h iranyitdsvalté transzforméciok, akkor g~! is az, és igy g~ 'h mar irdnyitdstarté. Ehhez mar
csak azt kell hozzatenni, hogy a gyakorlatban szereplé mindkét csoportban van is irdnyitasvaltd transzformacié
(tengelyes tiikrozés).

4.4.27. Ha H, K < G, és van olyan h € H, ami nincs K-ban, és van olyan k € K is, ami nincs H-ban,
akkor hk ¢ H U K (és igy ez az uni6é nem részcsoport). Valéban, tegyiik f6l, hogy hk € H U K. Ekkor vagy
hk € H, vagy hk € K. Az els§ esetben h € H miatt k = h~'(hk) € H, ami ellentmondds. A masodik
esetben hasonléan jutunk ellentmond4sra.
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Harom részcsoport egyesitése mdr lehet nemtrividlisan is részcsoport. Példdul a Zg csoport a hdrom
kételemi részcsoportjanak egyesitése, amelyek koziil egyik sem tartalmazza egyik masikat sem.

4.4.28. Ha G véges, akkor a |G : H| = |G|/|H| 0sszefiiggés felhaszndlasaval azonnal adédik a gyakorlat
utolso allitasa, az aldbbi bizonyitds azonban végtelen G csoportra is mikodik.

Mivel H < K, a K csoport bizonyos H szerinti bal oldali mellékosztalyok egyesitése, és akdr azt tudjuk,
hogy |G : H| véges, akdr azt, hogy |K : H| véges, mindenképpen csak véges sok ilyen mellékosztaly van.
Legyenek ezek a1 H, ..., ayH, ahol tehat k = |K : H|. Ekkor a bK mellékosztily a (szintén paronként
diszjunkt) ba| H, . . ., bay H mellékosztilyok egyesitése. A G csoport K szerinti mellékosztdlyokra bomlik,
és mindegyiket k darab H szerinti mellékosztalyra bonthatjuk, ezért |G : H| = k|G : K|.

4.4.29. Megmutatjuk, hogy ha H és K részcsoportok a G csoportban, akkor a(H N K) =aH NakK. A bal
oldal elemei ag alakiiak, ahol g € H N K. A jobb oldal elemei ah = ak alakdak, aholh € H ésk € K. De
ha ah = ak, akkor h = k € H N K az egyszer(sitési szabaly miatt. Tehat a(H N K) = aH NakK tényleg
teljesiil. Ezért minden H N K szerinti bal oldali mellékosztaly el6éll egy H szerinti és egy K szerinti bal
oldali mellékosztily metszeteként. fgy |IG:(HNK)| <|G:H| |G:K]|.

41 A megolddshoz hozzatartozik, hogy ez a becslés nem javithatd, vagyis hogy |G : (HNK)| = |G : H|-|G : K|
el6fordulhat. Erre a legtrividlisabb példa az, amikor H = K = G. Megfelela G = Zg csoportban H = {1, 3} és
K = {1, 5} is. A 4.9. szakaszban definidlt direkt szorzat segitségével tovabbi példdkat is konnyen mutathatunk.

4.430. A h — ghg~! megfeleltetés a g-vel val6 konjugélds, ami a G csoportot onmagédra képz6 izo-
morfizmus (4.3.4. Gyakorlat), és igy minden részcsoportot egy vele izomorf részcsoportba visz. Nyilvan
gH = gHg 'g = Kg, tehét az utolsd 4llités is igaz.

4.4.31. Az ab alaki szorzatokat kell megszdmolni, ahola € A és b € B. Az (a, b) parok szdma |A||B],
tehat azt kell megmutatni, hogy mindegyik ab szorzatot |A N B|-féleképpen kapjuk meg. Legyen a és b
rogzitett, és tegyiik fol, hogy ab = a by, ahola; € A és by € B. Innena~'a; = bbl_l, jelolje ezt az elemet
c. Ekkorc =a7'a; € Aésc = bbl_l € B, tehit c € AN B. Nyilvan a; = ac és by = ¢~'b. Megforditva,
hac € ANB, akkor az a; = ac € A és b; = ¢~ 'b € B elemekre ab = a,b,. Ezért az olyan (ay, b;) péarok,
ahol ab = a,b,, kolcsondsen egyértelmii megfeleltetésben dllnak A N B elemeivel.

4.4.32. Ha van masodrendi elem, akkor |G| paros Lagrange tétele miatt. Megforditva, parositsunk minden
elemet az inverzével. Az egységelem pérja onmaga. Ha |G| péros, akkor kell lennie még egy g elemnek,
aminek a parja 6nmaga. Ekkor g = ¢g7', azaz g2 = 1. De g # 1, és ezért o(g) = 2.

4.4.33. Legyen G véges részcsoportja a T test multiplikativ csoportjanak. Megmutatjuk, hogy a d rendd
elemek szdma legfeljebb ¢(d) lehet. Valdban, az allitds igaz, ha egyaltalan nincs d rendd elem. Tegyiik
fol, hogy g rendje d. Ekkor g-nek d kiilonb6z6 hatvanya van, és mindegyiknek a d-edik hatvanya 1. Az
Utmutat6ban lattuk, hogy T'-ben nincs is tobb olyan elem, aminek d-edik hatvanya 1. Specidlisan a d rendii
elemek mind g hatvdnyai. Ezek kozott viszont ¢(d) darab d rendd elem van a 4.3.23. Lemma miatt.

Jelolje n a G csoport rendjét. Ha d nem osztdja n-nek, akkor G-ben Lagrange tétele miatt nincs d rendd
elem. Ha d | n, akkor a d rendid elemek szama az eddigiek szerint legfeljebb ¢(d). Ezért G elemeinek
szama legfeljebb

n=1G| <> o).
d|n
Azonban a 3.9.6. Gyakorlat miatt ez az 0sszeg 0sszeg n, vagyis G rendje. Ez csak uigy lehetséges, ha minden
d | n esetén tényleg ¢(d) darab d rendii elem van G-ben (és nem kevesebb). Specidlisan van n rend( elem,
tehat G ciklikus.

4.4.34. Az Utmutatéban definidlt grafra alkalmazhaté a Konig—Hall-Ore-tétel feltétele. Valban, ha ki-
vesziink k darab bal mellékosztélyt, akkor ezek U unidja k|H| elemli. Mivel minden jobb mellékosztaly
elemszdma |H|, és a jobb mellékosztilyok egyiittesen lefedik az U halmazt, legaldbb k darab jobb mellék-
osztdlynak részt kell vennie ebben a lefedésben (kiilonben k| H |-nél kevesebb elemet tudndnak csak lefedni).
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fgy a tétel feltétele teljesiil, és ezért minden bal mellékosztalyhoz hozza tudunk rendelni egy jobb mellékosz-
talyt, mindegyikhez kiilonbozét, amellyel van k6zos eleme. Valasszunk ki minden bal mellékosztalybdl egy
ilyen kozos elemet. A kapott halmaz kétoldali reprezentansrendszert lesz, hiszen minden jobb és minden
bal mellékosztalyban van eleme.

4.5. Palya és stabilizator

4.5.7. Egy négyzetnek nyolc szimmetridja van: négy tiikr6zés (az atlokra, illetve az oldalfelezé merdlege-
sekre), és négy forgatas (a kozéppont koriil rendre 0, 90, 180, 270 fokkal). Természetesen a 0 fokos forgatas
az identitds, a 180 fokos pedig a kozéppontos tiikrozés. Ez a nyolc transzforméci6 alkotja a D4 csoportot.

A négyzet kozéppontja csak onmagdba mehet D, elemeinél, ez tehat egyelemd palya. A két atl6 egyene-
sének tobbi pontja mind négy-négy helyre mehet, tehat négyelemd palydkat kapunk. Ugyanez a helyzet az
oldalfelez6 merSlegesek pontjaival is. A tobbi pontnak mind a nyolc képe kiilonboz6 lesz.

A négyzet kozéppontjat Ds-nek mind a nyolc eleme fixen hagyja, vagyis a stabilizator maga D4. Azok a
pontok, amelyeknek 0sszesen négy képe van D, elemeinél, egy-egy szimmetriatengelyen helyezkednek el,
ezeket két-két transzforméci6 hagyja helyben: a megfelel6 tengelyes tiikrozés, és a helybenhagyds. A tobbi
pontot, amelynek tehét nyolc kiilonb6z6 képe van, csak a helybenhagyds viszi onmagaba D, elemei koziil.
Igy egy pont képeinek szdma szorozva a pontot helyben hagy6 transzformaciok szdmdval mindig nyolcat
ad, tehat D, elemszamat.

4.5.10. Hasonl6an jarunk el, mint a kocka esetében. Tekintsiink egy szabalyos sokszoget, és legyen G ennek
a szimmetriacsoportja (a csticsok halmazan). Ez nyilvan tranzitiv, hiszen a csticsok forgatdssal egymasba
vihet6k. Ha A egy csucs, akkor tehat G rendje n|H |, ahol H az A csucs stabilizatora. Legyenek B és C az
A szomszédai. Ekkor a H csoport elemeinél B képe csakis B vagy C lehet, mert az Osszes tovabbi csics
A-tél messzebb van, mint B, illetve C. Tehét {B, C} pdlya H-nal. Ha A és B fixen marad, akkor C is,
ezért C-nek az A-tdl kiilonb6z6 szomszédja is, és korbe haladva latjuk, hogy minden tovébbi cstics is. Ezért
H kételemd, G rendje pedig 2n.

4.5.11. Egy él felez6 merdleges sikjara valé tiikrozés kicseréli az €1 két végpontjat, mikozben a masik két
csucs fixen marad. Ezért a csicsok halmazdn minden transzpozicié megvaldsithaté egybevagdsagi transz-
formdciéval. De tudjuk, hogy minden permutaci6 cserék szorzata, ezért S, mindegyik eleme megkaphat6
egy alkalmas egybevagdsagi transzformdacidval.

1 1

4.5.13. Hagxx = y,akkor g7 'y = g7 % (g*x) = (g 'g) *x = I xx = x. Megforditva,ha g~ 'y = x,
akkor g xx = (gg ") *y =1%y =y. Azx > g * x leképezésnek tehit van inverze, és igy permuticio.

4.5.16. Trjuk ré az {1, 2, 3} szdmokat egy szabalyos hiaromszog csticsaira. Ekkor D3 csoport egybevagdsagi
transzformdciéi pontosan az S3 permuticidit valdsitjdk meg a csicsok halmazan.

4.5.17. Legyen ABC D egy olyan téglalap, ami nem négyzet. Négy szimmetria biztosan van: az identitdson
kiviil a két oldalfelezd merSlegesre valé tiikrozés, illetve a kozéppontos tiikrozés. Ezek egyiitt a csicsok
halmazéin tranzitivak. Az A cstcstdl a mésik hdrom cstics csupa kiilonb6z6 tdvolsdgra van, hiszen ez a
téglalap nem négyzet. Ezért ha az A csics fixen marad, akkor a mésik hdrom is, vagyis az A stabilizdtora
egyelem. gy a szimmetridk szdma négy, nincs tobb, mint amit mér felsoroltunk. Nyilvan mindegyiknek a
négyzete az identitds.

Az A B oldal felez6 merSlegesére valo tiikrozés az (A B) (C D) permutécid a csicsok halmazan. Ugyanigy
latszik, hogy a mésik tengelyes tiikr6zés az (AD)(BC), a kozéppontos tiikrozés pedig az (AC)(B D) per-
mutécié. Igy annak bizonyitdsa, hogy barmely kettS szorzata a harmadik, e permutéciok osszeszorzdsdval
torténhet. Pontosan ezt a szimolast mar el is végeztiik a 4.4.25. Gyakorlatban.

4.5.20. Ime D, szorzastablaja. A két 90 fokos forgatds a két (negyedrendii) négyesciklus. A kozéppontos
tilkkrozés az (13)(24), az utols6 négy (masodrend(i) elem tengelyes tiikrozés. Az elemeket ugyanigy jeloljiik,
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mint a 4.1.23. Allitaisban: f = (1234), f2 = (13)(24), f? = (1432), t = (12)(34), tf = (24),
tf? = (14)(23), tf3 = (13).

Dy|id f f2 f3 t tf tf? tf?
id | id f f*2 fF ot tf tfr tf?
flf 2 id ofP v if if?
P2 7 id o f of? ifr ot af
e oid f o f2oaf oofr oif
t ttf tf? f id f  f*f3
tf | of if? of ¢ fP id  f f?
2 ef? otfF ot tf f2 fP id  f
tflef? 0 af if f f* P id

4.5.21. Elegend6 az 12, J?, K?,illetve az IJ, J1, 1K, K1, JK, K J métrixszorzdsokat elvégezni.

4.5.22. Izomorf csoportokban ugyanannyi masodrend(i elem van, hiszen masodrendii elem képe izomor-
fizmusndl mdsodrendd. A D, csoportban 5, a kvaternidcsoportban viszont 1 a masodrendd elemek szdma,
ezért nem lehetnek izomorfak.

4.5.23. Jelolje C a ¢ értékkészletét. Ha hy, h, € C, akkor van olyan g; € G, melyre ¢(g;) = h; (ahol
i = 1,2). Mivel ¢ miivelettartd, ¢(g182) = hih,, ezért hih, benne van C-ben. Tudjuk, hogy minden
csoporthomomorfizmus meg6rzi az egységelemet és az inverzet is (2.2.44. Feladat). Ezért 1y = ¢(1g) € C,
és hl_l = (p(gl_l) € C, azaz C tényleg részcsoport.

4.5.25. Az izomorfiaosztalyok: {Z., 75, Z¢, Sa}s (Z7, AsY, {Z], L5}, {Zg,Z,}, {S3. D3, GL(2, Z)},
{D4}, {0}, {Z;}. Ez az eddig tanultakbdl kovetkezik, az aldbbiak miatt. Tudjuk, hogy izomorf csoportok
rendje egyenld, és megforditva, egyenld rendii ciklikus csoportok izomorfak. Mivel a primrendd csoportok
ciklikusak, elintéztiik a 2 és 3 rend{i csoportokat. Negyedrendd csoport kétféle van, ezeket az kiilonbozteti
meg, hogy van-e benniik negyedrendd elem. A harom hatodrendii csoport azért izomorf, mert mindegyik
elemeit egy-egy haromelemti halmaz &sszes permuticiéi hatdrozzdk meg. Ez a hdromelemi halmaz az
S; esetén az {1, 2,3}, a D3 esetén egy szabdlyos haromszog harom csicsa, a GL(2, Z,) esetén pedig a
Z, folotti kétdimenzids vektortér Osszesen harom, nem nulla vektora (hiszen a hat matrixhoz tartozé hat
linedris transzforméci6 nyilvan csupa kiillonb6z6 permuticiét ad ezen a hdrom vektoron). Az utolsé harom
(nyolcadrend(i) csoport koziil semelyik kett6 sem izomorf: egyetlen kommutativ van, a masik kettSben
pedig nem ugyanaz a negyedrendd elemek szdma (lasd 4.5.22. Feladat).

4.5.26. A legtobb esetben csak az eredményt adjuk meg, a konnyd szdmoldst az Olvaséra hagyjuk.

(1) Palyédk: origd kozépponti korok, illetve maga az origd. Stabilizatorok: kételemiiek (az identitds és
egy tengelyes tiikrozés), kivéve az origdt, melynek stabilizatora az egész csoport.

(2) Palyédk: az x-tengellyel pairhuzamos egyenesek. Stabilizatorok: egyelemiiek.

(3) Mar lattuk a 4.5.10. Gyakorlatban, hogy ez a csoport kételemi. Palydk: az adott csicson dtmend
tengelyre szimmetrikus csticsparok, illetve a tengelyen levé csticsok dnmagukban (1, illetve 2 cstcs,
attol fiiggben, hogy n paratlan-e, vagy paros). Stabilizdtorok: egyelem( palydkhoz az egész (két-
elemt) csoport, kételemd palydhoz egyelemi stabilizator tartozik.

(4) Legyen A a kivdlasztott csucs, és jeldlje B, C, D a harom szomszédjiat. Mivel a kocka szim-
metriacsoportja 48 elemii (4.5.9. Allits), amely a csticsokon tranzitiv, az A csiics G stabilizdtora
48/8 = 6 elemd. Ezeknél a szimmetridknal nemcsak A, hanem a vele atellenes A’ cstics is fixen
marad. A BC D szabdlyos haromszdg, és minden A-t fix4l6 egybevagdsag ennek a hdromszognek
szimmetridja. Ezért G = D3, és B pélydja G-nél a haromelemt {B, C, D} halmaz.

Jelolje a B, C, D csticsokkal 4tellenes csicsokat rendre B’, C’, D'. A G elemei ezeket ,,ugyan-
Ugy” mozgatjdk, mint az eredeti csicsokat (hiszen testdtlé testdtloba megy minden szimmetridndl).
Példaul az A A’ testatlo koriili egyik 120 fokos forgatas a { B, C, D} halmazon (BC D) ciklusként, a
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{B’, C’, D'} halmazon pedig (B'C’'D’) ciklusként hat. igy {B’, C’, D'} is palydja G-nek. Vagyis a
G csoportnak két egyelemi és két haromelemi pélyaja van.

Az A és A’ csticsok G-beli stabilizatora maga G = D3. A B csics G-beli stabilizdtora 6/3 = 2
elemt, az identitdson kiviili eleme az A B élet és a kocka kozéppontjat tartalmazé sikra valé tiikro-
zés. Ugyanigy a Z; csoporttal izomorf a fennmarad6 ot cstics stabilizdtora is.

(5) Tranzitiv (vagyis {1, 2, 3,4} egyetlen palya), az x pont stabilizdtora az x-et nem tartalmaz6 két
harmasciklus és az identitds, azaz egy haromelem( ciklikus csoport.

4.5.27. Ha pontosan két szimmetria van, akkor az, amelyik az identit4stdl kiilonbozik, masodrendd, tehat
ciklusfelbontédsa (a négyszog csucsain) (ab), vagy (ab)(cd). Az elsé esetben atléra vald tiikrozésrsl van sz6
(hiszen két csucs fixen marad), tehat a négyszog deltoid (ami nem rombusz, mert akkor tobb szimmetridja
is lenne). A masodik esetben egyik cstics sem marad helyben. Ha a szemkozti csicsok cserélédnek, akkor
kozéppontos tiikrozésrdl van sz6, vagyis a négyszog paralelogramma, ami sem téglalap, sem rombusz nem
lehet, mert akkor ismét lenne tobb szimmetria. Végiil ha szomszédos csticsok cserélédnek, akkor ez egy
oldalfelez6 merSlegesre valo tiikrozés, a négyszog pedig szimmetrikus trapéz, ami nem lehet téglalap. Tehat
két szimmetridja a felsorolt haromféle négyszdgnek van (deltoid, paralelogramma, szimmetrikus trapéz).

A téglalapnak négy szimmetridja van (4.5.17. Gyakorlat). A rombusznak is négy szimmetridja van: az
atlokra tiikrozés, a kozéppontos tiikrozés, és az identitds, ezek is Klein-csoportot alkotnak. A négyzetnek
nyolc szimmetridja van, ezek a D4 diédercsoportot alkotjak.

4.5.28. Az eredmények a kovetkezok.

(1) 8, a csoport tranzitiv, mert a sikra tiikr6zésekkel egy csics minden csticsba elvihetd, és a stabiliza-
torok egyelemek.

(2) 16, tranzitiv, egy cstcs stabilizdtora pedig kételemti (a vele egy négyzetlapon 1€v6 két szomszédja
helyet cserélhet az dtlésikra val6 tiikrozésnél).

(3) 12, tranzitiv, és kételemiiek a stabilizatorok.

(4) 6 (az alap helyben kell, hogy maradjon). Ezért a szimmetriacsoport Ds.

(5) Az oktaéder szimmetriacsoportja izomorf a kockaéval, mert a kocka lapkozéppontjai oktaédert al-
kotnak (a kocka és az oktaéder igynevezett dudlis poliéderek), és igy a kocka minden szimmetridja
az oktaédernek is szimmetridja, és viszont . Igy az oktaédernek is 48 szimmetridja van.

4.5.29. Az AB élet az AC élbe elviszi egy atlGsikra valé tiikrozés. Igy sorban haladva minden él minden élbe
elvihetd, tehat G tényleg tranzitiv az élek halmazan. A stabilizatorok elemszama 48/12 = 4, és mindegyik
a Klein-csoporttal izomorf.

Két szomszédos lap is egymasba vihetd atlosikra tiikrozéssel, és igy a lapok halmazan is tranzitiv a hatds,
a stabilizdtor 48/6 = 8 elemii. Az ABC D lapot fixen hagy6 egybevédgdsdgok pontosan ennek a négyzetnek
az egybevagdsdgai, vagyis D4-gyel izomorf csoportot alkotnak. (Meg kell gondolni, hogy a négyzet minden
egybevagdsiga egyértelmiien megadja a kocka egy egybevigdsagit.)

Végiil tekintsiik a kocka szimmetriacsoportjdnak a hatdsit a szemkoztes lapparok alkotta hdromelem
halmazon. Ez értelmes, mert egy szemkoztes lappar képe egybevagdsignil szintén szemkoztes lappér lesz.
Egy lappér stabiliztora 48/3 = 16 elem, és igy van 16 elemi részcsoport.

J1 Ha a kockdt négyzet alapi egyenes hasdbnak képzeljiik, és csak az ennek megfeleld szimmetridkat vessziik,
akkor is egy 16 elem részcsoportot kapunk (4.5.28. Gyakorlat (2)).

4.5.30. Jelolje P azoknak a (g, x) paroknak a halmazat, melyekre g % x = x. Ha g rogzitett, akkor a P-beli
(g, x) parok szdma a g fixpontjainak a szdma, €s igy P elemszdma a G-beli permutéciok fixpontszdmainak
Osszege. Ha viszont x rogzitett, akkor a P-beli (g, x) parok szdma az x stabilizdtordnak elemszdma. Ha
O jeldli x palydjét, akkor az x stabilizdtordnak az elemszdma |G|/|O|. Amikor az x az O pélyét befutja,
akkor a (g, x) parok szédma |O||G|/|O| = |G| lesz. fgy P elemszdma a pélydk szdmdénak |G |-szerese.

4.5.31. Az Utmutatéban szereplé X halmaz elemszama (2) = 126. Az identitdsnak tehat ennyi fixpontja van.
Konnyli meggondolni, hogy mindkét 90 fokos forgatdsnak 2 fixpontja van, a kézéppontos tiikkrozésnek 6,
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a négy tengelyes tiikrozésnek pedig 12. Ezek 4tlaga, vagyis a pdlydk szdma, és igy a feladatban kérdezett
szdm a 23.

4.5.32. Alkalmazzuk a 4.5.30. Feladat allitasat. A palydk szama 1, ezért a fixpontok atlagos szdma is 1. De
az egységelemnek ennél tobb fixpontja van, és igy van olyan elem is, aminek 1-nél kevesebb fixpontja van,
vagyis fixpontmentes.

Nem tranzitiv csoportra az 4llitds nem igaz. Trividlis ellenpéldat kapunk, ha egy pont stabilizatorat te-
kintjiik példaul az S, csoportban. A

G = {id, (12)(34), (12)(56), (34)(56)} =< Se
érdekesebb ellenpélda, mert ez egyik stabilizdtornak sem részcsoportja.

4.5.33. Két szimmetria: tetszdleges ut (ami legalabb egy €é1b6l 4ll). Négy szimmetria: egy négy hosszu kor
egy atloval. Harom szimmetria: egy 9 hosszi kor csucsaira alkalmasan 1 és 2 hosszu utakat akasztunk. Egy
szimmetria: egy hdromszog csicsaira alkalmasan 1 és 2 hosszu utakat akasztunk.

o3 A

4.5.34. Az Utmutatéban rajzolt grafban a szineket és az irdnyitast tgy sziintethetjiik meg, hogy egy nyil
helyére berakjuk a kovetkez6 grafot: egy 3 hosszi it masodik csicsardl lelégatunk egy élt, a harmadik
csicsarol pedig a nyil szinétdl fiiggd hossziisagu (de legalabb két éIbdl all6) utat (1asd a fenti abra utolsé
grafjat). Annak megmutatdsdhoz, hogy a szimmetridk csoportja nem valtozott meg, az uj graf elsd- és
masodfoku pontjait érdemes megvizsgalni.

4.5.35. Az n pont stabilizitora az {1, ...,n — 1} halmaz 6sszes paros permutaci6ibol all, tehat A,_;-gyel
izomorf. Ugyanez a tobbi stabilizdtorra is elmondhato.

4.5.36. Mivel g permutici6 és X véges, ezért g(Y) C Y ugyanazt jelenti, mint hogy g(¥Y) = Y. Két ilyen
tulajdonsdgui elem szorzata és inverze is nyilvédn ilyen tulajdonsdgu, és ezért ezek részcsoportot alkotnak.
Elegansabb azonban a kovetkezd meggondolas. Legyen g * ¥ = g(Y). Ez konnyen lathatéan G-nek hatdsa
az X Osszes részhalmazain, és itt Y stabilizatora pontosan az a részhalmaza G-nek, amelyrdl be kell latnunk,
hogy részcsoport.

4.5.37. Mivel g x x = y, ezért
fry=y & (fo)*x=g*x & (g 'fe)*x=x.
1

De x stabiliztora H, ezért ez akkor igaz, ha g~' fg € H,azazha f € gHg ™.

4.5.38. A B péalyaja az AB-beli mellékosztalyok halmaza, ennek hossza |[AB|/|B|. A B stabilizatora
azokb6l az a € A elemekbdl 4ll, melyekre aB = B, azaz a € B, tehit a stabilizator AN B. Igy
|AB|/|B| = |A|/|AN BY.

4.5.39. A Klein-csoport esetében {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, a D3 diédercsoport esetében pedig
{id, (123)(456), (132)(465), (14)(26)(35), (15)(24)(36), (16)(25)(34)} .
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4.6. Generalt részcsoport

4.6.2. A 4.6.1. Allitas bizonyitasa most is miikodik, csak egy apré médositdst kell tenniink. Amikor azt iga-
zoljuk, hogy a megadott elemek részcsoportot alkotnak, problémét okozhat, hogy aza = m g, +...+m,g,
elemhez egy b = kg + ... + kg, tipusu Osszeget kell hozzdadni, ahol g;, g; € X. Ezt dgy oldhatjuk meg,
hogy mindkét osszeget kibovitjiikk nulla egyiitthat6ja tagokkal. Ha g;- nem szerepel a gy, ..., g, KOzott,

akkor bevessziik a-ba nulla egyiitthatéval. Ugyanigy kib&vitjiik b-t is a g; elemekkel. Igy (ij jelolést alkal-
mazva) mar ugyanazok az X-beli elemek szerepelnek mindkét kombindcidban, és ezért el tudjuk végezni az
Osszevonast.

4.6.5. Ha H és K is legsziikebb az adott halmazrendszerben, akkor H C K (hiszen H legsziikebb), és
K C H (hiszen K is legsziikebb). Ezért H = K. Hasonldan igazolhatd, hogy legfeljebb egy legb6vebb
elem lehet.

Ha a halmazrendszeriink elemei pontosan az egész szamok halmazanak egyelemii részhalmazai, akkor
itt minden elem egyszerre minimélis és maximalis elem is, legsziikebb és legb6vebb elem pedig nincs.
Aki most taldlkozik el6szor a ,legsziikebb” és ,,minimélis” kifejezésekkel, annak érdemes megoldania a
4.6.10. Gyakorlatot is, ahol konkrét példdkat lathat legsziikebb és minimadlis elemekre.

Ha H legsztikebb elem, akkor minimalis is. Valéban, ha nem volna az, akkor 1étezne a rendszerben
egy K elem, amely H-nak valédi része. Mivel H legsziikebb, H C K, ami nyilvanvaldan lehetetlen. Ha
M minimalis elem, akkor H C M (hiszen H legsziikebb elem), ezért M minimalitdsa miatt H = M. Tehat
tényleg H az egyetlen minimalis elem.

4.6.6. Legyen H a H; részcsoportok metszete. Ez nem iires, mert az egységelem mindegyik H; részcsoport-
nak eleme, és igy a metszetben is benne lesz. Ha a és b elemei H-nak, akkor elemei mindegyik H;-neKk is.
Mivel H; részcsoport, tartalmazza az ab és az a~' elemeket. Ez minden i-re igaz, és igy ab, a~! € H. Ezért
H zart a szorzasra €s az inverzképzésre, tehat részcsoport.

4.6.9. Tegyiik fol, hogy ¥ és ¢ is olyan G-b6l H-ba vezetd homomorfizmusok, melyekre v (g;) = ¢(g;)
mindegyik i-re. Meg kell mutatni, hogy akkor ¥ (g) = ¢(g) tetszbleges g € G elemre. Ezt a 4.6.8. Tétel
alkalmazdsdval is konnyen kihozhatndnk: a g elemet fol lehet frni a g; és g, ! elemek alkalmas szorzataként,
és a miivelettartds miatt 1atnank, hogy v és ¢ a g elemen is megegyezik. Elegdnsabb azonban a kovetkez6
gondolatmenet, rogton tetszoleges (akar végtelen) X generdtorrendszerre.

Tegyiik fol, hogy ¥ (x) = ¢(x) minden x € X-re. Jelolje K azon k € G elemek halmazit, amelyekre
¥ (k) = @(k). Ez részcsoportja G-nek, hiszen az egységelemet tartalmazza, és zart a miiveletekre. Valéban,
ha ki, k, € K, akkor ¥ (k1) = (k1) és ¥ (ky) = @(ky), ezért

Y (kika) = Y (k)Y (ko) = @k p(ka) = @(kik) ,

vagyis k1k, € K. Hasonl6an 14thaté be az is, hogy K zart az inverzképzésre.

A K részcsoport tartalmazza az X elemeit. De X generdlja G-t, vagyis G a legsziikebb X-et tartalmaz6
részcsoport. Mivel K egy X-et tartalmazé részcsoport, ezért G C K (valdjdban K = G), vagyis ¢ és ¢
tényleg megegyezik G minden elemén.

4.6.10.

(1) Nincs se legsziikebb, se legb&vebb elem, de mindegyik elem minimaélis is és maximalis is.

(2) Nincs legsziikebb, s6t minimdlis elem sem, az egyetlen maximadlis elem egyben legb&vebb is:
maga Z.

(3) Legsziikebb és minimalis nincs. Legbdvebb sincs, a maximadlis részhalmazok azok, amelyek komp-
lementere egyelemd.

(4) A {7} és {13} minimalis, legszilikebb nincs. A Z az egyetlen maximalis, és egyben legb6vebb is.

(5) A {7, 13} legsziikebb, és az egyetlen minimalis. A Z az egyetlen maximalis, és egyben legbdvebb is.
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4.6.11. Az eredmények a kovetkezok.

(1) A péros szdmok halmaza a 28 és 34 szdmokat tartalmaz6 részcsoport. Belatjuk, hogy ez a legsz-
kebb ilyen részcsoport, vagyis ha H részcsoport G-ben, amelyre 28,34 € H, akkor H minden
paros szdmot tartalmaz. Ez vildgos, hiszen 34 — 28 = 6 € H, innen 6 - 6 = 36 € H, tehit
36-34=2€¢H.

43 Az Olvasé bizonydra észrevette, hogy valdjaban az euklideszi algoritmust végeztiik el a 28 és a 34
szamokra. Ezért okoskodhattunk volna a kovetkez8képpen is. A 28 és 34 szamok legnagyobb k6z06s
osztéja 2, ami (az euklideszi algoritmusndl tanultak miatt) folirhaté 28x 434y alakban alkalmas x, y
egészekre, és ezért 2 € H. Tehat H tényleg minden paros szdmot tartalmaz.

Altaldban az egész szamok kozott (u, v) = ((u, v)). Ezt az észrevételt altalanositjuk majd a
4.6.15. Feladatban. Megjegyezziik, hogy a fenti (1) 4llitast a 3.2.9. Feladat segitségével is megmu-
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tathattuk volna, err6l késébb a gytirfielméleti részben még beszélni fogunk.

(2) A 2"3™ alaki valés szamok, ahol n és m egészek.

(3) S, (lasd 4.2.28. Gyakorlat).

(4) A 4.2.29. Gyakorlatban ezt a részcsoportot hatdroztuk meg. Az ott leirt nyolc lehetséges sorrend,
vagyis a négyzet szimmetridinak a halmaza pontosan a keresett részcsoport.

(5) Az eredmény A4. Ebben az adott elemek benne vannak. Tegyiik f6l, hogy H az adott elemeket
tartalmaz6 részcsoport, be kell latni, hogy A4 minden eleme H-beli. Ezt meg lehetne gy mutatni,
hogy A4 minden elemét kifejezziik (123) és (12)(34) segitségével. De mivel Lagrange tétele miatt
|H| oszt6ja |A4| = 12-nek, igy elég 7 elemet kifejezni. Az (12)(34), id, (123), (132) = (123)2
elemeken kiviil (243) = (12)(34)(123), (234) = (243)?, (124) = (123)(243) € H.

(6) Azok a matrixok, melyek determindnsa 2-nek egész kitevSs hatvanya (a kitevd tehat nulla vagy
negativ is lehet). Ezek a determindnsok szorzistétele miatt részcsoportot alkotnak, ami minden
2 determindnsd matrixot tartalmaz. Tehat elég belatni, hogy minden ilyen matrix kifejezhetd 2 de-
termindnsuakkal. Ha det(M) = 2" (n € Z), akkor legyen N tetsz6leges 2 determindnst matrix és
K = MN~"*!. Ekkor nyilvin det K =2és M = KN"~\.

4.6.12. A 4.1.23. Allitds szerint D, minden eleme folirhaté az f és t elemekbdl és inverzeikbdl készitett
szorzatként.

A Ds csoportban ( f2,t) az egész csoport lesz. Valoban, (f2)? = f¢ = f (mert f7 = 1). De f és t mar
az egész csoportot generalja.

A D¢ csoportban (f2,t) egy hatelem(i részcsoport, amelynek elemei f’ és tf minden pdros i-re. Az
vildgos, hogy az dsszes ilyen elemet ki lehet fejezni 2 és ¢ segitségével, meg kell mutatni, hogy ezek rész-
csoportot alkotnak. Ezt megtehetnénk tigy, hogy elvégezziik mind a 6 - 6 = 36 szorzdst és a 6 inverzképzést.
Elegansabb €s gyorsabb azonban a kdvetkez6 gondolatmenet.

Ha ¢ atléra val¢ tiikrozés, akkor vegyiik észre, hogy a szabdlyos hatszog csticsai két szabdlyos haromszo-
get alkotnak, legyen az egyik ABC. Konnyen lathatd, hogy a felsorolt hat elem pontosan az A BC hirom-
szoget bnmagéba viv egybevagdsagok halmaza lesz. Ezek pedig nyilvan részcsoportot alkotnak.

Ha ¢ nem atléra, hanem oldalfelez merSlegesre valo tiikr6zés, akkor a hat oldalfelezd pont altal alko-
tott két szabalyos haromszoget tekintsiik. A felsorolt hat elem ezek barmelyikének az 6sszes egybevago-
séga lesz.

41 Eszerint a Dg csoportban két kiilonb6z8 hatelemi részcsoportot is taldltunk. Egy harmadik az 6sszes forgata-
sokbdl all, és meg lehet mutatni, hogy nincs tobb hatelemi (azaz kettd indexii) részcsoport.

A fenti megoldds megkiilonbozteti azt az esetet, amikor ¢ atléra, illetve oldalfelezd merSlegesre valé tiik-
rozés. Algebrailag ez annak felel meg, hogy az atléra tiikrozések is egymds konjugéltjai, és az oldalfelezd
merdlegesekre val6 tiikrozések is (ez a tiikrozések két darab haromelemi konjugéltosztéilya, 14sd 4.8.4. Defini-
ci6). Ugyanakkor Dg-nak van olyan automorfizmusa (6nmagéval val6 izomorfizmusa, 1dsd 4.8.12. Definicid),
amely egy atlora valo tiikkrozést egy oldalfelez6é merdlegesre valo tiikrozésbe visz (1asd a 4.10.22. Feladat megol-
dasat). Ezért amikor a D¢ csoportban a 4.1.23. Allitas szabdlyai szerint akarunk szdmolni, akkor z-nek barmelyik
tengelyes tiikrozést vilaszthatjuk (ez egyébként a 4.1.23. Allitds bizonyitdsabdl is viligos).
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4.6.13. A (g) részcsoportndl az x és y elemek akkor és csak akkor vannak egy palyén, ha van olyan i egész,
hogy g'(x) = y. Mivel X véges, a g rendje is véges, és igy feltehetd, hogy i > 0. Az x-et tartalmaz6
ciklusban viszont pont az x, g(x), g>(x), . .. elemek vannak.

4.6.14. Ha H = AB részcsoport, akkor H~! = H, és igy
AB=H=H'=(AB)'=B"'A"'=BA.
Megforditva, ha H = AB = BA, akkor
HH = ABAB = AABB=AB=H,
és
H'=AB) '=B'A'=BA=AB=H,
tehdt a 4.4.4. Gyakorlat miatt H részcsoport.
Jelolje K az A és B éltal generélt részcsoportot. Mivel K részcsoport, AB és B A része K -nak. Ha viszont

AB = BA részcsoport, akkor tartalmazza az A és B részcsoportokat (A{1} és {1}B formdban). Ezért a
legsziikebb A-t és B-t tartalmazé részcsoport (vagyis K) része AB = BA-nak. Tehidt K = AB = BA.

J1 Az AB = BA 0sszefiiggés nem azt jelenti, hogy ab = ba minden a € A és b € B esetén, hanem csak azt, hogy
minden ab folirhaté b'a’ alakban, ahol @’ € A és b’ € B (és viszont). Példa erre az S3 csoportban az A = Aj
(alterndl6) részcsoport és a B = {id, (12)} részcsoport.

4.6.15. A (a/c,b/d) részcsoport elemei az x(a/b) + y(c/d) alakid szdmok. Kozds nevezdre hozva ez
(ux + vy)(a, c)/[b, d], ahol
a [b,d] _a d

“Tao b (@obd

c [b,d] c b
(@) d (a0 (bd)
a 3.1.31. Gyakorlat miatt. Konnyen l4athat6an u és v relativ primek, és ezért ux 4 vy alakban minden egész
szam el6all. Igy (a/c, b/d) = ((a, ¢)/[b, d]).

v

4.6.16. Belatjuk, hogy QT egy X részhalmaza pontosan akkor generétorrendszer, ha minden g primhat-
vanyhoz van olyan egyszer(sithetetlen tort X-ben, melynek nevez&je oszthaté g-val.

Tegyiik fol el6szor, hogy X generatorrendszer. Legyen g = p” ahol p prim, és irjuk fol az 1/q tortet
az X véges sok elemének egész egylitthatds linedris kombindciéjaként. Az ebben szerepld X-beli elemek
valamelyikének nevezdje oszthaté kell, hogy legyen g-val, mert kiilonben a kdzos nevezében p Kitevoje
n-nél kisebb lesz, s akkor nem lehet 1/g az eredmény. Ezért X a kivant tulajdonsagu.

Megforditva, tegyiik fol, hogy az X halmaz rendelkezik a fenti tulajdonsaggal, jelolje H az X altal ge-
nerdlt részcsoportot. Ha a/b és c/d két egyszerisithetetlen tort X-ben, akkor az el6z6 4.6.15. Feladat miatt
a szintén egyszersithetetlen (a, c)/[b, d] tort is H-beli. Igy H tartalmaz akdrmilyen egésszel oszthat6 ne-
vezdjli egyszerlsithetetlen torteket. Legyen n # 0 egész, beldtjuk, hogy 1/n € H. Az el6z6ek szerint van
olyan egyszer(isithetetlen a/b € H, melyre n | b, ehhez pedig olyan egyszer(isithetetlen c/d € H, hogy
a | d. A4.6.15. Feladat szerint (a, ¢)/[b,d] € H, de most (a,c) = 1 (merta | d és (c,d) = 1), tovdbba
n | [b,d] (mert n | b). Ezért 1/n egész tobbszorose 1/[b, d] € H-nak. Ekkor pedig m/n € H tetszGleges
m egészre, azaz H = Q. Vagyis X tényleg generatorrendszer.

De akkor minden generatorrendszerbdl barmelyik elem elhagyhat6 gy, hogy generatorrendszer marad-
jon, hiszen egy elem elhagyasaval a fenti feltétel nem romlik el. Valéban, hagyjuk el az a/b elemet, és
legyen g = p" primhatvany. Valasszuk m > n-et olyan nagyra, hogy p™ mar ne legyen osztdja b-nek.
Ekkor van olyan tort X-ben, aminek a nevezdje p”-mel oszthatd, de ez biztosan nem az a/b. Ezért az a/b
elhagydsa utdn is van olyan tort, aminek a nevezdje g-val oszthaté. Tehat a feltétel a/b elhagydsa utén is
teljestil.

Igy Q™ -nak nincs véges, s6t minimdlis generatorrendszere sem.
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4.6.17. Elegendd megmutatni, hogy az Utmutatéban definidlt ¥ halmaz generdlja H-t. Legyen h € H.
Ekkor i = x;...xy, ahol x1,...,xy € X. Mivel xy € X és 1 € R reprezentans, xy1 = r'h’ alkalmas
r € Résh' € Y elemekre. De xy_; € X, ezért xy_1¥' = r”h” alkalmas r” € R és h’ € Y elemekre.
Ezutan xy_,r”-t irjuk f6l »”h” alakban, és igy tovabb. Végeredményben azt kapjuk, hogy & = r*h*, ahol
r* € R, és a h* elem Y-beli elemek szorzata. Mivel h, h* € H, ezértr* € H,azazr* = 1.

4.6.18. Jelolje K az f' és a tf' alaki elemek halmazit, megmutatjuk, hogy ez a t és s 4ltal generalt
H részcsoport. A K elemei kifejezhetdk 7 és s segitségével, és ezért K C H. Belatjuk, hogy K részcsoport.

Nyilvan f~! = (ts)™' = s7!t=! = st. Ebbdl kovetkezik, hogy az f-nek a t-vel vett konjugéltja
t =t~ miatt tft = ttst = st = f~'. A t-vel val6 konjugdlds szorzattartd, igy tf't = f~' minden
i egészre, azaz fit = tf~. EbbSl megkapjuk a 4.1.23. Allitds végén folirt képleteket (a kitevGben most
nem mod n kell szdmolni), amibdl ldtszik, hogy K zirt a szorzdsra. Mivel (1f)~! = f=it = tf', ezért
K zart az inverzképzésre is, azaz tényleg részcsoport. De K tartalmazza a r és s = ¢f elemeket, és igy
H C K. Megmutattuk tehat, hogy K = H, azaz H elemei a kivdnt alakban irhatok.

Ha f =1, akkor s = t és H a kételemd csoport. Ha f # 1, de f2 = 1,akkor H = {1, s,t,st =ts = f}
a Klein-csoport. Ha egyik sem igaz, akkor megmutatjuk, hogy az f’ és atf/ elemek paronként kiilonbozéek.
Tegyiik fol, hogy f' = tf/, innent = fi=/, azaz t és f folcserélheték. Ezért f~! = tft = f, vagyis
f? =1, és ezt az esetet mar megvizsgaltuk.

Igy ha f rendje n > 3, akkor a H rendje 2n, és a 4.1.23. Allitasban leirt képletek szerint kell benne
szorozni. Ezért H = D,,.

4.6.19. Megmutatjuk, hogy E(2) véges részcsoportjai a kovetkezdk.

(1) A véges ciklikus csoportok. Ezeket egy 2w /n szogli forgatds, illetve a masodrendd esetben egy
tengelyes tiikrozés is generdlhatja.

(2) A D, diédercsoport (egy szabdlyos n-sz6g szimmetriacsoportja), illetve a Klein-csoport (egy olyan
téglalap vagy rombusz szimmetriacsoportja, ami nem négyzet).

Legyen G véges részcsoportja E(2)-nek. Ekkor G-ben nincs végtelen rendd elem, tehat eltolds és csusztatva
tiikrozés, vagyis G elemei forgatasok és tiikrozések (4.1.13. Allitds). Ha G-ben minden forgatds az identitds,
akkor G legfeljebb kételemd lehet. Valéban, ha ¢t # s nem identikus elemek G-ben, akkor tiikrozések, de
akkor ¢s nem identikus forgatds lenne, ami ellentmondas.

Ha tehat |G| > 2, akkor G-ben van egy f # id forgatds, ennek centruma legyen P. Megmutatjuk, hogy
G minden eleme fixdlja P-t. Valéban, ha g € G, de g(P) = Q # P, akkor a 4.1.18. Gyakorlat szerint
gfg ™" egy O koriili forgatds, melynek szoge f szoge, vagy annak ellentettje. Az els6 esetbena gfg~! !,
a mdsodikban a gfg~' f elem nem identikus eltolds a 4.1.8. Allitds miatt, ami nem lehet. Tehit G elemei
tényleg fixaljak P-t.

Jelolje H a G-beli (P koriili) forgatasokbdl 4ll6 részcsoportot. A P koriili forgatasok csoportja izomorf
az 1 abszoliit értékii komplex szdmok multiplikativ csoportjaval. Igy H izomorf a C* egy részcsoportjaval,
ami a 4.4.33. Feladat szerint ciklikus. Tehat H-t egy f forgatds generdlja. Ha G = H, akkor készen
vagyunk. Ha nem, akkor legyen ¢ egy tiikr6zés G-ben. Tetszleges masik s tiikrozésre ¢s forgatds, azaz
fi alkalmas i-re. Ezért s = tf’, azaz t és f generdlja G-t. Igy G = (1, tf), és a 4.6.18. Feladat miatt
vagyunk készen.

71 A megoldast ugy is be lehet fejezni, hogy tekintjiik azt az egyenest, amire ¢ tiikroz, felvesziink ezen egy R # P
pontot, vessziik R képeit f hatvanyaindl, és belatjuk, hogy G a kapott szabdlyos n-szog szimmetriacsoportja.

4.7. Homomorfizmusok és normalosztok

4.7.3. Legyen K < H, és tekintsiik a K identikus leképezését. Ez nyilvin homomorfizmus, melynek
képe K.

4.7.5. Ha g, g» € Ker(¢), akkor ¢(g1) = ¢(g2) = 1, és igy ¢ miivelettartdsa miatt ¢(gg>) = go(gfl) =1.
Ezért g1 g, és gfl is benne van Ker(¢)-ben. Benne van tovdbba az egységelem is, és ezért részcsoport.
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Tegyiik fol, hogy Ker(p) = {1}. Ha g1, g2 € G és ¢(g1) = ¢(g2), akkor 1 = ¢(g1)~'p(g2) = ¢(g; ' &2),
vagyis 81_1 g2 € Ker(p). Tehat 81_1 g» = 1, ahonnan g, = g,. Igy belattuk, hogy ¢ injektiv.

Megforditva, tegylik fol, hogy ¢ injektiv, és legyen g € Ker(¢). Ekkor ¢(g) = 1 = ¢(1), ahonnan
@ injektivitdsa miatt g = 1. Tehat Ker(p) = {1}.

4.7.6. Ha h € Z,, akkor ¢(g) = h akkor és csak akkor, ha g folirhat6 nq + h alakban, vagyisha g € h+nZ.
Specidlisan 7 = 0 esetén Ker(¢) = n Z.

4.7.7. Erdekes, hogy tobb kordbbi, nevezetesnek szamité tétel is azt mondja ki, hogy egy-egy leképezés
homomorfizmus.

(1) Ez a determindnsok szorzdstétele (1asd E.5.1. Tétel). Kép: az egész T, mag: 1 determindnsi
matrixok, vagyis SL(n, T).

(2) Ez a permutdciok elGjelének szorzastétele (4.2.14. Tétel). Kép: Z* = {1, —1}, mag: A,.

(3) Ez leolvashat6 a 4.1.23. Allitasbol, vagy abbél, hogy forgatisok szorzata forgatds, tengelyes tiikro-
zések szorzata is forgatas, egy forgatas és egy tengelyes tiikrozés szorzata pedig tengelyes tiikrozés.
(Harmadik megoldésként vehettiik volna mindegyik transzformacié determindnsat is.) Kép: Z7,
mag: forgatasok.

(4) Az 1.3.10. Allitas szerint |zw| = |z||w|. Kép: pozitiv valés szdmok, mag: az egységkdrvonal,
vagyis az 1 abszolut értékli komplex szamok halmaza.

(5) Lasd 2.4.2. Gyakorlat. A kép az 6sszes komplex szdmok halmaza, mert az f(x) = a + bx poli-
nomba i-t helyettesitve a + bi adédik. A mag azokbdl az f € R[x] polinomokbdl dll, melyeknek
az i gyoke. De akkor az i konjugdltja, vagyis a —i is gyok, és ezért a polinombdl kiemelhetd
(x +i)(x —i) = x>+ 1 (3.3.6. Lemma). Tehit tigy is fogalmazhatunk, hogy a mag az x> + 1
polinom t6bbszordseibdl all.

4.7.8. (12)N = N(12) = {(12), (13), (23)}. Sz6 sincs azonban arrdl, hogy az (12) folcserélhets az N ele-
meivel: (12)(123) = (23) és (12)(132) = (13), mig a jobbrol szorzdsndl forditva van: (123)(12) = (13) és
(132)(12) = (23).

4.79. Ha gN = Ng/, akkor g = gl € gN = Ng'és g = 1g € Ng. Tehiat az Ng és Ng’ jobb oldali
mellékosztilyoknak g k6z0s eleme, és igy ez a két mellékosztily megegyezik. Vagyis gN = Ng' = Ng.

4.7.13. Az asszociativitds teljesiil, mert

(81Ng2N)gsN = ((8182)¢3)N = (81(8283))N = g1 N(g2Ng3N) .

4.7.14. A v leképezés homomorfizmus, mert

VgDV (g2) = (&1N)(g2N) = (g182)N = ¥ (g182) »

hiszen a szorzést a g és g, reprezentansokkal is el szabad végezni. A y sziirjektiv is, hiszen a K csoportot
a mellékosztalyok halmazanak definidltuk.

4.7.17. A homomorfizmustételt az aldbbi ¢ homomorfizmusokra alkalmazzuk.

(1) A 4.7.7. Gyakorlat (4) pontjdban szerepl6 homomorfizmus. A faktorcsoport elemei az origé koriili
korok.

(2) p(x) = cos2mx)+isin(2mrx) (vo. 2.2.43. Gyakorlat). A mag pontosan az egész szamokbdl, a kép
az 1 abszolut értékii komplex szdmokbdl all.

(3) A4.7.7. Gyakorlat (2) pontjdban szerepl6 homomorfizmus azt mutatja, hogy az S,/ A, faktorcsoport
izomorf a kételemi ciklikus csoporttal (nevezetesen Z ™ -tel). Ez azonban izomorf barmelyik masik
kételemdi ciklikus csoporttal, gy Z; -szal is.

(4) A 4.7.6. Gyakorlatban szerepl6 homomorfizmus.
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4.7.18. Minden {1} szerinti mellékosztaly egyelemd, és g — {g} izomorfizmus G és G/{1} kozott. A G/ G
az egyelem( csoporttal izomorf.

4.7.22. Legyen ¢ : G — H homomorfizmus, L részcsoport H-ban, és K az L teljes inverz képe G-ben.
Ha ki, k;, € K, akkor ¢(ky), (k) € L. A ¢ mivelettartdsa miatt ¢(kik;) = @k)pk) € L, és
@(kfl) = @(k;)™! € L, hiszen L részcsoport. Ezért kiky és kfl is benne van K-ban. Benne van to-
vabba az egységelem is, és ezért K részcsoport. Ha g € Ker(¢), akkor ¢(g) =1 € L, ésezért g € K. Tehat
Ker(¢) C K.

4.7.23. A 4.6.14. Feladat miatt elég beldtni, hogy KN = NK. De ez vil4gos, hiszen N < G, ezért kN = Nk
minden k € K-ra.

4.7.27. A Zj, csoport rendje 8, elemeit kényelmesebb +1, 43, £5 és +7 alakban frni. Lathatjuk, hogy
(mod 16 szdmolva) (£1)? = 1 = (£7)?, tehdt ezek az 1 kivételével masodrend(i elemek. Ugyanakkor
(£3)? = (£5)? = 9 = —7, melynek négyzete mar 1. Ebbél kovetkezik, hogy ez a négy elem negyedrendii.
(Valéban, a negyedik hatvanyuk (—7)? = I, tehét a rendjiik négynek oszt6ja, de nem lehet 2 vagy 1, mert a
négyzetiik nem az egységelem.) Igy a csoportban nincs nyolcadrendii elem, tehat nem ciklikus.

A megadott két részhalmaz részcsoport, hiszen 15 és 9 is mdsodrendii elemek. Normdlosztok is, hiszen
Abel-csoportban minden részcsoport az. Legyen N = {1, 15}. A Z{, /N csoport ciklikus, a 3N generdlja.
Valdban, a csoport negyedrendd, tehat minden elem rendje négynek osztéja. Ugyanakkor 3N négyzete 9N,
ami nem N, azaz nem az egységelem, és igy 3N negyedrendd.

A 75, /{1, 9} csoport viszont nem ciklikus, mert minden elemének a négyzete az egységelem (hiszen Z
minden elemének a négyzete az {1, 9} normdlosztéban van). Ezért ez a faktorcsoport a Klein-csoporttal
izomorf (4.5.18. Tétel).

4.7.28. Ha van olyan o, hogy ¥ = aog, és g € Ker(¢p), akkor ¢(g) = 1,ésigy ¥ (g) = ap(g) = a(l) = 1.
Megforditva, tegyiik fel, hogy Ker(¢) € Ker(v/). Definidljuk az o leképezésta p(g) = h — a(h) = ¥ (g)
képlettel. Mivel ¢ sziirjektiv, ez minden & € H-ra értelmezi -t (csak esetleg tobbértelmtien). Ha azon-
ban i = ¢(g1) = ¢(g2), akkor glgz_1 € Ker(p) < Ker(¥), és igy ¥ (g1) = ¥ (gr). Tehat o joldefinialt.
A definiciébdl nyilvanvalo, hogy ¢ = « o ¢.

Végiil belatjuk, hogy o miivelettartd. Ha hy, h, € H, akkor legyen ¢(g1) = h; és ¢(g2) = h,. Ezért
©(8182) = hiha, €sigy a(hihy) = V¥ (g182) = ¥ (g1)V¥(g2) = a(h)a(h).

4.7.29. Tegylik fol, hogy X generatorrendszere a G csoportnak. A 4.6.9. Gyakorlat megolddsdhoz hasonléan
most is kétféleképpen jarhatunk el. Az els6 megoldasban a 4.6.8. Tételt alkalmazva megmutathatjuk, hogy
H minden eleme el64ll egy olyan szorzatként, melynek tényez6i az X elemeinek €s inverzeinek i -nél vett
képei. Ehelyett most is az elegdnsabb megoldast részletezziik.

Legyen Y = ¢¥(X) és L az Y &ltal generdlt részcsoport. Meg kell mutatni, hogy L = H. Jeldlje K
az L részcsoport teljes inverz képét G-ben. Ez részcsoport, és tartalmazza X-et. Ezért az X 4ltal generalt
részcsoport (ami G) része K -nak. Tehat K = G, és mivel ¢ sziirjektiv, L = H.

4.7.30. Nyilvin H(N N K) € HN N K, hiszen a bal oldal egy tipikus eleme hg, aholh € Hés g€ NNK
benne van a jobb oldalban is (hiszen 2 € H C K).

Megforditva, tegyiik fol, hogy k € HN N K. Ekkor k = hn alkalmas h € H ésn € N elemekre. De
H < K miatth € K, tehdtn = h~'k € K. BEzértn e NNK,ésigyk =hn € H(NNK).

4.8. Hogyan Kkeressiink normalosztot?

4.8.5. Minden elem konjugdlt nmagdval, hiszen lal~! = a. A szimmetria azért teljesiil, mert b = gag™!

esetén a = (g~ ")b(g~")~! (vagyis ha a g elem ,,odakonjugal”, akkor az inverze ,,visszakonjugdl”). Végiil
a tranzitivitds abbol kovetkezik, hogy ha g az a-t b-be konjugélja, h pedig a b-t c-be, akkor a hg elem a-t
c-be konjugdlja.
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4.8.11. A centrum részcsoportja G-nek (ez kozvetlen szdmoldssal is lathatd, vagy pedig abbdl kovetkezik,
hogy Z(G) az 0sszes elem centralizatorainak a metszete). Nyilvan Z(G) < G, hiszen Z(G) (egyelemi)
konjugéltosztilyok egyesitése. Hasonl6 okokbdl Z(G) minden részcsoportja normdloszté G-ben.

4.8.13. Elsdként (2)-t igazoljuk. Mivel @g,(x) = ghx(gh)™' = g(hxh™")g~!, ezért Qe = Pg O @,
azaz tényleg homomorfizmust kaptunk. Ennek magja azokbdl a g € G elemekbdl éll, amelyekkel valé
konjugdlds az identikus leképezés, vagyis gxg~' = x minden x € G-re. Ezek tehdt pontosan a centrum
elemei. E homomorfizmus képe a ¢, alaku leképezések halmaza, ezek a belsd automorfizmusok (amik igy
részcsoportot alkotnak). A homomorfizmustételbdl kapjuk, hogy G/Z(G) =Inn(G), azaz (3)-at is belattuk.

Automorfizmusok kompozicidja és inverze is automorfizmus (4.3.6. Gyakorlat), azaz Aut(G) csoport.
Ahhoz, hogy Inn(G) zdrt a konjugéldsra, elég beldtni, hogy & € Aut(G) esetén & 0 gz 0 ™' = g (q). Ez is
egy tetszGleges x € G behelyettesitésével latszik, hiszen @) (x) = a(g)xa(g)~", ami ugyanaz, mint

(@oggoa)x) =a(ga ' (g ™).

Ezzel (1)-et is beldttuk. Végiil (4) kovetkezik a 4.3.16. Gyakorlatbdl, hiszen izomorfizmusnél az elemek
rendje nem véltozik.

4.8.14. Mivel a konjugélés szorzattartd, az allitast elég egy ciklusra megmutatni, vagyis hogy f € S, esetén
F(L2,... k)~ = (fQ), fQ), ..., f(k)). Ez kbzvetleniil kiszdmolhat6 az f (i) elemek behelyettesité-
sével (a 4.2.12. Lemma bizonyitdsdhoz hasonléan).

4.8.16. Az A, konjugilt elemei konjugdltak S,-ben is. Az azonban elképzelhetS, hogy A, két elemét
az S,-ben egymadsba lehet konjugalni, de az A,-ben egyik atkonjugéld elem sincs benne (mert mindegyik
pératlan permutécid).

Példaul az (123) € S4 harmasciklusnak a konjugdltjai a harmasciklusok, 6sszesen 8 darab. Emiatt (123)
centralizdtora 24/8 = 3 elemt, vagyis csak a sajat hatvanyaibdl 4ll. Az A4-ben ezek mind benne vannak,
ezért az Ay-beli centralizator ugyanez, viszont igy A4-ben csak 12/3 = 4 darab konjugdlt lesz! Ezért
az Sy-ben egy osztilyt alkoté harmasciklusok A4-ben két osztdlyra bomlanak. Ugyanakkor az (12)(34)
elemnek csak hdrom konjugéltja van Ss-ben, igy centralizatora 8-elemd. E centralizatornak eleme példaul
(12), ami nincs benne A4-ben. Ezért As-ben az (12)(34) centralizdtora csak négyelemi lesz, viszont a
haromelemi konjugéltosztalya ugyanaz marad, mint S4-ben.

Igy tehdt az A4 csoportnak négy konjugéltosztilya van: az egységelem egyediil, a hdrom (ab)(cd) alaki
permutacié egy osztaly, és végiil a harmasciklusok két négyelem{i osztalyt alkotnak. Ezekbdl kell 6sszerakni
normalosztét, azaz részcsoportot. Ennek a rendje osztéja a 12-nek. Mivel 4 + 3 mar tobb, mint 12-nek a
fele, ezért nemtrividlis normdlosztoban csak egyetlen nem egyelemt konjugdltosztaly lehet. De 4 4 1 sem
osztoja 12-nek, ezért A4 egyetlen nemtrividlis normaloszt6ja a masodrendi elemekbdl és az egységelembdl
allo, mar az S;-nél megismert Klein-féle V részcsoport (4.8.15. Allitas).

Be kell még latnunk, hogy ha g € A,, akkor g konjugaltjainak szdma S,-ben vagy kétszer annyi, vagy
ugyanannyi, mint az A,-beli konjugdltjainak a szdma. A konjugdltak szdma a centralizdtor indexe, azaz
S,-ben S,1/ICs, ()], Ay-ben pedig [A,]/|Ca, (g)]. Elég tehdt megmutatni, hogy |Cs, (8)I/ICa, (9)] vagy 1,
vagy 2. Ez nyilvanval6 az els6 izomorfizmustételbdl, mert |S, : A, | = 2 és

Ca,(g) =Cs,(g)NA,.

Igy megallapithatjuk, hogy ha g folcserélhetd paratlan permutdciéval is, akkor ugyanazok a konjugéltjai
S,-ben, mint A,-ben, ha viszont csak paros permuticikkal cserélhetd fel, akkor feleannyi konjugéltja van
A,-ben, mint S,-ben.

4.8.18. Az (1) éllitasban azt kell belatni, hogy ha K karakterisztikus részcsoport, akkor nemcsak o(K) C K,
hanem «(K) = K is teljesiil minden o automorfizmusra. Ez azért igaz, mert o ~! is automorfizmus, és igy
a '(K) C K, ahonnan «-t alkalmazva K C «(K) adédik.

A (2) bizonyitdsdhoz tegyiik fol, hogy K karakterisztikus részcsoport az N normélosztéban. Ekkor
G minden ¢, belsd automorfizmusa N-et dnmagdba viszi, hiszen gN g ! = N. Ezért ¢, (pontosabban
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a @g-nek az N-re valo lesziikitése) automorfizmusa az N csoportnak. Mivel K karakterisztikus részcsoport,
ps(K) =K. fgy K zért minden konjugdldsra, és ezért normaloszté G-ben.

A (3) bizonyitdsa hasonld. Ha K karakterisztikus részcsoportja N-nek, N pedig G-nek, akkor G minden
« automorfizmusa N-et N-be viszi, és igy o leszikithetd N-re. Ez a lesziikités automorfizmusa N-nek, és
ezért K-t onmagéaba viszi. Tehat ¢(K) = K.

4.8.19. Legyen N az N; normdloszték metszete. Ez részcsoport (4.6.6. Gyakorlat), meg kell mutatni, hogy
zart a konjugélasra. Tegyiik fol, hogy g € G és n € N. Ekkor n eleme mindegyik N;-nek is, és mivel ezek
norméloszték, gng~! € N; minden i-re. De akkor gng=! € N.

4.8.20. Azt kell belétni, hogy a legsziikebb X-et tartalmazé N norméloszté ugyanaz, mint a legsziikebb
Y-t tartalmazé H részcsoport. Az N normdloszté tartalmazza X-et, és ezért X elemeinek konjugéltjait is,
vagyis Y-t. Tehat N egy Y-t tartalmazé részcsoport, és mivel H a legsziikebb ilyen részcsoport, H C N.

A forditott irdnyu tartalmazdshoz elég megmutatni, hogy H normadlosztd, hiszen az X elemeit H tartal-
mazza, és igy N, mint a legsziikebb X-et tartalmazé normalosztd, része lesz H-nak. Mivel H részcsoport,
azt kell belétni, hogy zart a konjugalasra. Ezt kdnnyen igazolhatnank annak felhasznaldsaval, hogy H ele-
meit az ¥ elemeibdl és ezek inverzeibdl készitett szorzatok alakjaban irhatjuk fol. Elegdnsabb azonban a
kovetkezd gondolatmenet. Legyen ¢, bels6 automorfizmusa G-nek. Ekkor ¢, (Y) =Y, és igy ¢,(H) egy
Y-t tartalmazo részcsoportja G-nek. Mivel H a legsziikebb ilyen részcsoport, H C ¢,(H). A ¢, inverze
is belsé automorfizmus, és ezért ugyanezt (pgfl-re elmondva H C gog_l(H ) adédik, ami azt jelenti, hogy
¢, (H) C H.

4.8.25. Tegyiik fol, hogy n € N és k € K. Tekintsiik az [n, k] = nkn~'k~! elemet. Ezt kétféleképpen is
atalakithatjuk. Mivel K normaéloszto,

n,kl = (nkn Yk ' enkn 'K = KK =K.
A masik atalakitas:

[n,kl =n(kn"'k"') € NkNK' = NN =N,
hiszen N is norméloszté. Igy [n, k] € N N K. Ha ez {1}, akkor innen nk = kn.

4.8.29. A 4.4.4. Gyakorlat utols6 allitdsa miatt H € Ng(H). Ha H € K < G, akkor H pontosan akkor
normaloszté K-ban, ha minden k € K-rakH = Hk,azazha K C Ng(H).

4.8.31.

(1) Nyilvan egy g elem akkor és csak akkor cserélhetd fol X minden elemével, ha minden x € X-nek
benne van a centralizdtordban.

(2) Hasson G a G 06sszes részhalmazainak a halmazan konjugéldssal: legyen g * X = gXg~'. Ez
nyilvan hatds, és X stabilizdtora N (X).

(3) Ha g € Ng(X), akkor a g-vel vald ¢, konjugalds X-nek egy permuticija. Ezérta ¢ : g — ¢,
leképezés homomorfizmus Ng(X)-b6l Sx-be, melynek magja C(X). (Az Olvasé gyakorlasul el-
végezheti a bizonyitast kozvetlen szdmoléssal is.)

(4) Ha X részcsoport, akkor a (3)-ban szerepld ¢, automorfizmusa X-nek, és igy ¢ az Aut(X) csoportba
képez. A homomorfizmustétel miatt tehat az allitas igaz.

4.8.32.
(1) Igen, mert Z* Abel-csoport.
(2) Igen, a 4.1.23. Allitasbdl lathatjuk, hogy a Dg csoportban csak f2 és f* lesz harmadrendii elem.
Ezért konjugaldsndl ezek helyben maradnak, vagy helyet cserélnek (hiszen a konjugélés az elem-
rendet megdrzi). Igy H zéart a konjugéldsra, és részcsoport is, mert az f2 hatvanyaibdl 4ll.
(3) Nem, az f elemmel valé konjugélds kivezet ebbdl a halmazbdl, hiszen a 4.1.23. Allitds miatt

fif Tt =1 =
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(4) Nem. Tekintsiink ugyanis egy egyenesre valé tiikrozést. Ennek a matrixa diagondlis, ha a bazist
tigyesen valasztjuk, vagyis ha a b; bazisvektor a tengellyel parhuzamos, b, pedig rd mer6leges. De
példaul a by + b, és by — b, vektorokbdl all6 bazisban ez a métrix mar nem diagondlis (s6t nem
is haromszogmatrix). Mivel a bazistranszformécié konjugdlast jelent, a diagondlis matrixok koziil
a konjugélas kivezet. Ugyanezt a példat n x n-es métrixokra is elmondhatjuk n > 2 esetén, ha a
bs, ..., b, bazisvektorok képeit sajat maguknak definidljuk (vagyis ha egy ,.hipersikra” tiikroziink).

(5) Igen, része GL(n, R) centrumdnak, mert az egységmatrix skaldrszorosai minden matrixszal fol-
cserélhet6k. Részcsoport is, igy a 4.8.11. Gyakorlat miatt normdlosztd. A 4.14.2. Gyakorlatban
beldtjuk majd, hogy ez a normaloszté a GL(n, R) csoport centruma.

(6) Nem, a (4)-beli ellenpélda ebben a szitudciéban is miikodik.

4.8.33. A Dj és a GL(2, Z;) csoportok izomorfak az S3 szimmetrikus csoporttal (14sd 4.5.25. Gyakorlat),
amelynek mér meghataroztuk a konjugdltosztilyait és normdlosztéit. Az eredmények az izomorfizmus men-

tén 4tvihetSek. Igy Ds egyetlen nemtrividlis normélosztGja a forgatdsokbdl 4ll, mert ezek felelnek meg az
id, (123), (132) elemeknek. A GL(2, Z,) esetében a

ot Lo [T

matrixokbdl 4116 normélosztdt kapjuk.

A D, csoportban (miként minden mds csoportban is) az egységelem centralizdtora az egész csoport,
igy konJugaltosztalya egyelemii. Ugyanez mondhat6 el f2-r8l is (ez a kozéppontos tiikrozés). Valéban, a
4.1.23. Allitds miatt 12 = f2r, ezért f2 centralizdtora az f hatvanyain kiviil z-t is tartalmazza. Ez mdr
5 elem, és mivel a centralizitor rendje a 8-nak osztéja, f2 centralizitora tényleg az egész csoport. Ugyan-
ezért a t centralizdtora tartalmazza az 1, ¢, f2, tf* elemeket, tehdt elemszdma 4 vagy 8. De 8 nem lehet,
hiszen tf # ft = tf3. Tehdt t-nek 8/4 = 2 két konjugdltja van. Az egyik 6nmaga, és igy a mésik csak
ftf~' = ftf? = tf? lehet. Hasonl6 érvelés mutatja, hogy ¢ f-nek is két konjugdltja van: Snmaga, és ¢f>.
Végiil f centralizatora ( f), hiszen f hatvanyai biztosan centralizaljak f-et, de ¢t nem. Ezért f konjugalt-
jai a kimaradé6 két elem, f és f3. Tehat D, konjugdltosztalyai {1}, {£2}, {f. f3), {t, tf?), {tf, tf3). A
normaloszték azok a részcsoportok, amik konjugéltosztilyok egyesitései, elemszamuk 8-nak osztéja. Két-
elemii normdloszt6 tehdt csak {1, f2} lehet, és a négyelemii normalosztkban is benne kell, hogy legyen az
egységelemen kiviil f2 is (mert a tobbi konjugdltosztilynak paros sok eleme van). Konnyfi l4tni, hogy az
igy kapott osszes lehetSség, {1, f2, f, 31 (1, f2,t,tf%), {1, f2, tf, tf3} mindegyike részcsoportot, és igy
normalosztét ad. A két trividlissal egyiitt tehat hat normaloszté van D4-ben.

Hasonlé meggondoldsok mutatjdk, hogy a Q kvaternidcsoport konjugaltosztalyai {1}, {—1}, {i, —i},
{j. —J}, {k, —k}, a centrum {1, —1}. Minden részcsoport normélosztd, ezek (i), (j), (k), (—1), és a két
trividlis.

A Ds konjugdltosztalyai: az ot tiikkrozés egyiitt, tovdbbd minden forgatds az inverzével. Az egyetlen
nemtrividlis norméloszté a forgatdsokbdl 4ll.

Az Ss konjugdltosztalyait a 4.8.14. Gyakorlatbdl kapjuk. Az eredmény:

24 darab (abcde) alaki permuticio,

30 darab (abcd) alaki permutacio,

20 darab (abc) alaki permuticio,

20 darab (abc)(de) alaku permuticio,

10 darab (ab) alaki permuticio,

15 darab (ab)(cd) alakd permuticio,
1 darab egységelem.
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Ebbdl az As konjugéltosztilyait is megkaphatjuk a 4.8.16. Gyakorlat segitségével. Ennek megolddsaban
megallapitottuk, hogy ha egy g € A, elem folcserélhetd S, egy pdratlan permutécidjaval is, akkor ugyan-
azok a konjugdltjai S,-ben, mint A,-ben, ha viszont csak paros permuticidkkal cserélhet$ fel, akkor fele-
annyi konjugéltja van A,-ben, mint S,-ben. Ezért As-ben a harmasciklusok egyetlen hiszelemi konjugél-
tosztélyt, az (ab)(cd) alakd permuticidk pedig egy tizenotelemi konjugéltosztalyt alkotnak (hiszen (123)
folcserélhetd (45)-tel, (12)(34) pedig (12)-vel). Az otosciklusok ugyanakkor két tizenkételemd osztalyt
kell, hogy alkossanak, hiszen a 24 nem oszt6ja a 60-nak. Az As konjugdaltosztdlyai tehat rendre 1, 12, 12,
15, 20 elemiiek.

Tegyiik fol, hogy N nemtrividlis normélosztéja As-nek. Ekkor konjugaltosztilyok egyesitése, az egység-
elemet tartalmazza, és rendje osztdja As rendjének. Ezért az 1, 12, 12, 15, 20 szdmok ko6ziil néhdnynak az
Osszege a 60 egy valddi osztdja lesz tigy, hogy 1 is az dsszeadanddk kozott van. Ez azonban ellentmondésra
vezet. Valéban, az 1 mellé még legaldbb két szdmot be kell venni, mert 12 4 1, 15 4 1, 20 + 1 nem osztéi a
60-nak. Az 1+ 124 12ésaz 14 12415 sem osztdi a 60-nak, az dsszes tobbi Osszeg pedig mar meghaladja
a 30-at. Ez az ellentmond4s bizonyitja, hogy As egyszer(i csoport.

Az Ss egyetlen nemtrividlis normélosztdja As. Ezt az el6z6h6z hasonléan lehet megmutatni. A 120 valddi
oszt6i kozil csak a40 = 1415424 és a 60 = 1+15+204-24 kaphat6 meg a konjugéltosztilyok elemszdma-
inak Osszegeként tigy, hogy az 1-et is felhasznaljuk. Az elsé esetben az 6tosciklusokat és az (ab)(cd) alakd
permuticiokat vélasztjuk az egységelem mellé, de ez nem részcsoport, mert (12345)(12)(34) = (135). Ha-
sonldan lathatjuk, hogy a masodik esetben nem valaszthatjuk az (abc)(de) alaki permutécidkat 20 elemi
osztdlynak. Ha pedig az (abc) alakd permutdcidkat vessziik, akkor As adddik.

43 Az S5 normdlosztéit a 4.12.37. Gyakorlat (elemi) megolddsabdl is megkaphatjuk. EbbSl ugyanis (As mar bizo-
nyitott egyszeriségét felhaszndlva) kideriil, hogy ha N nemtrividlis normaloszté Ss-ben, akkor N = As.

4.8.34. Az A, rendje oszthaté hattal, de nincs benne hatelemi részcsoport, mert ez 2 indexd, azaz nor-
maloszt6 lenne (4.7.19. Allitas), és ez ellentmond a 4.8.16. Gyakorlatban kapott felsoroldsnak. Ugyanezt
elmondhatjuk az As csoportra is: ebben a 4.8.33. Gyakorlat miatt nincs 30 elemd részcsoport.

4.8.35. Az (1,2, ..., n) konjugaltjai az n hosszii ciklusok, vagyis (n—1)! konjugltja van. Igy centralizitora
n!/(n — 1)! = n-elemd, az (1, 2, ..., n) hatvanyaibdl 4ll.

4.8.36. Ha A Abel, akkor centruma az egész csoport, kommutator-részcsoportja pedig {1}. A Q kvaternio-
csoportnak a 4.8.33. Gyakorlat szerint a centruma Z(Q) = {1, —1}. Ugyanez a kommutator-részcsoportja is.
Val6ban a szerinte vett faktor négyelemi csoport, ezért kommutativ, és igy Q' C Z(Q). Ha Q' ennél kisebb
lenne, akkor csak {1} lehetne, ami azt jelentené, hogy Q kommutativ. Ez nem igaz, és igy Q' = Z(Q).

A D, csoportban tudjuk, hogy ha t tengelyes tiikrozés és g tetszbleges forgatds, akkor gt ~! = g~!. Ezért
t pontosan akkor cserélhetd fol g-vel, ha g2 = 1. Ha n pdratlan, akkor innen g = 1, ilyenkor D, centruma
egyelemi. Ha n péaros, akkor D,, centruma az identitdsbdl és a kézéppontos tiikrdzésbol 4ll.

A fenti egyenlSséget dtrendezve tgt~'g™! = g¢~? adddik, vagyis minden forgatds négyzete kommut4-
tor. Ha n pdratlan, akkor ezek az Osszes forgatdst kiadjak, ilyenkor a kommutétor-részcsoport a forgata-
sokbdl 4ll. (Ennél nagyobb nem lehet, hiszen a forgatdsok normélosztdja szerinti faktor kételem, vagyis
Abel-féle.) Ha n péros, akkor a forgatdsok négyzetei egy n/2 elemi részcsoportot alkotnak, és ilyenkor ez
lesz a kommutator-részcsoport. (Ez nyilvdn normdlosztd, és a rd vett faktor négyelemd, tehdt ismét csak
kommutativ.)

Az S, szimmetrikus csoport n = 2-re Abel. Han > 2, akkor centruma {1}, kommutétor-részcsoportja A,,.
Valéban, tegyiik fel, hogy f € Z(S,), akkor az el6z6 4.8.35. Gyakorlat szerint f az (1,2, ..., n) ciklus
i-edik hatvdnya alkalmas i-re. De (1,2, ...,n)"-nel (12)-t konjugdlva (i +, 1,i +, 2) adédik. Ezn > 2
miatt csak akkor lehet (12) = (21), hai = 0. Ezért f az egységelem, és ezzel beldttuk, hogy Z(S,) = {1}.
91 A Z(S,) = {1} allitas kihozhat6 a 4.8.14. Gyakorlatbdl is, hiszen a centrum elemei egyelemi konjugalt osztalyt

alkotnak, egy adott ciklusszerkezetet azonban sokféleképpen ,ki lehet tolteni” az 1, 2, ..., n szamokkal, az

egyetlen kivétel az identitason kiviil a kételemi halmazon az (ab). Apré gondot itt is a diszkusszi6 jelent, mert

egy adott k hossziisagu ciklust k-féleképpen lehet f6lirni, még a fenti esetben is (12) = (21) kétféle kitoltés,
amelynek eredménye ugyanaz.
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Mivel S, /A, kételemii csoport, amely ciklikus, és igy Abel-féle, ezért az S, kommutator-részcsoportja
benne van A,-ben. Az [(ab), (ac)] = (abc) Osszefiiggés miatt minden hadrmasciklus kommutator. Mivel a
harmasciklusok generdljak A,-et (4.2.30. Gyakorlat), ezért n > 2 esetén S, = A,.

Az A4 csoportnak a 4.8.16. Gyakorlatban mar meghataroztuk a konjugdltosztalyait, és igy latjuk, hogy
centruma egyelemd. Belatjuk, hogy A} a négyelemi Klein-féle V normalosztd. Valdban, az eszerinti faktor
haromelem, és igy kommutativ, ennél sziikebb normaloszté azonban csak az {1} van, ami nem lehet A},
mert ez nemkommutativ csoport.

J1 Han > 5, akkor A, centruma {1}, kommutator-részcsoportja 6nmaga, mert ilyenkor A, nemkommutativ egy-
szerti csoport (4.12.30. Tétel).

4.8.37. Legyen G egy 2p renddi nemkommutativ csoport, ahol p > 2 prim. Ekkor G-ben nincs 2p rendd

elem, kiilonben ciklikus, és igy kommutativ lenne. Nem lehet minden eleme masodrend(, mert kommutativ

lenne (4.3.40. Feladat), ugyanakkor van benne masodrendii elem, mert rendje paros (4.4.32. Feladat). fgy az
elemrendek 1, 2 és p. Ha egy p rend( elem folcserélhet6 lenne egy masodrendii elemmel, akkor a szorzatuk

a 4.3.39. Gyakorlat miatt 2 p rendd lenne, ami lehetetlen.

Ha f egy p rend(, t egy masodrendi elem, akkor f¢f~! is mdsodrendii, és mivel ¢ és f nem cserélhetSk
fol, ¢-t81 kiilonboz6. A H = (¢, ftf~") részcsoport rendje paros, és legaldbb hdromelemdi, ezért Lagrange
tétele miatt csak maga G lehet. A 4.6.18. Feladat miatt G = D,,.

J1 Az el6z8 bizonyitds végén , kiontottiik a vizet a fazékbol”, amikor a csoportot két masodrendi elemmel general-
tuk, hogy alkalmazni lehessen a 4.6.18. Feladatot. Ehelyett a rfr~! = f~! bebizonyitdsaval, majd a 4.1.23. Al-
litasra val6 hivatkozdssal is befejezhettiik volna a megoldast. Ehhez azt kell észrevenni, hogy ( f) egy 2 index{
részcsoport, és igy (f1)> € (f). Az (f) és az (ft) primrendii részcsoportok viszont csak az egységelemben
metszhetik egymdst, és igy fr-nek sziikségképpen 2 a rendje, ahonnan 7ft~! = ! adédik.

4.8.38. Az {1, f?} normaloszt6 D,-ben, s6t a 4.8.36. Gyakorlat szerint ez a D, centruma. A Dy/{1, f?} fak-
torcsoport rendje 4, és minden elemének a négyzete az egységelem. Valoban, D, minden elemének négyzete
az egységelem, kivéve az f és f3 elemeket, de ezeknek a négyzete is benne van az {1, f2} normélosztSban,
és igy az ezekbdl all6 mellékosztaly négyzete {1, f2}. Ezért ez a faktorcsoport a Klein-csoporttal izomorf.

23 A 4.8.15. Allitas utdni apré betis részben mdr lattunk egy geometriai bizonyitdst a (3) allitdsra. Most egy
algebrai gondolatmenet kovetkezik.

Legyen V = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Az S,/ V faktorcsoportban valé szdmoldshoz legyen H
az Ss-ben a 4 pont stabilizatora. Megmutatjuk, hogy ennek elemei reprezentdnsrendszert alkotnak V szerint.
Valéban, ha h; és h, ugyanabban a mellékosztalyban lenne V szerint, akkor hflhz € VN H = {1}, és ezért
hy = h,. A H elemei tehat csupa kiilonb6zé mellékosztidlyokban vannak, és mivel H elemszdma és a
mellékosztilyok szdma is 6, ezért minden mellékosztdlyba jut is reprezentdnselem. A faktorcsoportban
ezek szerint szdmolhatunk a H elemeivel, mint reprezentdnsokkal, és igy a & — hV izomorfizmus H és
S4/V kozott. A H viszont az {1, 2, 3} 0sszes permutaciéibdl all, és igy S3-mal izomorf. Ezért S,/ V = ;.
Megjegyezziik, hogy ez az izomorfia az elsé izomorfizmustételbdl (4.7.25. Kovetkezmény) is adédik, hiszen
HV = 84,ésigy S4/V=H/(HNV).

J1 Az S4/V faktorcsoport izomorfiatipusat a kovetkezoképpen is kiszdmolhatjuk. Ennek a csoportnak az elem-
szama 24/4 = 6. Nincs hatodrendi eleme, mert S4 minden eleme legfeljebb negyedrend, és homomorf kép

rendje osztdja az eredeti elem rendjének. Tudjuk, hogy egy hatelemi csoport vagy ciklikus, vagy S3-mal izomorf
(4.8.37. Gyakorlat), és ezért S4/V csakis S3 lehet.

A Dg/{1, f 2 f 4 f 6} faktor szintén négyelemd, és szintén a Klein-csoporttal izomorf, mert Dg minden
elemének négyzete benne van az {1, £2, f*, £°} normélosztéban.

4.8.39. Az eltoldsok nyilvan egy N részcsoportot alkotnak. A 4.1.16. Gyakorlat miatt eltolds konjugéltja
is eltolds, és igy ez normdlosztd. Rogzitsiink egy P pontot a sikon, és legyen H = O(2) ennek a stabiliza-
tora az E(2) csoportban. Elég megmutatni, hogy H elemei reprezentdnsrendszert alkotnak N szerint, azaz
hogy tetsz6leges Ng mellékosztdlyban H-nak egyetlen eleme van. De kg pontosan akkor van H-ban, ha
kg(P) = P, és a sikon tényleg egyetlen olyan k eltolds van, ami g(P)-t P-be viszi.
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4.8.40. Legyen N = {1, a}. Az {1} mindig konjugdltosztilya G-nek, és mivel N a G konjugaltosztalyainak
egyesitése, {a} is az. Tehita € Z(G).

4.8.41. Az nyilvanvald, hogy ha H = (X) kommutativ, akkor az X € H elemei is egymdssal folcserélhe-
téek. A megforditdst bizonyithatnank a 4.6.8. Tételre val6 hivatkozdassal is, hiszen ha X elemei paronként
folcserélhetdk, akkor a beldliik és inverzeikbdl készitett szorzatok is. Elegdnsabb azonban a kovetkezd
gondolatmenet.

Tegyiik fol, hogy X elemei paronként folcserélhet6k. Ekkor az X részhalmaz Cg(X) centralizdtora tar-
talmazza X Osszes elemét. S6t, X része a C(X) csoport Z centrumdnak is, hiszen X elemei a centralizitor
definicidja szerint folcserélhetdk Cq(X) elemeivel. Tehdt Z egy X-et tartalmazo részcsoport, és igy tartal-
mazza a legsziikebb X-et tartalmazé részcsoportot, azaz H-t is. Mivel Z Abel-féle, H is az.

4.8.42. Ha id # f € E(2) egy P pont koriili forgatds, akkor a 4.1.18. Gyakorlat szerint gfg~' forgatds a
g(P) korill. Ha gf = fg, akkor gfg~! = f,ésigy f fixdlja g(P)-t. De f-nek csak egyetlen fixpontja van,
és igy g(P) = P. Ha g nem mozgds, akkor ugyanez a gyakorlat mutatja, hogy gfg~' = f~!. Ezért ekkor
f = f~!, azaz f a P-re tiikr6zés, amely minden P-t fix4l6 egybevagésdggal folcserélhetd.

Osszefoglalva: az identitas E(2) minden elemével folcserélhet, a P-re tiikkrozés centralizdtora a P stabi-
lizatora (azaz O(2)-vel izomorf), a tobbi P koriili forgatds centralizdtora pedig a P koriili forgatasokbdl 4ll.

Legyen H a P koriili forgatasok részcsoportja E(2)-ben. A 4.1.18. Gyakorlat szerint g € E(2) esetén
gHg ™! a g(P) koriili forgatdsok részcsoportja, és igy H normalizitora a P pontot fix4lé egybevagdsigokbdl
all. Ezek a P koriili forgatasok, és a P ponton 4tmend egyenesekre tiikrozések (4.1.13. Allitas).

4.8.43. Legyen N > 1 normaloszté SO(3)-ban és 1 # f € N. A 4.1.29. Feladat szerint f egy « szogi
forgatds egy e egyenes kortil, ahol o # 0. Az f alkalmas hatvanyét véve feltehetd, hogy 90° < o < 180°.
Legyen e; egy olyan origén dtmend egyenes, mely e;-re merSleges. Forgassuk at folytonosan e;-et e3-ba,
és kozben figyeljiik, hogy milyen szoget zar be az f-nél vett képével. A kezdeti dllapotban f(e;) = ey,
azaz nulla fokos szoget zarnak be. A végallapotban f(e3) €s e3 szoge o > 90°. A forgatds sordn ez a szog
is folytonosan valtozik, ezért 1étezik olyan e, egyenes, amely merdleges f(e;)-re. Legyen g az e, koriili
180 fokos forgatds. Ekkora h = g~ f~'gf € N transzformici6 az e, egyenest tiikrozi az origéra, és igy
csakis egy alkalmas egyenes koriili 180 fokos forgatas lehet. A 4.1.30. Gyakorlat szerint 4 konjugéltjaként
megkaphat6 az 0sszes tobbi 180 fokos forgatas, és igy azok is elemei N-nek. A 4.1.38. Gyakorlat szerint
ilyen forgatasok szorzataként minden forgatas megkaphato.

4.8.44. A 7" végtelen ciklikus csoportnak két generétoreleme van, az 1 és a —1. Ezért egy automorfizmus
az 1-et vagy 1-be, vagy —1-be viszi, és ez az automorfizmust mar egyértelm{ien meghatdrozza. Az els6
esetben az identitdst kapjuk, a masodikban az ellentettképzést. Ezért Aut(Z™) a kételem(i (ciklikus) csoport.

A 7 homomorfizmusait is egyértelmiien meghatdrozza az 1 generatorelem képe. Ha automorfizmusrdl
van sz0, akkor az 1 képe is generdtorelem kell, hogy legyen. A generdtorelemek pontosan az n-hez relativ
prim elemek, hiszen a hatvany rendjének képlete miatt ezek rendje lesz szintén n. Ha o (1) = k, akkor
o Osszegtartdsa miatt (i) = ik (4.3.15. Gyakorlat). Megforditva, az o (i) = ik képlet nyilvan Z,J{ auto-
morfizmusat definidlja, hiszen

ap(i + j) = (i + )k =ik + jk = (i) + a())

o

(az itt haszndlt 6sszeadds és szorzds a Z, gylrl miveletei). Meg kell még vizsgdlnunk ezeknek az automor-
fizmusoknak a kompoziciéjat:

(ax o) (i) = kbi = o (i)
miatt a k — oy leképezés izomorfizmus a Z,, és az Aut(Z:) csoportok kozott.

A Klein-csoport szorzdsi szabdlya szimmetrikus (barmely két nem egység elem szorzata a harmadik
nem egység elem, barmely elem négyzete az egységelem). Igy az egységtdl kiilonboz6 elemek barmely
permutacidja automorfizmus, tehat az automorfizmus-csoport S;.

Az §3 csoportot generdlja a hdrom transzpozicio, és ezeknek a képe is masodrendii elem kell, hogy legyen.
Vagyis minden automorfizmus a hirom transzpozicié egy permutdciéjabdl szdrmazik, és igy legfeljebb hat
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automorfizmus lehet. Azonban a belsé automorfizmusok szdma pontosan hat, hiszen az S; csoport centruma
egyelemd, és igy a 4.8.13. Gyakorlat miatt Inn(S3) = S3/Z(S3) = 3. Tehat minden automorfizmus belsé, és
Aut(S;) = S;.

4.8.45. Tegyiik fol, hogy o masodrend(, fixpontmentes automorfizmus. Ha g~ 'a(g) = h~'a(h), akkor
atrendezéssel hg™! = a(hg™'), ésigy hg™' =1, vagyis g = h. A g 'a(g) elemek tehdt paronként kiilon-
bozdk, és mivel a G csoport véges, az dsszes elemét kiadjdk. Az o = id feltétel miatt

- _ _ -1
a(g7la(g) = (s g = (¢7'a(g)) -
Ez azt jelenti, hogy @ a G minden elemét az inverzébe viszi. gy

hlg™ = (gh)™' = a(gh) = a(g)a(h) =g 'h ",

vagyis G kommutativ. Az inverzképzés akkor és csak akkor lesz fixpontmentes, ha az egységelemen kiviil
egyetlen elem sem egyenld az inverzével, vagyis ha nincs mdsodrendd elem. Ez tgy is dtfogalmazhatd, hogy
G rendje pératlan (4.4.32. Feladat). Megforditva, paratlan rendli kommutativ csoportban az inverzképzés
mindig szorzattartd, bijektiv, és fixpontmentes.

4.8.46. Az n rendl elemek halmaza zart minden automorfizmusra, igy az altala generalt részcsoportot
minden automorfizmus 6nmagéba viszi (a 4.7.29. Gyakorlat miatt).

4.8.47. Az alabbiakban o a G csoport egy automorfizmusét jeloli.

(1) A végtelen ciklikus csoportnak két automorfizmusa van, az identitas €s az inverzképzés (4.8.44. Fel-
adat), és ezek minden részcsoportot megériznek. Ha H részcsoportja a G véges ciklikus csoportnak,
akkor G-nek csak egyetlen | H | elemszdmii részcsoportja van (4.3.27. Allitas). Ezért ezt minden au-
tomorfizmus csak 6nmagaba viheti.

(2) Mivel g € Z(G) folcserélheté minden & € G-vel, x(g) is folcserélhetd minden o (h)-val, vagyis a
csoport 6sszes elemével, hiszen o sziirjektiv. Ezért o (Z (G)) C Z(G). Ugyanezt a~'-re alkalmazva
a forditott tartalmazdst kapjuk.

(3) Han € N, k € K, akkor nyilvin [ (n), a(k)] = a([n, k]). fgy ha N és K karakterisztikus,
akkor minden [z, k] kommutétor képe [N, K]-ban van, és igy a([N, K]) € [N, K]. A forditott
tartalmazast most is az « ~! szolgaltatja. Ha ugyanezt a gondolatmenetet a bels automorfizmusokra
mondjuk el, akkor azt kapjuk, hogy N, K <G esetén [N, K]« G.

(4) Konnyd ellendrizni, hogy (A kommutativitdsa miatt) részcsoportokrél van szé. Mivel « Gsszegtarto,
a(na) = na(a) teljesiil minden n egészre (4.3.15. Gyakorlat). Ezért a megadott részcsoportokat
minden automorfizmus dnmagéba képzi.

4.8.48. Az Utmutatéban szerepld két azonossdgot a kommutétorok kozvetlen kifejtésével igazolhatjuk.
Az elsé azonossag szerint [N, K] generatorai a [K, N] generatorainak inverzei, és igy a két részcsoport
megegyezik, hiszen mindegyik tartalmazza a masik generatorelemeit.

Mivel L € LN, igy [K, L] € [K, LN]. Ugyanigy [K, N] C [K, LN], azaz [K, L][K, N] C [K, LN].
A forditott tartalmazashoz elég belétni, hogy [ K, L N] minden generatoreleme benne van [K, L][K, N]-ben.

Ezt mutatja az Utmutatéban szerepl masodik azonossag (hiszen azt mar az el6z6 gyakorlatban belattuk,
hogy [K, N] normélosztd, vagyis zart a konjugdlasra).

4.9. A direkt szorzat

49.1.Legyeng=(...,8i,...),h=(..,h;,...)és k= (..., k;,...). Ekkor (gh)k-nak az i-edik kompo-
nense (g;h;)k;, és g(hk)-nak az i-edik komponense g; (h;k;). Ezek egyenldk, hiszen az i-edik komponensben
a szorzés asszociativ. Igy (gh)k = g(hk), mert minden komponensiik egyenld. Ugyanigy mutathatjuk meg
az egységelemrdl és az inverzrol szol6 allitast.
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493. A Zi x Z;“ csoportban szamitsuk ki az (1, 1) elem rendjét. A hatvanyok (azaz tobbszorosok) a
kovetkezok:

-1, H)=0@a,1), 2-1,1)=@,2), 3-(1,1)=(1,0),
4-1,H)=(@©, 1), 5-1,)=(,2), 6-(1,1)=(0,0),

hiszen az elsé komponensben mod 2, a masodik komponensben mod 3 kell 6sszeadni. Léthatjuk, hogy
ennek az elemnek a rendje 6 (és mellesleg fol is soroltuk a Z; x Z;r csoport mind a hat elemét). Igy ez
ciklikus csoport, tehét Z; -szal izomorf (és az izomorfizmust megadja a fenti tdbldzat).

Ugyanilyen szdmolds mutatja, hogy a Z; x Z; csoportban minden elem kétszerese az egységelem (hi-
szen ez mindkét komponensben minden elemre igaz). Ez a négyelemi csoport tehét nem a ciklikus, hanem
a Klein-csoporttal izomorf.

4.9.10. Tegyiik fol, hogy Z; ciklikus, és legyen k = nm, ahol n és m relativ primek. Ekkor a 4.9.7. és a
4.9.9. Kovetkezmények miatt a Z, és a Z,. csoportoknak is ciklikusaknak, és relativ prim rendtieknek kell
lenniiik. E csoportok rendjei ¢(n) és ¢(m). De ha n > 2, akkor ¢(n) paros. Ezért m és n valamelyike 1
vagy 2 kell, hogy legyen. Belattuk, hogy a k szdm csak gy bonthat6 két relativ prim szdm szorzatdra, hogy
az egyik tényez6 1 vagy 2 lehet csak. A szamelmélet alaptételébdl azonnal latszik, hogy ekkor k primhat-
vany, vagy annak kétszerese.

4.9.13. A determinansképzés homomorfizmus az {1, —1} csoportba, melynek magja SO(3), igy ez egy
2 indexi normdloszté. Jelolje g a kozéppontos tiikrozést, ez minden origét fixald egybevagdsaggal (s6t
minden linedris transzformdaciéval) folcserélhetS, ezért benne van O(3) centrumaban. Tehat N = {id, g}
normdlosztd. A g nem mozgds, és igy N N SO(3) = {id}. Mivel SO(3) indexe 2, ezért NSO(3) = O(3).
Tehét teljesiilnek a 4.9.12. Tétel feltételei.

4.9.14. Az egyszer(ibb jelolés végett az allitdst n = 3 esetére mutatjuk meg, az 4ltaldnos esetben ehhez
képest mér nincsen djdonsdg. Nyilvdnvald, hogy G? a G;-vel izomorf részcsoport, megmutatjuk, hogy
G’ normaloszt6. Valéban,

(glv 82, g3)(101, &> 1G3)(gla 82, g3)_1 = (lle ngg;]’ 1G3) € G; ’

hiszen g; - 1, - g(l = 1g, (és ugyanez torténik a harmadik komponensben is). Mivel

(81, 82, 83) = (g]a lev 1G3)(lle 82, 1G3)(1G17 1G2’ g3) )

ezért G = G7G;G3. Beldtjuk, hogy G N G5 G csak az egységelembdl 4ll. Valéban, G7 elemeinek minden
komponense az egységelem, esetleg az elsot kivéve. A G3G3 elemeinek elsé komponense viszont 1g,,
hiszen ez igaz a G és a G} elemeire, €s igy a szorzataikra is. Ezért G} N G;Gj elemeinek mindegyik
komponense az egységelem.

A megforditdshoz tegyiik fol, hogy G = G| G,G3, ahol G; < G, és mindegyik G; csak az egységelemben
metszi a masik kettd szorzatat. Ekkor a 4.9.12. Tétel miatt G = G| x (G,G3). Ezért elég megmutatni, hogy
G,G3 =Gy x G3. Bz ismét a 4.9.12. Tételbdl kovetkezik, azt kell csak belatni, hogy G, N G3 = {1}. Ez
kovetkezik a G, N G G5 = {1} feltételbdl, hiszen G; C G Gs.

41 Igazdbdl azt lattuk be, hogy G=G| x (G2 x G3). Ez izomorf a G| x Gy x G3 direkt szorzattal, mert

(g1, (g2, 83)) < (g1, &2, g3) nyilvan kolcsondsen egyértelmi, miivelettartd6 megfeleltetés. Ezt ugy is fogal-
mazhatjuk, hogy a direkt szorzat képzése asszociativ.

Altaldnos n esetében a fenti gondolatmenet masodik felét konny dltaldnositani Ggy, hogy az n-rél n+1-re
1épés bizonyitasat adja, vagyis n szerinti indukcidt alkalmazhatunk. A bizonyitdst indukcié nélkiil is végig
lehet vinni a 7.2.2. Gyakorlat megolddsanak oGtlete alapjan.

4.9.17. Az dllitas kovetkezik az elsé izomorfizmustételbdl, amely szerint NH/N =H/H N N (4.7.25. Ko-
vetkezmény). Most NH = G és H NN = {1}, tehat G/N = H adddik.

4.9.18. A 4.8.13. Gyakorlat megolddsdban mdr beldttuk, hogy ¢, = ¢, o @5, azaz hogy ¢ homomorfizmus.
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4.9.19. Az N elemeit azonositsuk a sik pontjaival: az r eltolast » (P)-vel. Megmutatjuk, hogy a h € H-val
val6 konjugdlds az N csoporton ugyanaz a leképezés, mint amit /2, mint geometriai transzformacid, a sikon
megad. Ehhez azt kell beldtni, hogy tetszdleges h € H ésr € N esetén az r-hez tartozé r(P) pont képe
h-nal éppen a hrh ™! eltolashoz tartoz6 pontja a siknak, azaz hrh~'(P). De ez igaz, mert h~! fixdlja P-t.

4.9.21.

(1) Ahhoz, hogy a szorzds asszociativ az ((ny, h1)(n2, hy))(n3, h3) és az (ny, hy)((n2, hy)(n3, h3))
szorzatokrol kell megmutatni, hogy egyenléek. A mdasodik komponensre ez nyilvanval6, az elsd
komponensek esetében pedig mindkétszer ny (v (h1)) (n2) (¥ (h1h2)) (n3) adédik. Az (1, 1) egység-
elem, az (n, h) inverze ((w(hfl))nfl, hil) lesz.

(4) Nyilvan (n, h) = (n, 1)(1, h).

(5) Ez a szorzés képletének kdzvetlen alkalmazédsival adddik.

(2) Az (n, 1) < n leképezés izomorfizmus N* és N kozott, emiatt N* részcsoport. Az N* norma-
lizdtora N*-ot tartalmazza, de tartalmazza H*-ot is az (5)-beli egyenléség miatt. Igy tartalmazza
N*H*-otis, ami (4) szerint az egész csoport. Ezért N* tényleg normaloszto.

(3) Az (1, h) < h leképezés izomorfizmus H* és H kozott, emiatt H* is részcsoport.

(6) Ha H* normaloszté G-ben, akkor a 4.8.25. Gyakorlat szerint H* minden eleme folcserélhetd N*
minden elemével. Az (5) képletébdl ekkor (w (h))(n) = n adédik mindenn € N és H € H esetén.
Megforditva, ha 1 (k) mindig az identitas, akkor H* minden eleme folcserélhet6 N* minden ele-
mével, ezért H* normalizétora tartalmazza N*-ot (és H*-ot is), vagyis az egész G. A 4.9.11. Allitds
és a 4.9.12. Tétel szerint ebben €s csak ebben az esetben kapunk direkt szorzatot.

4.9.22. (0, 1), (0, 3), (1, 1), (1, 3).
4.9.23. A méasodrendii elemek szdma az elsd csoportban 7, a masodikban csak 3.

4.9.24. Hanyféleképpen bonthaté fol példaul a 48 primhatvanyok szorzatara? A 3 mindig szerepel. A 16
felbontasait a legnagyobb benne szereplé szam szerint csoportosithatjuk. Ha ez 16, akkor a felbontds egy-
tényez8s. Ha 8, akkor csak 8 - 2 lehet. Ha 4, akkor 4 - 4 és 4 - 2 - 2 ad6dik. Ha 2, akkor csak 2 -2 -2 -2
lehetséges. Osszesen tehdt 5 lehetdség van. A kapott 6t csoport az alaptétel egyértelmiiségi 4llitdsa miatt pa-
ronként nem izomorf. Példaul ZgL X ZI X ZI és Z;r X ZI X Z;L X Z;’ nem izomorfak, mert a negyedrend(
tényez8k szdma az egyik felbontdsban kettd, a masikban egy. Az eredmény 6-ra 1, 8-ra 3, 16-ra 5 és 32-re 7.

4.9.25. Olyan A és B normalosztokat keresiink, melyekre AN B = {e} és AB = G. Abel-csoportban elég
részcsoportokat keresni, hiszen minden részcsoport normaloszt6. A Z a {0, 2, 4} és {0, 3} normélosztok
direkt szorzata. A Zg csoportnak is négy részcsoportja van, hiszen a részcsoportok a 8 osztéinak felelnek
meg a 4.3.27. Allitds miatt, de nincs nemtrividlis direkt felbontdsa, mert mindegyik nem egyelem rész-
csoport tartalmazza a 4 elemet. A Z* csoportnak sincsen, mert ha A és B nemtrivialis részcsoportok, és
a € A valamint b € B nem nulla elemek, akkor ab nem nulla elem A N B-ben. Ugyanigy Q7 is direkt
felbonthatatlan: ha p/q € A ésr/s € B, akkor pr € AN B. A C" csoportnak viszont sok direkt felbontdsa
van, példaul két kiilonb6z5, origén dtmend egyenesnek a direkt Gsszege.

A 4.9.9. Kovetkezmény miatt ZIXS felbonthatd, és valéban ZIXS az {1, 2,4, 8} és {1, 14} ciklikus normalosz-
tok direkt szorzata. A Z csoport az {1, 15} és {1, 3,9, 11} normdlosztk direkt szorzata (amelyek szintén
ciklikusak, és igy Z;s S Z = Z5 x Z]).

A D3, Dy, Q, A4, Ss csoportoknak mér kiszdmoltuk a normélosztéit a 4.8.16. és a 4.8.33. Gyakorlatokban,
és ebbdl latszik, hogy mindegyik direkt felbonthatatlan. Végiil legyen A = {1, f2, f* t,tf2, tf*} < Dg és
B = {1, £} < D. Ezek a normdloszték mutatjdk, hogy D¢ = D3 x Z1.

4.9.26. Olyan A és B otelemi részcsoportokat keresiink, amelyek kiilonb6z6k. Ekkor ugyanis metszetiik
Lagrange tétele miatt egyelem, szorzatuk pedig 25 elemt, tehat az egész csoport. Ezek normélosztok is,
mert G = ZI x Z Abel. Nyilvan A ciklikus, s6t mind a négy nem nulla eleme generalja. A G csoportban
minden nem nulla elem 6todrendd, tehat 25 — 1 = 24 darab 6tddrendd elem van. Ezek mindegyike egy
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otelemd részcsoportot generdl, de minden ilyen részcsoportot mind a négy nem nulla elemével generélhat-
juk, és igy mindegyiket négyszer szdmoltuk. Az Stelem{ részcsoportok szdma tehat 24/4 = 6. Ezekbdl két
kiilonbozot 6-5 = 30-féleképpen vélaszthatunk ki (illetve ha az A B és a B A direkt felbontdsokat azonosnak
tekintjiik, akkor 15-féleképpen).

4.9.27. Ha g, 8> € G, akkor (g1, ¢(g1))(82. 9(82)) = (8182, 9(81)9(g2)), mert a direkt szorzatban kom-
ponensenként szorzunk. Ez (glgz, (g gz)) € K, hiszen ¢ szorzattarté. Igy K zért a szorzasra. Hasonléan
kovetkezik ¢ inverz-tartdsabdl, hogy K az inverzképzésre is zart.

Ha (g,go(g)) € {1} x H, akkor g = 1, és igy ¢(g) = 1. Ezért K és {1} x H metszete csak az
egységelembdl all. Tetszbleges (g, h) € G x H folirhato (1, h(p(g)_l)(g, (p(g)) alakban, és igy K tényleg
komplementuma {1} x H-nak.

Megforditva, tegyiik fol, hogy K komplementuma {1} x H-nak. Ha (g, /) és (g, h;) is eleme K-nak,
akkor (1, hlhz_l) e KN ({1} X H), igy a feltétel szerint hlhz_l = 1. Ezért minden g € G-hez legfeljebb
egy olyan & € H van, melyre (g,h) € K. De ilyen h létezik is, mert (g, 1) € G x H = ({1} x H)K,
ésigy (g, 1) = (1, h)(g1, h1) alkalmas h € H-ra és (g1, h;) € K-ra. A szorzast elvégezve latjuk, hogy
g = g1 ésezért (g,h)) € K. Vagyisaza ¢ : G — H fiiggvény, amely (g, h) € K esetén g-hez h-t
rendeli, minden helyen egyértelmien definidlt. Az, hogy homomorfizmus is, a megoldas elsd bekezdésében
l4tottakhoz hasonléan igazolhatd.

4.9.28. Tekintsik aztay : Ax B — (A/C) x (B/D) leképezést, melyre ¢ : (a,b) — (a+C,b+ D). Ez
nyilvan homomorfizmus, melynek képe az egész (A/C) x (B/D), magja pedig A x C. gy készen vagyunk
a homomorfizmustétel miatt.

4.9.29. Mivel (g, h)(x, y) = (x, ¥)(g, h) pontosan akkor, ha gx = xg és hy = yh,ezért (g, h) € Z(Gx H)
akkor és csak akkor, ha g minden G-beli x-szel, i pedig minden H-beli y-nal folcserélhetd, azaz ha
(g,h) € Z(G) x Z(H).

Hax,y € G, akkor [(x, 1), (v, D] = ([x, y], 1),igy G’ x{1} € (Gx H)'. Ugyanigy {1} xH' € (GxH)',
és ezért e két normdloszté szorzata, vagyis G’ x H' € (G x H)'. A forditott irdny tartalmazds a

[(g. ). (6. 9] = (gxg™'x~" hyh™'y™") = (Ig. x]. [, y])
Osszefiliggésbdl kovetkezik, hiszen eszerint a G’ x H' részcsoport tartalmazza (G x H)' generatorelemeit.
41 A bizonyitdst kommutatorelemekre val hivatkozas nélkiil is elmondhatjuk. Ugyanis
(G x H)/(G' x HY=(G/G) x (H/H")

az el6z3 gyakorlat miatt. A G’ x H' normaloszt6 szerinti faktor tehat (G/G’) x (H/H'), azaz Abel-csoport, és

igy G’ x H' tartalmazza G x H kommutétor-részcsoportjat. A megforditds abb6l kovetkezik, hogy a kommu-

tatorképzés ,,monoton”: U < V esetén U’ < V’. Emiatt G’ x {1} és {1} x H' is része (G x H) -nek.
4.9.30. Mivel (45)(34)(45)~' = (35) ¢ G, ezért G nem normaloszto. Alljon A azokbdl a G-beli permu-
taciokbol, amelyek az 5, 6, 7, 8 mindegyikét fixaljak, B pedig azokbdl, amelyek az 1, 2, 3, 4 mindegyikét
fixaljak. Ekkor G az A és B normalosztéinak direkt szorzata, melyek nyilvan S,-gyel izomorfak.

4.9.31. Legyen K egy 24 elemi részcsoport. Vizsgéljuk el8szor azt az esetet, amikor (id, 1) ¢ K. Ekkor
KN ({id} X Z;) csak az egységelembdl 4ll. Igy K({id} X Z;) rendje 24 - 2/1 = 48 (4.4.31. Gyakorlat),
és ezért a K részcsoport komplementuma {id} x Z3 -nek. A 4.9.27. Gyakorlat miatt K egy ¢ : Sy — Z7
homomorfizmus grifja. Ennek magja legfeljebb kettd indexli normalosztd S4-ben, vagyis az Sy vagy az Ay
(4.8.15. Allitas). Ha a mag S,, akkor minden elem 0-ra képz&dik, és igy K = Sy x {0}. Ha a mag Ay, akkor
K = (A4 X {O}) U{(g, 1) : g € S4 — A4}. Ez szintén Sy-gyel izomorf (4.9.17. Gyakorlat).

A masik eset az, amikor (id, 1) € K, vagyis ({id} X Z;“) C K. Ekkor a moduldris szabdly (4.7.30. Gya-
korlat) szerint

K = (Ss x {0})({id} x Z3 )N K = ((Ss x {0h N K) ({id} x ZF ).

Azaz K az (S4 X {O}) N K és az {id} xZ;r normdlosztéinak a direkt szorzata. Tehat az elsd tényezd elemszdma
12, és ezért ez kettd index(i normdlosztd Sy x {0} = Sy-ben. Igy (Ss x {0}) N K = A4 x {0}
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4.9.32. A kocka barmelyik szimmetridja az Utmutatéban leirt két szabalyos tetraéder mindegyikét vagy
onmagédba, vagy a masik ilyen tetraéderbe viszi. Tekintsiik a kocka G szimmetriacsoportjdnak a hatisat
ezen a két tetraéderbdl 4ll6 halmazon. Ez tranzitiv hatds, hiszen a kdzéppontos tiikr6z€s az egyik tetraédert a
masikba viszi. [gy az elsG tetraéder N stabilizatora egy kettd index( részcsoport (és igy normaloszté) G-ben.
A 4.5.9. Allitds miatt G rendje 48, tehat N elemszama 24. Ez a 24-elemi részcsoport egy szabdlyos tetraéder
csdcsait permutdlja. Mds permuticiénak mds szimmetria felel meg, hiszen ha egy szimmetria a tetraéder
minden csudcsét fixdlja, akkor a kockdn is az identitds. Mivel 4! = 24, a tetraéder négy csticsdnak Osszes
permutécidjat megkapjuk. Az N tehdt Ss-gyel izomorf (és megmutattuk azt is, hogy a tetraéder csucsainak
minden permutéciéjat megvaldsitja a kocka valamelyik egybevdgdsdga). Legyen H az identitdsbdl és a
kozéppontos tiikrozésbdl allo részcsoport. Mivel a kozéppontos tiikr6zés G minden elemével folcserélhetd,
H normélosztd, és igy G=N x H.

A 4.9.31. Gyakorlat szerint a G csoportban N-en kiviil még egyetlen olyan K norméloszt6 van, amely
Ss-gyel izomorf. Megmutatjuk, hogy ennek elemei pontosan a kocka mozgdsai. Tekintsiik azt a i homo-
morfizmust, amely G minden eleméhez annak determindnsét rendeli. Egy egybevdgdsagi transzformécid
determindnsa 1 vagy —1 lehet. A kdzéppontos tiikkrozés determindnsa —1, ez nem mozgds. Ezért ¢ magja
egy 2 indexd, azaz 24 elemi normaloszté G-ben. Ez nem tartalmazza az el6z6 bekezdésben leirt H nor-
malosztét, és igy a 4.9.31. Gyakorlat szerint S;-gyel izomorf. Megmutatjuk, hogy K nem ugyanaz, mint
az el6z6 bekezdésben vizsgalt N. Legyen e két szemkozti lap kozéppontjat 6sszekotd egyenes. Ekkor az
e koriili 90 fokos forgatds mozgas, de a két tetraédert megcseréli. Ezért ez eleme K-nak, de nem eleme
N-nek. Természetesen G izomorf a K és H normdlosztéinak direkt szorzataval is.

4.9.33. Legyen X = {i, j, k, —i, — j, —k} az oktaéder csticsainak halmaza. A 4.5.21. Gyakorlat el6tti meg-
jegyzés szerint az X halmaz elemei kozott a kvaternié-szorzas a négyzetre emeléstdl eltekintve a vektorialis
szorzat. Ha tehdt A az oktaéder mozgdsa, akkor az Utmutatéban leirt megjegyzés szerint tartja a vektori-
alis szorzast, és igy csoportautomorfizmushoz vezet (ha még az A(1) = 1 és A(—1) = —1 szabdlyokat
hozzatessziik). Megforditva, egy csoportautomorfizmus az X halmazon egy olyan leképezést ad, amely
hat Aut(Q) izomorf az oktaéder mozgédscsoportjaval. Az oktaéder mozgdsai (és szimmetridi is) ugyanazok,
mint annak a kockdnak a mozgdsai (szimmetridi), amelynek lapkozéppontjai éppen az X -beli csticsok. Ezért
az oktaéder és a kocka mozgascsoportja izomorf, vagyis a 4.9.32. Feladat megoldésa szerint S;.

4.9.34. Az Utmutatébeli szorzdsra nem teljesiilnek a vektortér-axiomak, hiszen (1 4+, 1) *1 =01 = 0,
ugyanakkor 1 % 1 4+ 1% 1 =1+ 1 = 2, és igy Z; nem valik vektortérré Z, folott. A problémat az okozza,
hogy 2a = 0 nem teljesiil minden a € Z -re.

Tegyiik most fel, hogy pa = 0 minden a € A esetén. Ha A € Z,, akkor ez egész szam, €s igy értelmes a
Aa € A elem, ez a-nak tobbszordse. A hatvdnyozds azonossagai (14sd 2.2.20. Gyakorlat) miatt teljesiilnek
az aldbbiak tetszdleges A, u € Z, és a, b € A esetén:

A+wpwa=xrxa+pa, ia+b)=ra+rib, (uwa=>xrua), la=a.

Ezek azonban nem a Z, folotti vektortér-axiomdk! Azokban ugyanis a A €s u skaldrok kozott nem az
egész szamok Osszeaddsat €s szorzasdt, hanem a Z, miiveleteit, tehit a mod p Osszeaddst €s szorzdst kell
alkalmazni. Ha be akarjuk bizonyitani a

A+pwa=>xra+pa é (Ax*,uwa = r(ua)

vektortér-axiomdkat is, akkor fol kell haszndlnunk, hogy A minden elemének p-szerese nulla. Ugyanis
A+ w) — A+, ) és (Au) — (A x, u) is p-vel oszthaté szamok, ezekkel az a elemet szorozva nullat
kapunk, és ezért kovetkeznek a hatvdnyozds fenti azonossagaibol a Z,, folotti vektortér-axiomak.

Az Olvas6 figyelmét folhivjuk arra, hogy a feladat allitasat a 7.3.16. Gyakorlatban altalanositjuk, Abel-
csoportok helyett modulusokra.

4.9.35. A Z;, mint vektortér invertdlhat6 linedris leképezéseinek csoportja nyilvan GL(n, Z,)-vel izomorf.
Belatjuk, hogy ezek ugyanazok, mint a (Z;)" direkt hatvdny Osszegtartd invertdlhat6 leképezései, vagyis
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hogy minden Osszegtarté « leképezés skaldrszorostarté is. Ez dltaldnos vektortérben nem igaz, Z, folott
azonban igen, mert itt minden A skaldr az 1 néhdny példényban vett 6sszege. Igy ha o Gsszegtart6, akkor
a(rg) = A(oz (g)), hiszen minden homomorfizmus tartja a hatvanyozast (4.3.15. Gyakorlat).

4.9.36. Allitsuk el6 az A csoportot primhatvanyrendi ciklikus csoportok direkt szorzataként. Jeldlje e

az A exponensét, ez a szerepld tényezdk exponenseinek, azaz rendjeinek legkisebb kozos tobbszorose.

Egy p prim néhany hatvanyanak legkisebb kozos tobbszordse e hatvanyok koziil a legnagyobb. Ezért ha

e = pi'...p, akkor a tényezSk kozott van legaldbb egy p;” rendl A; ciklikus csoport mindegyik i-re.

Vilasszunk ki egy-egy ilyet, ezeknek a tényezdknek a direkt szorzata ciklikus (a 4.9.8. Kovetkezmény mi-

att), és rendje e. Ezért van A-ban olyan elem, amelynek a rendje e. Ha tehit A rendje ugyanaz, mint az

exponense, akkor A ciklikus. Megforditva, egy véges ciklikus csoport exponense nyilvan megegyezik a

rendjével.

3 A véges Abel-csoportok alaptétele nélkiil is beldthatjuk a most bizonyitott dllitdst. Legyen g maximadlis rendd
elem A-ban. Ha van olyan % elem, amelynek rendje nem osztéja e = o(g)-nek, akkor van olyan p™ primhatvany,
amely & rendjét osztja, de e-t nem. A h-t egy alkalmas hatvanyaval helyettesitve feltehetd, hogy o(h) = p™.
Legyen g # p primoszt6ja e-nek €s [e, p™]az e és p™ legkisebb koz0s tobbszorose. A gh elemet [e, p™]/q-adik
hatvanyra emelve nem kapunk 1-et, és igy gh rendjében minden prim legaldbb akkora hatvanyon szerepel, mint
e-ben, a p azonban nagyobb hatvanyon szerepel (hiszen (gh)¢ # 1), ami ellentmond g valasztasanak.

Hasonl6 bizonyitdst gyarthatunk a 4.3.34. és a 4.3.39. Gyakorlatok felhasznaldsdval is, megmutatva, hogy
barmely g és h elemekhez van olyan elem A-ban, melynek rendje g és h rendjének legkisebb kozos tobbszorose.

Tegyiik fol, hogy G véges részcsoportja a T test multiplikativ csoportjanak, és legyen G exponense e.
Lagrange tétele miatt e osztéja G rendjének, és az x® — 1 polinomnak G minden eleme gydke. Ennek a
polinomnak legfeljebb annyi gycke lehet, mint a foka (a 2.4.7. Tétel miatt), ezért G rendje legfeljebb e. Igy
G rendje ugyanaz, mint az exponense, és ezért ciklikus.

4.9.37. A G = AGL(n, T) csoportban az eltolasok, vagyis az x + x + v transzformacidk, ahol v € T",
egy (T)"-nel izomorf N normélosztét, az x — Mx alaki leképezések, ahol M € GL(n, T), pedig egy
GL(n, T)-vel izomorf H részcsoportot alkotnak. Konnyf ellendrizni, hogy N normaloszt6, H részcsoport,
NH =Gé NNH ={l1}.

4.9.38.

(1) Ez a D, diédercsoport lesz, az N-ben a forgatdsok vannak.

(2) Ez egy 21 elem{ nemkommutativ csoport. Be kell ltni, hogy létezik olyan ¢ : Z7 — Aut(Z])
homomorfizmus, melyre (lﬁ(l))(x) = 2x minden x € Z7 esetén. A ZI automorfizmus-csoportja
a 4.8.44. Feladat szerint izomorf Z7-tel, ez pedig a 4.3.22. Tétel szerint a hatodrendd ciklikus
csoporttal izomorf. Ebben a csoportban az « : x > 2x leképezés (illetve a neki megfelels 2 € Z7)
harmadrendii lesz (ezt is kiszdmoltuk mar a 4.3.29. Gyakorlatban). Ezért az « éltal generalt ciklikus
csoport izomorf Z -szal, és igy a tényleg 1étezik olyan ¥ homomorfizmus, melyre ¥ (1) = .

(3) Eza Dy, ahol N = {1,¢t, f, tf?},a=t,b=1tf* H ={1,tf}.

(4) Ez az A4 alternélé csoport, N a Klein-féle négyelem( normdlosztd, H = ((123)).

(5) Ez az S, szimmetrikus csoport, N a Klein-féle négyelemii norméloszt6, H a 4 pont stabilizatora.

(6) Ez egy 12 elemi nemkommutativ csoport, amelynek van negyedrendii eleme, és ezért nem Ay,
és nem D¢ = D3 x Z; (ezeknek nincs negyedrendi eleme). Most is meg kell gondolni, hogy az
invertdlds (azaz ellentettképzés) masodrendli automorfizmusa a Z;r csoportnak, és ezért van olyan
¥ homomorfizmus, amely az 1 € Z] elemhez ezt rendeli hozza.

4.9.39. Legyen az a elem rendje p”, és M maximaélis azon részcsoportok kozott, amelyekre M N{a) = {0}
teljesiil. Megmutatjuk, hogy (a) + M = A. Kényelmesebb lesz az M szerinti faktorcsoportban dolgozni,
ezért most leforditjuk a feltételeinket e faktorcsoport nyelvére.

Legyen B = A/M ésb = a + M. A b elem rendje p" a 4.7.20. Allitds miatt. Mivel faktorizalasnal az
elemrend nem néhet, a b maximélis rend a B csoport p-hatvdnyrendd elemei kozott is. A 4.7.24. Tétel
(1) pontja szerint (a) + M a (b) teljes inverz képe A-ban, ezért az (a) + M = A feltétel azzal ekvivalens,
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hogy (b) = B. Végiil a B csoportnak nincs olyan nem egyelemii K részcsoportja, melyre K N(b) = {0},
mert ennek teljes inverz képe A-ban egy olyan M -et valddi médon tartalmazé részcsoport lenne, amely (a)-t
csak nulldban metszi, és ez ellentmondana M maximalitdsdnak.

Mindezzel felvértezve tegyiik fol indirekt, hogy (b) # B. Megmutatjuk, hogy B minden elemének a
rendje p-hatvdny. Valéban, ha g € B, akkor g rendje folirhat6 p™t alakban, ahol ¢+ mar nem oszthaté p-vel.
Ekkor a hatvdny rendjének képlete miatt p™ g rendje . De akkor a (b) és a (p™g) részcsoportok rendje
relativ prim, és igy a metszetiik rendje (ami mindkét rendnek osztéja) csakis 1 lehet. A feltétel szerint tehat
(p"g) egyeleml részcsoport, vagyis a t rendl p™g elem a nulla. Ezért + = 1, és igy g rendje tényleg
p-hatvany.

Legyen ¢ egy lehetd legkisebb rendd olyan elem B-ben, ami nincsen benne (b)-ben. Ekkor c¢ rendje
p* alaki, és mivel b rendje maximalis volt, k < n. A pc rendje p*~! < p*, és ezért o(c) minimalitdsa
miatt a pc elem benne van (b)-ben, vagyis folirhaté ub alakban, ahol u egész. Innen p*~'-gyel szorozva
0 = p*'pc = p*'ub adédik. Igy b rendje, vagyis p” osztéja p*~'u-nak, és mivel k < n, azt kapjuk, hogy
p | u. Tehat u = pv alkalmas v egészre, és pc = pvb.

Atrendezéssel p(c — vb) = 0. A K = (c — vb) részcsoport rendje tehat vagy 1, vagy p, és igy nincs
nemtrividlis részcsoportja. Ezért K N(b) vagy szintén trividlis, vagy pedig az egész K. Mivel nem egyelem(
részcsoport nem metszheti {0}-ban (b)-t, ezért vagy K = {0}, vagy K C (b). Mindkét esetben azt kapjuk,
hogy ¢ — vb € (b), de akkor vb € (b) miatt ¢ € (b) is igaz, holott abbdl indultunk ki, hogy ez nem igy van.
Ezzel az ellentmonddéssal a bizonyitast befejeztiik.

A most bizonyitott allitdsbol persze latszik, hogy minden véges Abel-csoport felbomlik primhatvany-
rendd ciklikus csoportok direkt szorzatara, hiszen sorban levélaszthatunk ilyen direkt tényezdket, amig el
nem fogy a csoport.

4.10. Szabad csoportok és definial6 relaciok

4.10.7. Az Utmutatéban definidlt F/N csoport nyilvdn kommutativ, hiszen N tartalmazza az 6sszes kom-
mutétort, tovdbba minden elemének a négyzete az egységelem, hiszen N tartalmazza a w? alakid szavakat.
Elég megmutatni, hogy X és Y képe (a természetes homomorfizmusndl) bézis lesz az F/N vektortérben,
mert a bazis elemszdma egyértelmiien meghatdrozott. Mindkét kép nyilvdn generatorrendszer, a fiiggetlen-
séget kell igazolni.

A Z, folott a 0 és az 1 a skalarok, tehat egy vektorrendszer pontosan akkor linedrisan Osszefiiggd, ha
néhany elemének az 6sszege nulla. A faktorcsoportban szorzassal jeloljiikk a miiveletet, és igy X fiiggetlen-
ségéhez azt kell megmutatni, hogy barhogyan szorzunk 6ssze generdtorokat, az eredmény nincs benne az
N normalosztéban.

Legyen xy,...,xx € X,és x;...x; € N. Tekintsik azta ¢ : X — Z;’ leképezést, amely x;-hez 1-et,
az X tobbi eleméhez nulldt rendel. Mivel X szabad generdtorrendszer, ez kiterjeszthetd egy ¢ : F — Z7
homomorfizmussd. Ennél a homomorfizmusndl minden [«#, v] kommutadtor képe a nullelem lesz, hiszen
Z3 kommutativ. Ugyanigy minden w? sz6 képe a nullelem lesz, hiszen Z; minden elemének a kétszerese
nulla. Ezért ¢ magja tartalmazza az N normaloszté generétorelemeit, és igy az egész N-et is. Specidlisan
X1...xXx € N képe is nulla lesz. Ez azonban ellentmondads, hiszen ¢(x1x;...x,) =14+0+...+0=1.Ez
az ellentmond4s bizonyitja az 4llitast.

41 Azt, hogy X és Y elemszdma megegyezik, arra a linedris algebrai tételre vezettiik vissza, hogy egy vektortér
barmely két bazisdnak ugyanaz az elemszama (ezt hivjuk a tér dimenziéjanak). Ez a tétel kozismert, ha X
és Y egyike véges. Ha mindkettd végtelen, akkor a tétel abban az ltalanosabb formdban igaz, hogy az X és Y
halmazok szdmossiga egyenld. Ennek bizonyitdsdhoz nem elég dnmagéban a kicserélési tétel, hanem tovéabbi
megfontoldsok kellenek. Szerencsére Z, f616tt (ahol hasznaltuk) az allitds konny(, mert ha egy végtelen X hal-
maz bazisa egy Z; folotti vektortérnek, akkor a vektortér szdmossdga ugyanaz, mint X szimossiga Azonban az
Olvasé eltlinddhet azon, hogy egy R folotti végtelen dimenzids vektortérnek miért nem lehet egy megszamlal-
haté és egy ennél nagyobb elemszamii bazisa is egyszerre.



4.10. SZABAD CSOPORTOK ES DEFINIALO RELACIOK 109

4.10.8. Legyen F = F(xy, x2, ...) szabad csoport, és ¢ : F — F(u,v) az a homomorfizmus, amelyre
F(x;) = u'vu~" minden pozitiv i-re. Meg kell mutatnunk, hogy a ¢ leképezés injektiv (mert akkor F izo-
morf lesz Im(p)-vel, ami F(u, v) egy részcsoportja).

Tegyiik fol, hogy egy w egyszertisithetetlen sz6 benne van ¢ magjiaban. Ha a w sz6ban egymas mellett
all x;' és x7", akkor az egyszer(sithetetlenség miatt i 7 j ésn, m # 0. A ¢(w) megfelel6 darabja

u' v uw v u T = utv" ! " e

lesz. Hajtsuk végre ezt az egyszer(sitést barmely két szomszédos v-hatvany kozott. Ekkor tovabbi egysze-
rsités mar nem lehetséges, mert i % j miatt barmely két v-hatvdny kozott megmarad egy u-hatvany, és
n,m # 0 miatt barmely két u-hatvany kozott megmarad egy v-hatvany. fgy ha az eredeti w sz6 nem volt
iires, akkor ¢ (w) sem az.

4.10.11. Az tf = f*t osszefiiggés lehet6vé teszi, hogy a ¢ betiiket a szavak végére (vagy az elejére) vigyiik.
A késbébbiek megértéséhez azonban hasznosabb egy kicsit masképp nézni erre a csoportra. Legyen N az
f altal generalt részcsoport. Azt tudjuk, hogy ¢ az f elemet a k-adik hatvanydba konjugélja. Mivel a kon-
jugdlds automorfizmus, a ¢ az f minden hatvanyat is a k-adik hatvanyédba konjugélja, ami N-beli. Ezért az
N normalizatordban benne van a t, de benne van az f € N is. Az f és t generdlja G-t, tehat Ng(N) = G,
azaz N norméloszté G-ben. A G/N faktorcsoportot generdljdk f és t mellékosztalyai (a 4.7.29. Gyakorlat
miatt), de fN az egységelem, vagyis a G/N faktorcsoportot ¢ N is generdlja. Az f" = 1 = " 6sszefiiggé-
sek miatt N elemszdma legfeljebb n, a G/N ciklikus csoport elemszdma pedig legfeljebb m. Ezért G rendje
legfeljebb nm (s6t, ennek osztdja). Ha H = (t), akkor NH = HN = G, hiszen NH és HN is az f és t
elemeket tartalmazé részcsoport. Ezért G minden eleme ¢ f/ és f“tV alakban is folirhato.

4.10.18. A 4.3.40. Feladat miatt B(k,2) kommutativ csoport. Ha a generdtorait g, ..., g jeloli, akkor
ezeknek az elemeknek a kétszerese nulla, és igy minden m;g; + ... + m; g, alakd kombindcidban felte-
hetd, hogy mindegyik m; értéke 0 vagy 1. Tehat mindegyik m; szamot kétféleképpen valaszthatjuk, és igy
ilyen dsszeget legfeljebb 2% darabot lehet folirni. Ezért |B(k, 2)| < 2*. Ugyanakkor (Z;)* elemszdma 2*,
minden elemének a kétszerese nulla, és k elemmel generdlhaté (azokkal, amelyek egyetlen koordinétdja 1,
a tobbi nulla). fgy (Z;r )* homomorf képe B(k, 2)-nek, és mivel |B(k, 2)| < 2%, ezért ez a homomorfizmus
izomorfizmus lesz.

4.10.19. Legyen G olyan csoport, amelyben minden elem kibe 1. TetszSleges s, t € G esetén (st?)> = 1,
ezt jobbrdl ts’t-vel beszorozva (st)(ts) = (¢s)(st) adédik. Specidlisan has = h~! és t = hg, akkor st = g
ésts = hgh~'. Ezért g minden konjugaltjaval folcserélhetd.

Ez azt jelenti, hogy a g elem 4ltal generdlt N norméloszté kommutativ. Valéban, (a 4.8.20. Gyakorlat
miatt) a g elem altal generalt normaloszté a g konjugdltjai altal generalt részcsoport, €s mivel ezek paronként
folcserélhetdk, (a 4.8.41. Gyakorlat szerint) N Abel-csoport.

Megmutatjuk, hogy B(k, 3) véges, k szerinti indukcioval. Ez nyilvanvalé k = 0 esetén, mert akkor az
egyelemi csoportot kapjuk. Ha mér belattuk, hogy B(k — 1, 3) véges, és elemszdma legfeljebb n, akkor le-

gyenek gy, ..., g a B(k, 3) csoport generdtorai, g = g1, és N a g dltal generalt normaloszt6. A B(k, 3)/N
faktorcsoportban generatorrendszert alkotnak a gy, ..., g; elemek mellékosztalyai (4.7.29. Gyakorlat), de
a g, mellékosztilya az egységelem, ezért mar a g2 N, ..., grN elemek is generatorrendszert alkotnak.

A B(k, 3)/N faktorban is igaz, hogy minden elem kdbe az egységelem, hiszen ez B(k, 3)-ban teljesiil.
Ezért B(k, 3)/ N homomorf képe B(k — 1, 3)-nak, vagyis elemszama legfeljebb n. igy B(k, 3) elemszdma
legfeljebb n|N|.

Az N része g centralizdtordnak, hiszen kommutativ. Ezért g centralizatordnak indexe legfeljebb akkora
lehet, mint N indexe, amirdl mar lattuk, hogy legfeljebb n. Ezért a g elemnek legfeljebb n darab konjugéltja
lehet. Az N részcsoportot ezek a konjugéltak generdljdk. Mivel ez Abel-féle, és minden elemének a kdbe
az egységelem, az osszes eleme egy n tagu linedris kombindcié, ahol az egyiitthatdk a 0, 1, 2 szamok. Igy
N elemszdma legfeljebb 3", és ezért B(k, 3) rendje legfeljebb n3”", vagyis véges. Ezzel az éllit4st beldttuk.
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Finomabb szdmolassal az is kihozhat6 lenne, hogy

|B(k,3)| = 3"*(5)*@ .

4.10.21. Az alabbiak minden pontjdban D a feladatbeli megfeleld, definidlé relaciokkal megadott csoportot

jeloli.

(1

)
3)

“4)

S))

(6)

(N

®)

€)

(10)

(1)

(12)

(a|a®>=1= Z; Val6éban, minden sz6bdl kihdzhatunk paros sok a betfit (€s az inverzekkel sem
kell tor6dni, mert a~! = a), tehat két sz6 marad: a és 1 (az iires sz6). Annak igazoldsihoz, hogy
ezek nem alakithat6k egymdsba, megmutatjuk, hogy a Z; csoportban az a = 1 elem teljesiti a
definidlo reldcidkat. Valéban, a generdlja a Z; csoportot, és 1 +, 1 = 0 is igaz.

(a | a®>=1)=7Z7.

(a | @®>=1, a’ =1) az egyelem(i csoport, mert a’ = 1 = a°-bdl a*> = 1 kovetkezik, és innen
1 =a’ =d’a’a = a.

(a,b | a*=1, b*>=1, ab=ba) a Klein-csoport. A lehetséges szavak a, b, ab és 1, ezért
D elemszama legfeljebb 4. A Klein-csoportban ezek a relaciok teljesiilnek, az a és b barmely két
egymastdl és az egységelemtdl kiilonbozs elem lehet. fgy a Klein-csoport homomorf képe D-nek,
és mivel D elemszdma legfeljebb 4, ez izomorfizmus.

(a,b | a®>=1, b*=1, ab = ba) =7] x Z} =7} . Valoban, a szavak most 1, a, b, ab, b*, ab?,
ésaza = (1,0), b = (0, 1) € ZT x Z7 generatorok kielégitik a reldciokat.

(a,b | a®>=1, b"=1, aba™' = b~')= D; (4.10.10. Allit4s).

(a,b | a®>=1, b" =1, aba™' = b*) =71, mert a relciokbdl levezethetjiik, hogy b = 1. Va-
16ban, az a elemmel valé konjugélds a (b) részcsoporton a négyzetre emelés. Ezért az a’-tel val6
konjugdlds ennek négyzete, vagyis a negyedik hatvanyra emelés. Ugyanakkor a? = 1, teh4t a vele
val6 konjugélés az identitds, ami azt jelenti, hogy b* = b. Ezt b’ = 1-gyel 6sszevetve b = 1 adédik.
(a,b | a®>=1, b" =1, aba™' = b?*) egy 21 elem{i nemkommutativ csoport, mely a 4.9.38. Gya-
korlat (2) pontjdban megadott G csoporttal izomorf. Valéban, a 4.10.11. Gyakorlat szerint D elem-
szdma legfeljebb 21. A G csoportban van egy Z7-szal izomorf N normélosztd, és egy Z;r—szal
izomorf H részcsoport, amelynek egy alkalmas b eleme az N elemeit a négyzetiikbe konjugélja.
fgy ez a b, és tetszdleges 1 # a € N kielégiti a megadott definidl6 relacidkat.

(a,b | a®=1, b*> =a3, bab™' =a~') egy 12 elemii nemkommutativ csoport lesz, amely a
4.9.38. Gyakorlat (6) pontjdban megadott G csoporttal izomorf. Valéban, a 4.10.11. Gyakorlat
szerint D elemei a'b’ alakban irhaték. Mivel b? helyettesithets a>-nel, feltehets, hogy 0 < i < 2
és 0 < j < 5. Ezért D elemszdma legfeljebb 12. Jelolje a G csoportban az N normalosztd
elemeit {1, ¢, ¢}, a H részcsoport elemeit pedig {1, d, d?, d*}, tudjuk, hogy dcd~"' = ¢~'. Konnyii
kiszamolni, hogy az a = cd? és b = d generatorelemek kielégitik a reldciokat. (Hasznaljuk fel,
hogy d? a csoport centruméban van.)

(a,b | a>=1, b*=1, (ab)> =1)=D;. Legyen f = ab ést = a. Ekkor t és f kielégiti
a Dj diédercsoport definialé reldciit, hiszen tft~! = a(ab)a = ba = f~!. Tehét az f és t 4ltal
generdlt részcsoport homomorf képe Ds-nak. Ez a részcsoport az egész D, mert f és ¢ segitségével
a €s b is kifejezhetd, és igy D maga is homomorf képe D;-nak. Masfel6l viszont D3 két tiikrozése
nyilvan kielégiti a fenti relacidkat, és ezért D-nek is homomorf képe Dj.

(a,b | a*>=1, b*> =1, (ab)" = 1) = D,, ugyaniigy, mint az el6z6 pontban. Erdemes ezt ossze-
vetni a 4.6.12. Gyakorlattal.

(a,b | a®>=b*>= (ab)> =1)=A,. Legyen ¢ = aba~' és d = a~'ba. Ezek négyzete 1, és
cd = ababa = b. Ezért (cd)*> = 1, ahonnan cd = dc. Az a korbekonjugilja ¢, d, b-t, és ezért
{1, ¢, d, b} normaloszté D-ben, a szerinte vett faktort a generdlja. fgy |D| < 4 -3 = 12. Masrészt
az A4 csoport a = (123), b = (12)(34) generdtorelemei nyilvan teljesitik a relacidkat.
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(13) (a,b | a®> =b*> = (ab)* =1)=S,. Legyen v = (ab)?, ekkor v> = 1. Ha u = a?, akkor persze
u® = 1. Tovabba (uv)® = (bab)® = 1. Ezért u és v kielégiti az el6z6 pontbeli definidld rela-
cidkat, és igy N = (u, v) elemszdma legfeljebb 12. Megmutatjuk, hogy N normdloszt6. Persze
a = u’> € N, igy elég belitni, hogy N zirt a b-vel valé konjugéldsra. De bub = (bab)?, viszont
bab = a~'v € N. Igy bvb = (bab)a € N is igaz. Az N indexe legfeljebb 2, hiszen a szerinte vett
faktort b generdlja. Ezért |D| < 24. Masrészt az S4 csoport a = (123) és b = (14) generitorelemei
kielégitik a rel4cidkat.

(14) (a,b,c | a>*=b*>=c*=1, ab =ba, cac™' = b)= A4 x Z]. Legyen N az a részcsoport, amit
a, b és d generdl, ahol d = cbc™'. Beldtjuk, hogy N legfeljebb nyolcelemii kommutativ norm4l-
oszt6. Valéban, ¢ korbekonjugdlja az a, b, d elemeket, hiszen

-1 3

cdc™" = c(cbe™Me™ = c(e(cac™HeHe ' =cac =1lal =a.

Nyilvdn d? = 1, tovdbba az ab = ba 6sszefiiggést c-vel konjugdlva bd = db, még egyszer konju-
gélva da = ad adédik. Tehat N-et hdrom, paronként folcserélhetd elem generdlja, melyek legfel-
jebb masodrendiiek, ezért N kommutativ (4.8.41. Gyakorlat), és legfeljebb 23 = 8 elemd. Tovabba
a,b e N,ésc e Ng(N), hiszen N zart a c-vel val6 konjugéldsra. gy N normalosztd, és a szerinte
vett faktort ¢ képe generilja, azaz legfeljebb 3 elemii. Igy |D| < 8 - 3 = 24. Mésrészt az A4 X 5
csoportban a = ((12)(34), 1), b = ((14)(23), 1), ¢ = ((123), 0) teljesiti a reldciokat. Még azt kell
belatni, hogy ez a hdrom elem generélja A4 x Z; -t. Ez abbdl latszik, hogy ab = ((13)(24), 0) és
c generdlja A4 x {0}-t.

4.10.22. Adjuk meg a D, csoportot a 4.10.15. Példaban szerepl$ definidlé relaciokkal. Ezeket a D, csoport
tetszGleges 90 fokos F forgatdsa, és tetszGleges T tengelyes tiikrozése kielégiti a 4.1.23. Allitds miatt. Ezért
a 4.10.13. Tétel szerint van olyan « : D4y — Dy sziirjektiv homomorfizmus, hogy a(f) = F ésa(t) = T.
Ez persze izomorfizmus, azaz D4-nek automorfizmusa. Ezért legalabb 2 - 4 = 8 automorfizmus van.

J1 Ha csak az automorfizmusok szdmat akarjuk meghatdrozni, akkor a kovetkez&képpen jarhatunk el. Egy tetszo-
leges automorfizmusnal f csak negyedrendii elembe, tehit f-be vagy f3-be mehet. A r képe masodrendd, de
£2 nem lehet, mert az centrumelem, r meg nem. Ezért ¢ csak a négy tengelyes tiikkrozésbe mehet. Ez Gsszesen
legfeljebb 2 - 4 = 8§ lehetdség. Mivel D4-et generdlja t és f, ezzel az automorfizmust is meghatdroztuk.

Minden o automorfizmushoz rendeljiik hozza azt a permuticit, amelyet « a tengelyes tiikkrozések négy-
elem( halmazan hoz 1étre. Mivel Dj-et generdljdk a tengelyes tiikr6zések, minden automorfizmust egyértel-
miien meghatdroznak e négyelem( halmazon felvett értékei. Rajzoljuk rd ezt a négy tiikkrozést egy négyzet
négy csicséra tigy, hogy ¢ és ¢ f2 dtellenes csticsokba keriiljon. Elég megmutatni, hogy ennek a négyzetnek
minden o automorfizmus szimmetridja lesz. Tudjuk, hogy t és tf2, tovabba  f és ¢ £ is konjugdlt elempérok
Dy-ben, tehat az «-nél vett képeik is konjugdltak. Ezért a négyzet 4tlgja atloba kell, hogy menjen.

4.10.23. Meg kell mutatni, hogy az Utmutatéban definidlt ¢ : F — G homomorfizmusra ¢ = « o . Ezt
elegendd az X generatorrendszeren ellendrizni (4.6.9. Gyakorlat). De ha x € X, akkor Ol(l// (x)) = p(x),
hiszen pontosan igy valasztottuk a ¥ (x) 8sképet.

4.10.24. Elsbének vegyiik észre, hogy a ,,nullosszegli” tulajdonsidg nem valtozik meg, ha egy szén elemi at-
alakitast végziink: akar betoldunk, akar kihdzunk xx~!-et, a kitevk osszege egyik véltozéban sem viltozik
meg. Ezért az aldbbiakban nem kell ragaszkodnunk ahhoz, hogy a szavakat egyszertisithetetlen alakjukban
irjuk fel.

Az [u, v] = uvu~'v~! kommutitor biztosan nullosszeg(i sz6, hiszen az u-beli barmely valtozéhoz tartozé
kitevS-0sszeget kioltja a u~!-beli kitevé-osszeg, és ugyanez igaz v-re is. Mivel nullosszeg(i szavak szorzata
és inverze is nyilvdn nullosszegl, ezért F' kommutétor-részcsoportja csupa nullosszegii szavakbdl 4ll.

A megforditdshoz minden nullosszegii sz6t el6 kell dllitanunk kommutatorok szorzataként. Ezt a sz6
hosszdra vonatkozé indukcidval tessziik. Legyen w nullosszegli sz6, melynek els6 betlije x (ami vagy

generdtor, vagy annak inverze). Ekkor a széban biztosan szerepel x~! is, hiszen nulladsszegli. Vagyis
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w = xux~'v alkalmas u és v szavakra. Mivel w nulladsszegi, uv is az, de rovidebb w-nél, és igy az
indukci6s feltevés miatt uv benne van F’-ben. De akkor

1 1

w = xux""v = xux"'u"uv = [x, ul(uv) € F',

hiszen minden kommutétor F’-ben van, és F’ részcsoport.

4.11. Primhatvanyrendii csoportok, Sylow tételei

4.11.4. Legyen gZ(G) a G/Z(G) generatoreleme. Ekkor a g" Z(G) halmazok kiadjadk a G csoport 8sszes
elemét (n egész). De ezek elemei folcserélhetdk, hiszen ha a, b € Z(G), akkor (g"a)(g"b) = (g"b)(g"a).
Igy G kommutativ.

4.11.7. Tegyiik fol, hogy H < G indexe a p prim. Legyen H < K < G. A 4.4.28. Gyakorlat miatt
p=I|G:H =|G:K|-|K:H| Ezértvagy |G : K| =1, és ekkor K = G, vagy |K : H| = 1, és akkor
K=H.

4.11.10. Legyen G ilyen csoport. Ebben nem lehet minden elem négyzete az egységelem, mert akkor
kommutativ lenne (4.3.40. Feladat). Nem lehet benne nyolcadrendl elem sem, mert akkor ciklikus lenne.
Ezért minden egységtdl kiilonboz6 eleme mdasod- vagy negyedrenddi. Legyen f egy negyedrendd elem.
Az f 4ltal generdlt N részcsoport indexe 2, és ezért normdloszté. Hat € G — N, akkor g = 7! ft
negyedrendl, mert f-nek konjugéltja, és ¢ € N, hiszen N norméloszt6. Ha g = f, akkor tf = ft, és
mivel ¢ és f generdljdk G-t, a csoport kommutativ lenne, ami lehetetlen. Az N =7/ madsik negyedrend
eleme f~!. Tehat fr =tf~'.

Tegyiik ol el6szor, hogy van N-en kiviil egy méasodrendi elem, vélasszuk ezt t-nek. Ekkor G kielégiti a
D, csoport definidlé relacioit (4.10.15. Példa), és igy D4-nek homomorf képe. Mivel G nyolcelemd, ezért
G =Dy,

A madsik eset az, hogy minden N-en kiviili elem negyedrendd, legyen r most egy ilyen elem. Ekkor
t? masodrendd, tehit N-beli, és igy csak f? lehet. Ekkor viszont a kvaterniécsoport 4.10.15. Példabeli
definidl6 relacidi teljesiilnek.

4.11.12. Az UT(3, Z,) csoport elemei E + N alakudak, ahol E a (haromszor harmas) egységmadtrix, N pe-
dig szigoru felsé haromszogmatrix (vagyis a féatloban és az alatt is csupa nulla all). Matrixszorzassal
konny( ellendrizni, hogy N* = 0 (és igy p > 2 miatt N”? = 0). Az E és az N folcserélhetdk, hiszen
EN = NE = N. lIgy alkalmazhat6 a binomiilis tétel az (E + N)? kiszamitdsdra. A métrixok elemei
Z,-beliek, azaz p-szeresiik nulla. fgy (a 3.3.22. Feladatban latottak miatt) tagonként lehet p-edik hatvanyra
emelni. Ekkor pedig (E + N)? = E? + N? = E. Vagyis UT(3, p) minden egységtdl kiilonboz6 eleme
p rendd.

Szintén matrixszorzdssal igazolhatd, hogy UT(3, p) nem kommutativ, s6t, hogy a centruma azokbdl a
matrixokbdl 4ll, melyekben a jobb felsé sarokban tetszéleges elem allhat, a féatloban 1-esek, masutt pedig
nulla.

Az UT(3, p) csoport két elemmel generdlhatd, barmely két olyan eleme generélja, amelyek nem folcse-
rélhetdk. Ha ugyanis két ilyen elem valddi részcsoportot generdlna, akkor annak rendje legfeljebb p? le-
hetne, és igy kommutativ lenne.

Tegyiik fol, hogy p = 2. Négyzetre emeléssel meggybz&dhetiink réla, hogy a csoportban csak két
negyedrend( elem van, és igy a D, diédercsoportot kapjuk.

4.11.13. A 4.8.44. Feladat szerint Z ", automorfizmus-csoportja Z;z, ésaz o : x = (p+ 1)x automorfiz-
musnak a p + 1 elem felel meg. A binomidlis tétel szerint

<p+1)"=1+p<’1’)+<12’)p2+....

Itt az els6 kivételével minden tag oszthaté p>-tel, és ezért p + 1-nek a p-edik hatvanya 1 lesz modulo p>.
Ugyanakkor p + 1 nem kongruens 1-gyel modulo p?, és igy rendje p. Vagyis « rendje is p. Ez azt jelenti,
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hogy létezik olyan ¢ : Z — Aut(ZIfz) homomorfizmus, melyre ¥ (1) = «. Az ehhez tartozo Z;Z XL}

szemidirekt szorzat teh4t egy nemkommutativ, p> rend(i csoport, amelyben van egy p? rend( a elem és egy
p rendii b elem tgy, hogy bab~' = a(a) = a?*'. Igy ez a csoport kielégiti a feladatban megadott definidlé
relacidkat. Ugyanakkor a 4.10.11. Gyakorlat miatt ennek a definidl6 reldcidkkal megadott csoportnak a
rendje legfeljebb p3, tehdt a most konstruélt szemidirekt szorzattal izomorf.

4.11.21. Az N a P konjugéltosztalyainak egyesitése, Ezek elemszdma osztdja P rendjének, azaz p-hatvany,
és igy vagy 1, vagy p-vel oszthaté. Az N-ben benne van az egységelem, ez egyelemi osztily. Az N rendje
osztéja P rendjének, ezért p-hatvany, és mivel |N| > 1, oszthaté p-vel. De akkor kell lennie még N-ben
egyelemi konjugaltosztalynak. Ez része P centrumdanak.

4.11.22. Mivel H < P, vélaszthatunk olyan H < K részcsoportot, amely tartalmazdsra minimdlis. Ekkor
H maximadlis részcsoportja K-nak, és igy a 4.11.8. Tétel miatt H < K.

4.11.23. Az els6é izomorfizmustétel miatt (PN)/N=P/(PNN), igy (PN)/N olyan p-csoport, amely
részcsoportja G/N-nek, és |PN| = |P||N|/|PNN|. A (PN)/N indexe viszont nem oszthaté p-vel, mert
IGI _IGIIPON| |G : P|

|PN| |P|IN| IN: (NN P)|’

és ez osztdja |G : P|-nek. Tehat (PN)/N tényleg p-Sylow G/N-ben. Ez az étalakitds azt is mutatja, hogy
[N : (N N P)| sem oszthat6 p-vel. Mivel N N P viszont p-csoport, ez N-nek egy p-Sylowja.

|G/N : (PN)/N| =

4.11.24. Egy p® rend(i G csoportnak minden valédi részcsoportja legfeljebb p? rendi, és igy kommutativ
(4.11.3. Kovetkezmény). Ha G = A x B nemtrividlis direkt felbontas, akkor tehat A és B is kommutativ, de
akkor G is kommutativ lenne.

4.11.25. Tekintsiik azt a ¢ leképezést, amely egy felsé haromszogmatrixhoz a f64tlgjaban 4ll6 elem-n-est
rendeli. Ez szorzattartd, hiszen konny( ellendrizni, hogy két felsé haromszdgmatrix szorzdsakor a f64tlé
megfeleld elemei szorzédnak 6ssze. A képe a T csoport n-edik direkt hatvdnya, a magja pedig UT(n, T).
A homomorfizmustétel tehdt pont az allitast adja.

4.11.26. Ezek a primhatvanyrendd ciklikus csoportok. Tegyiik fol, hogy a G csoportnak M az egyetlen
maximadlis részcsoportja. Legyen g € G — M, ekkor a (g) részcsoport csak G lehet, mert ha valédi részcso-
port lenne, akkor mivel G véges, része lenne G egy maximadlis részcsoportjanak, ami nem lehet M. Tehat
G ciklikus. Mivel Z"-nak nem csak egy maximalis részcsoportja van (hanem minden p primre p Z maxima-
lis részcsoport), ezért G véges. Tudjuk, hogy egy ciklikus csoport részcsoportjai a rendje pozitiv osztéinak
felelnek meg kélcsondsen egyértelmien. Igy |G| minden p primosztéjahoz van p indext részcsoport, ami
persze maximalis. Ezért G rendjének csak egy primosztdja lehet.

4.11.27. A D, diédercsoporttal izomorf. Valéban, |S;| = 2° - 3, tehat minden 2-Sylow részcsoport 8-elem,
és megforditva, minden 8-elemd részcsoport 2-Sylow. A Sylow-tétel miatt ezek konjugaltak, tehat izomor-
fak is, vagyis elég egy 8-elemii részcsoportot taldlni. A D4 csoport azonban izomorf S; egy részcsoportjaval,
hiszen egy négyzet cstucsainak permuticidibdl all (és a csicsok permutacidja meghatirozza az egybevago-
sagi transzformdciot).

A kocka szimmetriacsoportjanak 2-Sylowja Dy x Z; , hiszen a 4.9.32. Feladat szerint a kocka szimmet-
riacsoportja 4 x Z7. Ezt a 16 elem( részcsoportot megadtuk a 4.5.29. Feladatban.

4.11.28. Mindegyik p-Sylow részcsoport rendje p, és igy Lagrange tétele miatt barmely kettd metszete
csak az egységelem. Mindegyikben p — 1 darab p rendi elem van, és minden p rend{i elem benne van egy
p-Sylow részcsoportban.

4.11.29. Ha egy p-Sylow részcsoport normalosztd, akkor minden konjugéltja 6nmaga. A Sylow-tétel miatt
a tobbi p-Sylow ennek konjugéltja, és igy egyetlen p-Sylow részcsoport van. De egy p-Sylow részcsopor-
tot minden automorfizmus p-Sylow részcsoportba visz, hiszen automorfizmusnél a rend meg6rzédik. Ha
csak egy p-Sylow részcsoport van, akkor tehiat ez minden automorfizmusndl sajat magdba megy, és igy
karakterisztikus.



114 4. CSOPORTOK

4.11.30. Mivel a p-Sylow részcsoportok konjugaltak, ezért minden p primhez csak egy darab p-Sylow rész-
csoport van. Igy véges sok nemtrividlis normélosztét kapunk, jelslje ezeket Py, ..., Pr. Az Utmutatéban
megadott otlet miatt Py P, . .. P, rendje G rendjével egyenld, azaz P, P, ... P, = G. Haegy kivételével szo-
rozzuk Sket dssze, akkor az Utmutatébeli dtlet miatt a szorzat rendje relativ prim lesz a kimaradd részcsoport
rendjéhez, és igy metszetiik Lagrange tétele miatt csak az egységelembdl 4ll. Ezek a Sylow-részcsoportok
tehdt teljesitik a 4.9.14. Gyakorlatban megadott feltételt.

4.11.31. Az S5 csoportnak az 6sszes részcsoportjat leirtuk a 4.4.25. Gyakorlatban. Eszerint harom 2-Sylow
és egy 3-Sylow részcsoport van.

Az S4 csoport rendje 23 - 3. Nyolc harmasciklus van benne, tehdt a 3-Sylowok szdma a 4.11.28. Gyakorlat
szerint 8/2 = 4. A kimaradé 15 elem (a ciklusfelbontdsbdl 14thatéan) masod- és negyedrendd, tehét a
2-Sylowok unidjat alkotja (hiszen minden 2-hatvdny rend elem benne van egy 2-Sylow részcsoportban).
Ez¢ért tobb, mint egy 2-Sylow van. Mdésrészt a 2-Sylowok szdma egy 2-Sylow normalizdtordnak az indexe,
azaz 24/8 = 3-nak osztéja. Tehdt csak 3 darab 2-Sylow lehet. (Konny( belétni, hogy ezek pironként
ugyanabban a 4-elemi Klein-féle normélosztéban metszik egymdst.)

Az As csoportnak a 4.8.33. Gyakorlatban mar feltérképeztiik az elemeit. Az 6tdsciklusok szdma 24, tehat
az 5-Sylowok szdma 24/(5 — 1) = 6. A harmasciklusok szdma 20, tehat a 3-Sylowoké 20/(3 — 1) = 10.
A fennmarad6 15 elem két-két transzpozicio szorzata. Ezek 6t 2-Sylowot alkotnak, amelyek paronként csak
{1}-ben metszik egymast. Ugyanis jelolje H valamelyik (mondjuk az 5) pont stabilizatorat. Ebben azok a
paros permutédciok vannak, amelyek 5-6t fixen hagyjdk, vagyis ez az A4 csoport, aminek csak hdrom ma-
sodrendii eleme van, és igy egyetlen 2-Sylow fér el benne, a mar ismert Klein-féle V normaloszt6. A V egy
2-Sylow As-ben is, és a normalizétora tartalmazza H-t, aminek indexe 5. Tehdt legfeljebb 5 darab 2-Sylow
lehet, és ezeket mér meg is taldltuk: minden pont stabilizdtordban egyet.

JJ Kiszamitjuk a Sylowok normalizatorait is. Mdr lattuk, hogy egy 2-Sylow normalizatora A4-gyel izomorf. Az
5-Sylowok normalizitorai 60/6 = 10 elemiiek, és Ds-tel izomorfak, hiszen az 6tszdg csucsain vald hatds alap-
jan Ds részcsoportja As-nek, és ebben az 5-Sylow norméloszté. (De mondhatnédnk azt is, hogy As-ben nincs

tizedrendd elem, és igy egy tizelemii részcsoport csakis Ds lehet a 4.8.37. Gyakorlat szerint.) Hasonléképpen a
3-Sylowok normalizétora S3-mal izomorf.

A D, diédercsoportban p > 2 esetén csak egyetlen p-Sylow van. Valéban, legyen k a p kitevdje n-ben.
Ekkor p > 2 miatt minden p-Sylow rendje p*. Egy ilyen részcsoportban nem lehet tiikrézés, hiszen az
masodrendd, és 2  p*. Ezért minden p-Sylow része a forgatdsokbol 4116 normaloszténak, ami ciklikus, és
igy egyetlen p* rendii részcsoportja van (4.3.27. Allit4s).

Legyen n = 2m, ahol m pdratlan. Belatjuk, hogy a 2-Sylowok szdma m. Ha egy szabélyos n-szog
valamelyik csticsatél m-esével 1épdelve korbeindulunk, akkor egy szabdlyos 2*-szoget kapunk. Az n-szog
m darab ilyen 2*-szognek az uniéja (melyek csticshalmazai paronként diszjunktak). A D, csoport azon
elemei, amelyek egy ilyen 2¥-szoget fixen hagynak, egy D,«-val izomorf részcsoportot alkotnak D,-ben.
Ennek rendje 2K+, és igy egy 2-Sylow részcsoportot kaptunk. Az m darab 2*-szoghoz paronként kiilonbozé
részcsoportok tartoznak (s6t konnyen lathatéan minden D,-beli tengelyes tiikrozés pontosan egy részcso-
portban van benne ezek koziil). Ezért taldltunk m darab 2-Sylow részcsoportot. Ennél tobb nincs, mert egy
2-Sylow részcsoport indexe m, €s ennek a 2-Sylowok szama osztéja (4.11.18. Tétel (5) pont).

7 _ 2

JJ Ha az el6z6 gondolatmenetben k& = 1, akkor ,kétszogek™ keletkeznek (az n-szog atléi). Ebben az esetben
a Dy csoport helyett arrdl a csoportrdl kell beszélni, amelynek elemei az identitds és a kozéppontos tiikrozés
mellett a kérdéses atl egyenesére, illetve az arra merdleges egyenesre vald tiikkrozés. Ha pedig k = 0, ak-
kor ,,egyszogek” keletkeznek (ami egyetlen csucs). Ekkor Dj helyett azt a csoportot kell tekinteni, amelynek
egyetlen nem identikus eleme az adott csticson dtmend 4tl6 egyenesére valé tiikrozés. Altaldban is igaz, hogy
D,, barmely két 2-Sylowjanak metszete a 2-hatvany rendii forgatdsokbdl 4116 2 rendii részcsoport.

4.11.32. Egy 200 = 23 - 52 elemii csoportban az 5-Sylowok szdma osztéja 8-nak, és kongruens eggyel
modulo 5, tehat csak egy lehet, vagyis az 5-Sylow norméloszt6. Ugyanez a gondolatmenet miikodik minden
204 = 22 -3 - 17 elem(i csoportban is, ahol a 17-Sylow, és minden 260 = 225 - 13 rendii csoportban is, ahol
a 13-Sylow lesz norméloszt6.
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Legyen most a G csoport rendje 56 = 23 . 7. A 7-Sylowok szdma csak 1 vagy 8 lehet. Ha 1, akkor ez
normaloszté. Ha 8, akkor a hetedrendii elemek szdma a 4.11.28. Gyakorlat szerint 8(7 — 1) = 48, és igy
csak 56 — 48 = 8 tovabbi elem marad. Ezért csak egyetlen 2-Sylow fér el, és ez akkor normaloszto.

Ha |G| = 616 = 2° - 7 - 11, akkor a 11-Sylowok szdma csak 56 lehet, a 7-Sylowok szdma legaldbb 8,
tehdt csak egy 2-Sylow fér el.

4.11.33. Tegyiik fol, hogy van pgr rendi egyszerti csoport. A primek atjelolésével elérhetd, hogy p < g < r
legyen. Ekkor az r-Sylowok szdma osztéja pg-nak, és kongruens 1-gyel mod r. igy sem p, sem g nem
lehet, de 1 sem, mert akkor az r-Sylow norméloszté lenne. Ezért az r-Sylowok szdma csak pg lehet.
A 4.11.28. Gyakorlat szerint tehdt pg(r — 1) darab r rend( elem van. A g-Sylowok szdma sem lehet p, hi-
szen p < ¢, vagyis legaldbb r darab g-Sylow, és igy legaldbb r (g — 1) darab g rend(i elem van. A p-Sylowok
szdma legaldbb g, ez g(p — 1) darab p rendii elem. Osszesen ez tobb, mint pgr, ami ellentmondas.

4.11.34. Ha csak egy p-Sylow részcsoport van G-ben, akkor ez normdloszt6. Ha nem, akkor a p-Sylowok
szdma oszt6ja egy p-Sylow indexének, ami a ¢ prim. igy a p-Sylowok szdma g. Tegyiik fol, hogy barmely
két p-Sylow metszete csak az egységelembdl 4ll. Mindegyik p-Sylowban p? — 1 olyan elem van, melynek
rendje 1-nél nagyobb p-hatvany. Ez 6sszesen ¢(p? — 1) = |G| — ¢q. A kimarad6 ¢ elem koziil egy az egy-
ségelem, tehdt csak g — 1 darab g rend( elem lehet, azaz csak egy g-Sylow fér el, ami igy norméloszté lesz.
Ha viszont 1éteznek olyan P; és P, kiilonb6z6 p-Sylow részcsoportok, amelyek D metszete nem az
egységelem (hanem p elemii), akkor tekintsiik a D normalizatorat. Mivel P és P, Abel-csoportok (hiszen
rendjiik p?), az N (D) részcsoport tartalmazza Pj-et és P,-t is, tehdt nagyobb, mint P;. De P; maximalis
részcsoport, hiszen az indexe a ¢ prim. Ezért Ng(D) = G, vagyis D nemtrividlis normalosztd.

41 A most latott gondolatmenet haszna, hogy bemutatja a kovetkezd, 4.11.35. Feladat megoldasanak f6 gondolatat.
Lassunk vézlatosan egy masodik megoldast is. Ha egyik Sylow sem normélosztd, akkor a p-Sylowok szdma
g, ésq = 1 (p), azaz ¢ > p. A g-Sylowok szdma p vagy p? lehet, de ¢ > p miatt p nem kongruens
1-gyel mod ¢, ezért p? darab g-Sylow van. A fenti elsé bekezdéshez hasonlé szdmolds ekkor azt mutatja, hogy
p-hatvény rendd elembdl legfeljebb p? lehet, azaz csak egy p-Sylow fér el. Ebbl a megoldasbél lathatjuk,
hogy egy p2q rendii csoportban valamelyik Sylow részcsoport biztosan normaloszto.

4.11.35. Ha csak egy p-Sylow van G-ben, akkor ez normaloszt6. Tegyiik f6l, hogy nem ez a helyzet, ekkor
a p-Sylowok szdma osztéja egy p-Sylow indexének, ami a ¢ prim. gy a p-Sylowok szdma g. Legyenek
P, és P, olyan p-Sylowok, melyek D metszete a lehetd legnagyobb elemszdmi. Ha |D| = 1, vagyis ha
barmely két p-Sylow csak az egységelemben metszi egymadst, akkor konnyen megszdmolhatjuk a p-hatvany
rendii elemeket. Mindegyik p-Sylowban p“ — 1 ilyen elem van, ez dsszesen g(p“ — 1) = |G| — g. Tehét
csak g darab g-hatvany rendii elem lehet, azaz csak egy g-Sylow fér el, ami igy normaloszté lesz.

Tegyiik fol, hogy |D| > 1, belatjuk, hogy D <G (és igy G nem egyszerti). A 4.11.22. Gyakorlat miatt
vanolyan D < K < Pj, amiben D normdloszté. Tehdt K < Ng (D). Ha Ng(D) egy p-csoport lenne, akkor
része lenne egy P; p-Sylow részcsoportnak. Ekkor D < K € P; N Pz, ami ellentmond annak, hogy D a
legnagyobb elemszami két p-Sylow metszetei kozott. Igy N (D) nem p-csoport, vagyis tartalmazza G egy
0O g-Sylow részcsoportjat. Barmely P p-Sylow részcsoportra igaz, hogy PQ = G, hiszen a 4.4.31. Gya-
korlat miatt P Q rendje G rendjével egyenlS. Ha tehat g € G tetszbleges elem, akkor g = hk alakban irhatd,
ahol h € P ésk € Q. Tudjuk, hogy k € Q < Ng(D), és ezért gDg~! = hkDk~'h~' = hDh™' € PDP.
Ha P = P, (vagy P = P,), akkor D C P, ezért gDg~' € PDP = P. Igy gDg~' € PN P, = D. Tehit
D zart a konjugélasra, és igy normaloszté.

4.11.36. Ha g € G, akkor gPg~' is p-Sylow N-ben (a rendje miatt, és mert a konjugélds nem vezet ki az
N normalosztébél), ezért n Pn~! alakban irhat6 alkalmas n € N elemre. Ekkor n~!'gP = Pn~lg, ezért
n~'g € Ng(P), ahonnan g € NNg(P).

A maésodik allitds megmutatdsahoz legyen P, egy P-t tartalmazé p-Sylow részcsoportja G-nek. Ek-
kor PN N nem lehet P-nél nagyobb, hiszen ez a metszet p-csoport, a P pedig p-Sylow N-ben. Ezért
PN N = P, vagyis P < P; (hiszen N normélosztd). Ekkor pedig P; € Ng(P).
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4.11.37. A P részcsoport p-Sylowja K -nak is, igy a Frattini-elvet a K < Ng(K) normélosztéra alkalmazva
kapjuk, hogy N (K) = K Ng(P), ami azonban K, hiszen feltettiik, hogy Ng(P) C K.

A masodik allit4s bizonyitdsdhoz vegyiik észre, hogy K -ban a p-Sylow részcsoportok szdma |K : Nk (P)|
(s G-ben |G : Ng(P))). fgy mindkét index kongruens 1-gyel mod p. De Ng (P) = K N Ng(P) = Ng(P),
és ezért

|G : Ng(P)|=|G:K|-|K:Ng(P)|=1|G:K|-|K:Ng(P)|.
Tehét |G : K| is 1-gyel kongruens mod p.

4.11.38. Az Utmutatéban leirt gondolatmenetet folytatjuk. Mivel p prim, 1étezik primitiv gydk mod p,
azaz Z, ciklikus csoport. Igy az egyforma rend elemek egymas hatvanyai (4.3.24. Allitds), tehdt s = ¥
alkalmas k egészre (Z,-ben). Legyen ¢ = b*. Ekkor a ¢ elemmel val6 konjugalds a b-vel val6 konjugélds
k-adik hatvanya, vagyis (a) minden elemét a t* = s-edik hatvanyéba viszi.

Legyen most G és H két pg rendli nemkommutativ csoport, ahol a G-hez ¢, a H-hoz az s szam tartozik.
Ekkor G-ben a b elemet c-re cserélve azt kapjuk, hogy igazdbdl G-hez is az s szam tartozik. De akkor G és
H izomorfak, mert ugyanazon csoportoknak ugyanazon ¥ homomorfizmus segitségével készitett szemidi-
rekt szorzatai.

4.12. Permutaciocsoportok

4.12.3. Azt kell belatni, hogy ¥ (gh) = ¥ (g) o ¥ (h). Ez a két fliggvény akkor egyenld, ha minden elemen
megegyeznek.

(¥ (gh)(x) = (gh) * x,

(W (@) oy (h)(x) = g * (h*x).
De (gh) % x = g % (h % x) a hatds definici6ja miatt. Igy ¥ tényleg homomorfizmus.
A hatds magja azokbdl a g € G elemekbdl all, melyekre ¥ (g) az identitds, vagyis melyekre g * x = x
minden x-re. Az ilyen g elemek tényleg azok, amelyek mindegyik stabilizatorban benne vannak.
A homomorfizmustétel szerint Im(yr) = G/ Ker(y). Ha a hatas hii, akkor a magja csak az egységelembdl

all, és ezért Im(y) = G. Igy G maga izomorf az Sy csoport Im(r) részcsoportjaval, vagyis bedgyazhaté
Sx-be.

4.12.5. Hatéasok ekvivalencidjat ugyanugy kezelhetjiik, mint a csoportok kozotti izomorfizmust. Ha dgy
gondoljuk, hogy két hatds ekvivalens, akkor megadhatjuk azt a bijekciot, amely ezt megmutatja. Ha azt
gondoljuk, hogy nem, akkor egy olyan tulajdonsigot kereshetiink, ami az egyiknek megvan, a masiknak
nincs, de hatdsnal megdrzddik.

Ilyen tulajdonsag példdul a hatds magja, vagy az egyes g € G elemekhez tartoz6 permutaciok ciklusszer-
kezete. Konny(i megmutatni, hogy ekvivalens hatdsokndl tetszéleges g elemhez tartoz6 permutiacié mindkét
hatds esetében ugyanannyi ciklusbdl all, és az egymasnak megfeleld ciklusok hosszai is ugyanazok. Hiszen
ha az x — g=xx permutéciondl (x|, ..., x;) egy ciklus, akkor a vele ekvivalens hatdsban («(x1), ..., o(xy))
is ciklus lesz. Hasonléan megmutathatd, hogy ekvivalens hatdsndl az egymdsnak megfelels elemek stabili-
z4tora is ugyanaz.

Eszerint 1, %, és x4 paronként nem ekvivalensek, hiszen a g elemnek megfelel6 permutacio ciklusszer-
kezete, mint lattuk, mds és més a hdrom esetben. Azt mdr igazoltuk, hogy *; és *s ekvivalensek. Ezekkel
ekvivalens a x5 is. Példaul

l+2 21 34 43

ekvivalenciat 1étesit x; és x3 kozott.
4.12.7. A g x (aH) = gaH szorzas joldefinialt, mert ha aH = bH, akkor gaH = gbH. Hatast kaptunk,

mert
g1*%(grxaH)=gigaH = (g1g) xaH, é 1x(aH)=1aH =aH.
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Ez a hatds tranzitiv, mert a *x (1H) = aH, vagyis az 1 H palydja az 6sszes bal mellékosztalyt tartalmazza.
Az a H stabilizatora azon g elemekbdl all, melyekre gaH = aH. De

gaH=aH <= a'gaec H <= geaHa .

A 4.12.3. Gyakorlat szerint a hatas magja e stabilizatorok metszete, és G /N izomorf S egy részcsoportjaval.
Végiil ha H egyelem, akkor az a H mellékosztilyt az a elemmel azonosithatjuk. Igy g x a = ga, a g-vel
valé balszorzds pedig a Cayley-tételben szerepld permutacio.

4.12.8. A G hatasat X -en ugyanugy *-gal fogjuk jelolni, mint G hatdsat a H szerinti bal mellékosztalyokon.

Legyen a(aH) = a * x. Megmutatjuk, hogy az o leképezés joldefinidlt. Tegyiik fol, hogy aH = bH.
Ekkor vanolyan & € H, hogy b = ah. Mivel H az x stabilizétora, hxx = x, ésigy bxx = (ah)*xx = axx.
Ezérta(bH) =bxx =axx = a(aH), vagyis a tényleg jéldefinilt.

Mivel G tranzitiven hat X-en, az « sziirjektiv. Belatjuk, hogy injektiv is. Ha a(a H) = «(bH), akkor
ax*x =bx*x,azaz (a~'b) * x = x, ahonnan a~'b € H. EzértaH = bH, vagyis « tényleg injektiv.

Végiil be kell latni, hogy a(g x aH) = g * a(aH). Ez vildgos, mert mindkét oldalon (ga) * x szerepel.

4.12.10. Ha adottak a paronként kiillonboz6 xy, . . ., x,,_» és az ugyancsak paronként kiilonb6z6 yy, ..., y,—2
pontok, akkor jeldlje a két kimarad6 pontot x,_; és x,, illetve y,—; és y,. Az S,-ben két olyan permuticié
van, amely i < n — 2 esetén mindegyik x; pontot y;-be viszi. Az egyiknél x,_; az y,_;-be megy, ezt
jelolje f. A madsikndl x,_; az y,-be megy, ezt jelolje g. Nyilvdn f = g o (x,—1, x,). Ezért f és g koziil
pontosan az egyik lesz paros permuticio.

4.12.12. Ha a G < Sy csoport szigorian k-tranzitiv, akkor minden x € X pont stabilizitora szigordan
k — 1-tranzitiv részcsoportja Sy_(,j-nek. Valdban, a 4.12.11. Allitds miatt ez a stabilizdtor k — 1-tranzitiv.
Ha lenne két eleme, amely az x,, ..., x; € X — {x} pontrendszert y,, ..., y» € X — {x}-ba viszi, akkor ez
a két elem az x, x, ..., x; pontrendszert x, y,, ..., yx-ba vinné, ami ellentmond annak, hogy G szigorian
k-tranzitiv.

Megforditva, ha G < Sy tranzitiv, és van olyan x € X pont, amelynek a stabilizatora szigordan k — 1-
tranzitiv Sx_(y-ben, akkor G az Sx-nek szigortan k-tranzitiv részcsoportja. Valoban, a 4.12.11. Allitas
miatt a G csoport k-tranzitiv. Tegyiik fol, hogy g; és g, is olyan elemek, amelyek x;-t y;-be viszik minden
1 <i < k-ra. Ekkor g = g1g, ! az 6sszes x; pontot fixdlja. Mivel G tranzitiv, van olyan & € G, melyre
h(x;) = x, és igy hgh™' fixdlja az x = h(x), ..., h(x;) elemeket. Ezért hgh~! benne van az x pont
stabiliz4tordban, és mivel ez szigortian k — 1-tranzitiv, hgh~' = id, vagyis g = id, és igy g, = g».

4.12.14. Legyen G = AGL(n,T). A0 € V = T" stabilizdtora pontosan a linedris leképezésekbdl

all. A linedris algebrdbdl ismert el6irhatdsdgi tétel szerint minden by, ..., b; fiiggetlen vektorrendszer
minden cy, ..., ¢ fliggetlen vektorrendszerbe elvihetd alkalmas invertdlhaté linedris leképezéssel. Ezért

a GL(n, T") csoport tranzitiv a V nem nulla vektorainak halmazan. Mivel az x + x + v eltoldsok csoportja
tranzitiv V-n, a4.12.11. Allitds miatt G mér 2-tranzitiv a V halmazon.

Az AGL(n, T) pontosan akkor lesz szigordan 2-tranzitiv, ha n = 1. Valdban, ehhez a fentiek szerint
az sziikséges és elégséges, hogy az invertdlhaté linedris leképezések szigordan 1-tranzitivan (mdas néven
reguldrisan) hassanak a V — {0} halmazon, vagyis hogy egy rogzitett v % 0 vektor stabilizitora egyelemi
legyen. Ez tényleg akkor igaz, ha n = 1, hiszen ha v és w fiiggetlen vektorok, akkor amellett, hogy v képe
v, a w képe w és v + w is lehet egy invertdlhatd linedris leképezésnél. Ha viszont n = 1, akkor egy v-t
fixalo linedris leképezés csak az identitas lehet.

Az AGL(n, T) csoportok koziil pontosan AGL(1, Z3) = S5 és AGL(n, Z,) lesz 3-tranzitiv. Az elsd
szigordan 3-tranzitiv is, a masodik akkor szigordan 3-tranzitiv (és egyben 4-tranzitiv), han = 2 (ez az
AGL(2, Z;,) = S4 csoport szokdsos hatdsa a négyelemi halmazon).

Valéban, tegyiik fol, hogy az AGL(n, T') csoport 3-tranzitiv. Ismét legyen v # 0 rogzitett vektor, és
tekintsiik azokat a linedris leképezéseket, amelyek v-t fixdljadk. Ezek tranzitivan kell, hogy hassanak a
V — {0, v} halmazon. Ha A € T, melyre A # 0, 1, akkor Av fixen marad (hiszen v fixen marad). Ez
csak dgy lehetséges, ha V. = {0, v, v} (azaz n = 1 és |T| = 3), vagy ha egyéltaldn nincs ilyen A, azaz
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|T| = 2. A Galois-elméletr6l szol6 fejezetben latni fogjuk (de konny(i szdmoldssal is ellendrizhet6), hogy
minden kételemd test izomorf Z,-vel, és minden haromelem test izomorf Z;-mal. Ezért az els6 esetben az
AGL(1, Z3) = S5 csoport szigorian 3-tranzitiv hatdsat kapjuk a hdromelemi halmazon. A mésodik esetben
kapott AGL(n, Z;) csoport is 3-tranzitiv, hiszen barmely w ¢ {v, 0} vektor fiiggetlen v-t6l, és igy minden
0-tdl és v-tdl kiilonbozd vektorba elvihetd invertdlhat6 linedris transzformaciéval. Ez utébbi csoport csak
n = 2 esetén lesz szigordan 3-tranzitiv (mert egy harmadik bézisvektor akkor is elmozdulhat, ha az els6 és
a masodik fix).

4.12.17. Az allitas a 4.12.12. Gyakorlat gondolatmenetével adédik (amikor £ = 1). Ha az x pont stabili-
zatora egyelemd, akkor a palydjanak a hossza G rendjével egyenld. Ha G tranzitiv is, akkor ez a pontok
szama, vagyis a csoport foka.

4.12.19. A Cayley-tételben a g elemhez tartoz6 permutacioé a g elemmel vald balszorzas. Minden stabilizator
egyelem, mert ha gx = x, akkor g = 1. A csoport tranzitiv is, hiszen az x € G pontot y € G-be elvihetjiik
a g = yx~! elemmel. Megjegyezziik, hogy megforditva, minden reguldris permutdciécsoport ekvivalens a
Cayley-tételben megadott hatdssal a 4.12.8. Feladat miatt.

4.12.21. A palyédkrdl tudjuk, hogy ekvivalenciarelaciét alkotnak. Ha x és y egy palydn van, akkor g € G
esetén gxx és g*yis egy pilydn van: az x-et és y-t tartalmaz6 palydn. Igy kongruencidt kaptunk. A csoport
pontosan akkor tranzitiv, ha az egész X egyetlen pélya, vagyis ha ez az 1x kongruencia.

4.12.22. Mivel 4tl6t minden egybevagdsag atléba visz, a megadott particié tényleg kongruencia. Ugyancsak
nemtrividlis kongruencidt kapunk, ha a csicsokat két szabédlyos haromszogre bontjuk. Koénnyli meggon-
dolni, hogy nincs mds nemtrividlis kongruencia.

4.12.23. Csak a két trividlis kongruencia van. Tegyiik fol, hogy a P # Q pontok kongruensek egy ~ kongru-
encianal. Jelolje Y a P pont osztalyat a ~ kongruencidnal, be kell 1atni, hogy Y az egész sik. A 4.1.34. Gya-
korlat szerint az egyforma hosszi szakaszok mozgassal egymasba vihetdk, és igy barmely két olyan pont
~-reldciéban 4ll, melyek tavolsdga ugyanaz, mint P és Q tavolsidga. Ezért elegendé megmutatni azt, hogy
a kongruens pontparok k6zott minden pozitiv valés tdvolsag el6fordul.

A P koriili Q-t tartalmazé koérvonal minden pontja benne van Y-ban, tehat ezek egymadssal is kongru-
ensek. Ha tehat e kor sugara r, akkor megkaptuk a 0 és 2r kozotti osszes tavolsagot. Egy 2r tavolsagu
pontparbdl kiindulva a 0 és 4r kozotti tavolsdgokat is megkapjuk, és igy tovabb.

4.12.24. Ha A és B két osztdlya a ~ kongruencidnak, a € A és b € B, akkor a tranzitivitds miatt van olyan
g eleme a csoportnak, melyre g x a = b. Mivel ~ kongruencia, g az A minden elemét egy B-beli elembe
viszi. De a g hatdsa permutécio, ezért injektiv az A halmazon, és igy A elemszama legfeljebb akkora, mint
B elemszama. Az A és B szerepét megcserélve |A| = |B| ad6dik.

4.12.25. Csak annyit kell végiggondolni, hogy a kongruencidk, illetve a részcsoportok kdzott megadott két
leképezés egymads inverze.

Ha H < K < G, akkor az ehhez tartozé ~ kongruencidndl g, * x ~ g, * x akkor és csak akkor, ha
gf] g € K. A ~ kongruencidhoz azt a részcsoportot rendeltiik, amelyben a g elem pontosan g * x ~ x
esetén van benne. Be kell latni, hogy ez K, vagyis hogy g € K pontosan akkor, ha g xx ~ x. De g xx ~ x
akkor és csak akkor, ha g7'1 € K a ~ definici6ja miatt, azaz ha g € K.

Megforditva, ha ~ adott, akkor az ehhez tartozé K részcsoportban azok a g elemek vannak, melyekre
g *x ~ x. A K-hoz tartozé relaciondl g; * x és g, x x akkor és csak akkor vannak egy osztdlyban, ha
gl_lgz € K. Be kell tehat latni, hogy gl_lgz € K akkor és csak akkor, ha g1 xx ~ grxx. De gy xx ~ go*x
akkor és csak akkor, ha x ~ 81_1 g2 * x, ezért ez az allitds is igaz.

4.12.31. Ha a bizonyitdson végigmegyiink n = 5 esetén, akkor a kdvetkezbkre jutunk. Az N normélosztd
most sem tartalmazhatja a H stabilizdtort. Ha NN H = {1}, akkor ebben az esetben is kideriil, hogy
N otelem, és ennek 1-t61 kiilonboz6 elemein H konjugaldssal dgy hat, amilyen A4 szokdsos hatdsa, vagyis
2-tranzitivan. Ez lehetetlen, hiszen N 6todrendd ciklikus csoport, amelynek az automorfizmus-csoportja
Zs csak négyelemti. Azonban most N N H még lehet a H = A4 csoport egyetlen nemtrividlis (Klein-féle)
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normalosztdja is. Ezt az esetet némi szdmoldssal ki lehet zarni (kijon, hogy N csak 20-elemd lehet, de akkor
az otosciklusok nem férnek el benne).

4.12.34. Ha G < Sy Frobenius-csoport, akkor H # {1} (mert G nem regularis), és H # G (mert G tran-
zitiv). A 4.5.37. Gyakorlat miatt gHg~' a g(x) pont stabilizdtora. Mivel g ¢ H, ezért g(x) # x. Tehat
H N gHg™! elemei két pontot fixdlnak, és Frobenius-csoportban ilyen elem csak az identitds lehet.

Megforditva, a H szerinti mellékosztalyokon valé hatdsban a stabilizatorok pontosan a H konjugéltjai
(a4.12.7. Gyakorlat miatt). fgy ez a hatds hii, vagyis G az S, részcsoportjanak tekinthet, ahol n = |G : H|.
A H barmely két konjugaltja csak az egységelemben metszi egymdst, mert az aHa~' NbHb~! metszetet
a~'-gyel konjugdlva H NgHg~! adédik, ahol g = a~'b, és errdl tudjuk, hogy egyelem(. Ha tehit egy
permutéciénak két fixpontja van, akkor két pont stabilizatoraban is benne van, tehat az identitds. A csoport
tranzitiv, hiszen a H mellékosztdlyain valé hatds az, és nem reguldris, mert H nemtrividlis részcsoport.

A kapott Frobenius-csoport N magjidban azok az elemek vannak az egységelemen kiviil, melyeknek
nincs fixpontja, tehat amelyek H egyetlen konjugdltjdban sincsenek benne. Az N tehat konjugaltosztalyok
egyesitése, és igy ha részcsoport, akkor normaloszté is. A H -ra kirétt feltétel miatt N (H) = H, igy H-nak
n konjugdltja van. Ezek paronként diszjunktak (az egységelemet leszadmitva), és ezért a mag elemszdma
|G| —n(|H| — 1) =n,hiszenn = |G : H|. Nyilvain HNN = {1}, ésigy INH| = |N||H| = n|H| = |G]|.
Ezért NH = G.

4.12.35. Az S5 az {1, 2, 3} halmazon hat, a mag az {id, (123), (132)}, a komplementumok a 2-Sylow rész-
csoportok. A D,,.1 a szabdlyos 2n + 1-sz0g cstcsain hat, a mag a forgatdsokbdl all, a kételemd komple-
mentumokat egy-egy tiikrozés generdlja. Az S3 el6bbi hatdsa ennek specidlis esete han = 1.

Az A4 az {1, 2, 3,4} halmazon hat, a mag a négyelem{ Klein-normélosztd, a komplementumok a sta-
bilizatorok, azaz a 3-Sylow részcsoportok. Végiil az AGL(1,T) a T testen hat, a mag az x + b alakd
leképezésekbdl, vagyis az eltolasokbdl all, a komplementumok a 7> csoporttal izomorfak.

4.12.36. Ha H egy primrendii részcsoport, akkor H minden konjugéltja vagy maga H, vagy pedig H-t
csak az egységelemben metszi. Ha minden g ¢ H esetén ez a masodik lehet6ség 4ll fenn, vagyis ha
N¢g(H) = H (és nem nagyobb), akkor tehat Frobenius-csoportot kapunk. A 4.11.20. Kévetkezmény szerint
egy nemkommutativ pq rendii csoportban pontosan ez a helyzet, ahol H egy ¢-Sylow részcsoport. Igy ez
tényleg Frobenius-csoport, amelyben a mag a p-Sylow, a komplementumok a g-Sylowok (és ¢ | p — 1).

4.12.37. Tegyiik fol, hogy N nemtrividlis norméloszté S,-ben. Ekkor N N A, normdlosztdja A,-nek, és
mivel A, egyszer(i csoport, ez a metszet vagy {1}, vagy A,.

A masodik esetben A, € N C S,,. De |S,, : A,| = 2, ezért A,, maximadlis részcsoport S,,-ben (4.11.7. Gya-
korlat), tehat N csak A, vagy S, lehet.

Az els6 esetben N N A, = {1}, igy N minden eleme folcserélhetd A, minden elemével (4.8.25. Gyakor-
lat). Legyen 1 # g € N, akkor g centralizatora tartalmazza A,-et, és az azon kiviili g elemet is. Mivel
A, maximadlis részcsoport, a g centralizitora S,. Ez azonban lehetetlen, mert n > 2 esetén S, centruma
egyelem (4.8.36. Gyakorlat). Ezért S,,-nek a trividlisakon kiviil csak A, lehet normalosztdja.

51 Az NN A, = {1} esetben a kovetkezOképpen is érvelhetiink. Az els6 izomorfizmustétel (4.7.25. Kovetkezmény)
miatt S, /A, =N/(NNA,),azaz N elemszama 2. A 4.8.40. Gyakorlat miatt N < Z(S,,).

4.12.38. Legyen Y az olyan k elemii rendezett sorozatok halmaza, melyek komponensei paronként kiilon-
boz6 X-beli elemek. Nyilvdn G (komponensenkénti) hatdsa akkor és csak akkor tranzitiv Y-on, ha G hatdsa
X-en k-tranzitiv. Ilyenkor tehat Y egy pdlya, és igy elemszdma osztdja G rendjének. De Y elemszdma
pontosan n(n — 1) ... (n — k 4+ 1). A szigoru k-tranzitivités azt jelenti, hogy G regulérisan hat Y-on, azaz a
stabilizatorok egyelemiiek, tehat |G| = |Y|.

4.12.39. Elég belatni, hogy a stabilizitorok egyelemtiek. Tranzitiv csoportban a stabilizatorok egymaés
konjugéltjai (4.5.37. Gyakorlat), és mivel A Abel-féle, egyenlSk. Tehdt egy pont stabiliztordnak elemei az
0sszes pontot fixdljdk, és igy minden stabilizator egyelemd.
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4.12.40. Egy kongruencia osztilyai ugyanannyi elembdl dllnak (4.12.24. Gyakorlat), ez az elemszam tehat
oszt6ja a csoport fokdnak, ami prim. Igy vagy minden osztily egyelemd, vagy csak egyetlen osztly van.

4.12.41. Az A; primitiv, mert tranzitiv és primfokd. Az A, is, mert 2-tranzitiv. Az A4 Klein-norméloszt6ja
nem primitiv. Valéban, ez reguldris permutéacidcsoport, hiszen minden stabilizator egyelemi. Ugyanakkor
a Klein-csoportban az egyelem( részcsoport nem maximalis, hiszen hdrom nemtrividlis részcsoport is van.

A D, pontosan akkor primitiv az n-szog csdcsain, ha n prim. Valéban, primfok tranzitiv csoport primi-
tiv, ha viszont n nem prim, hanem k valddi osztdja, akkor az n-szdget k darab szabdlyos n/k-szogre bontva
kongruenciét kapunk (vo. 4.12.22. Gyakorlat).

A kocka szimmetriacsoportja nem primitiv a csicsokon (a testatlok végpontjai kongruenciit adnak, mely-
nek négy darab kételem osztdlya van), sem a lapokon (szemkoztes lappdrok), sem az éleken (parhuzamos
élnégyesek).

3 Az utolsé6 két bekezdésben is felhasznédlhattuk volna a 4.12.27. Kovetkezményt. Példaul egy lap stabilizatora
a kocka szimmetriacsoportjidban nyolcelemti, és igy a Sylow-tétel miatt nem lehet maximadlis részcsoportja egy
48 = 16 - 3 elemi csoportnak.

4.12.42. Az S5 csoportban az (12) éltal generalt részcsoport nem normalosztd, és indexe harom, igy nem
hagyhat6 el az a feltétel, hogy a csoport rendje pératlan legyen. Tegyiik fol, hogy |G : H| = 3, és hogy |G|
pératlan.

Tekintsiik G hatdsat a H részcsoport szerinti bal mellékosztalyok halmazan. A 4.12.7. Gyakorlat allitasait
alkalmazzuk. A célunk annak megmutatdsa, hogy a hatds magja H, mert akkor H normdloszt6 lesz G-ben.

Jelolje a hatds magjat N, ez H konjugéltjainak a metszete, és igy N € H. Tudjuk, hogy G/N izomorf
S3 egy részcsoportjaval. Mivel G rendje paratlan, ez a részcsoport nem lehet az egész Ss, és igy rendje
legfeljebb 3. Igy |G : N| legfeljebb 3, tehit H = N.

4.12.43. Az Aut(G) akkor és csak akkor hat tranzitivan G egységtdl kiilonb6z6 elemeinek a halmazén,
ha G ’E(Z[f)” alkalmas p primre, azaz ha G egy elemi Abel-féle p-csoport. Val6ban, ha a hatds tranzitiv,
akkor G minden 1-t6] kiilonb6z6 elemének a rendje ugyanaz. Mivel minden nemtrividlis véges csoportban
van primrendii elem, ez a kozos rend egy p primszam. Igy G a Cauchy-tétel miatt egy p-csoport. Ennek
centruma nem egyelemd. Ha 1 # g € Z(G), akkor g-t minden automorfizmus Z(G)-be viszi. Mésrészt a
tranzitivitas miatt barmely egységtdl kiilonbozd elembe elvihetd, és igy Z(G) = G, vagyis G Abel-csoport.
Az alaptétel miatt G é(Z;)". Ezt a csoportot a 4.9.35. Gyakorlat szerint egy Z, folotti V' vektortérnek
tekinthetjiik, melynek automorfizmus-csoportja GL(n, Z,). A linedris algebra el6irhat6sédgi tétele miatt
barmely nem nulla vektor bairmely masikba elvihetd egy linedris transzformaciéval, és igy a (Z;)" csoportok
megfelel6k.

Az Aut(G) akkor primitiv a G — {1} halmazon, ha G = Z], vagy G E(Z;r ). Valdban, az el6z06 bekezdés
szerint ilyenkor G egy n-dimenzids V vektortérnek tekinthet6 Z, f6l6tt. Ha a hatds primitiv, akkor minden
v # 0 vektor stabilizdtora maximalis részcsoport. Ennél nagyobb lesz az a K < Aut(G), amelynek elemei
a v vektort a v valamilyen skaldrszorosdba viszik, kivéve ha a test kételem(. Ha viszont K = GL(n, Z,),
akkor n = 1, és ekkor a primitivitas azzal ekvivalens, hogy Z; -nek nincs nemtrividlis részcsoportja, azaz
p — 1 prim, és mivel ez péros, csak 2 lehet, azaz p = 3. A (Zj)” megfelel a feltételeknek, mert 2-tranzitiv
is (4.12.14. Gyakorlat).

4.12.44. A palyak kongruenciat alkotnak, tehat ha csak trividlis kongruencia van, akkor ez a kongruencia
vagy lx (azaz a hatds tranzitiv), vagy Ox (amikor minden elem identikusan hat). Az utébbi esetben minden
particié kongruencia, tehat ha csak trividlis kongruencia van, akkor a pontok halmaza kételemd.

4.12.45. Az Utmutatéban megadott jelolésekkel legyen ¢ € G és n € K. Az N norméloszté tranzitiv, ezért
van olyan m € N, hogy m(x) = g~'(x). Mivel N Abel-féle, nm = mn, tehit

ng~'(x) = nm(x) = mn(x) ~ m(x) = g ' (x),
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és innen gng~'(x) ~ x, azaz gng~' € K. Az nyilvdnvalé, hogy K részcsoport, és igy normaloszts. Az

N minimalitdsa miatt K = {1} vagy K = N. Az els0 esetben ~ a Ox (hiszen az osztilyai egyformdk).
A masodikban N tranzitivitdsa miatt x osztalya az egész X.

J1 A feladatot talan konnyebb tigy megoldani, hogy ,.leforditjuk™ az allitdst egy stabilizator mellékosztalyain valé
hatésra, és igy ,.tiszta” csoportelméleti allitdst kapunk. Azt kell megmutatni, hogy ha N Abel-féle minimalis
norméloszté G-ben, és H részcsoport (egy stabilizdtor), melyre N H = G (ez felel meg annak, hogy N tranzitiv),
akkor H maximadlis részcsoport. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be. Ha H < L < G, akkor az LNN
normalizatora tartalmazza N-et, hiszen N Abel, de tartalmazza L-et is, hiszen N <G miatt LN N < L. fgy
Ng(LNN) tartalmazza NL > NH = G-tis, vagyis LN N <G. Az N minimalitdsa miatt vagy LN N = N
(ebben azesetben N C L, vagyis G = NH C L miatt L = G), vagy pedig L N N = {1} (ebben az esetben pedig
L = H a moduldris szabdly, vagyis a 4.7.30. Gyakorlat miatt). Konnyli meggondolni, hogy a fenti megoldas
val6jdban a most mutatott gondolatmenetnek a ,,visszaforditdsa” a permutacidcsoportok nyelvére.

4.12.46. Tekintsiik a 4.2.33. Feladatbdl mar ismert grafot az X = {1, 2, ..., p} halmazon: b és c akkor le-
gyen Osszekotve, ha (bc) € G. Elég beldtni, hogy ez 6sszefiiggs. Ha g € G, akkor g(bc)g~! = (g(b), g(c)),
azaz G elemei éltartok, és igy komponens képe komponens lesz. Ezért a graf komponensei kongruenciat
alkotnak X-en. Mivel G tranzitiv és primfoku, ezért primitiv. Van benne transzpozici6, igy a kapott kong-
ruencia nem a Oy, tehat csak 1y lehet.

Mdsodik megoldds. Mivel van p hosszu palya, |G| oszthaté p-vel, igy Cauchy tétele miatt van G-ben
p rendi elem. Ez csak p hosszu ciklus lehet. Alkalmas hatvanyat véve a G-ben levd transzpozicié elemei a
ciklusban szomszédosak lesznek, tehat a 4.2.28. Gyakorlat miatt készen vagyunk.

4.12.47. Ha n > 8§, akkor a Cayley-tétel miatt van, kiilonben nincs. A kvaterniécsoportban ugyanis minden
1-t61 kiilonboz6 elemnek hatvanya a —1. Ha tehat egy x pont nem fixpontja a —1-hez tartoz6 permuticionak,
akkor nem fixpontja a tobbi hat nem identikus permutdciénak sem. Ezért az x stabilizdtora egyelemti, vagyis
palyaja nyolcelemd.

4.12.48. Legyen H egy k index{ részcsoport, a k > 1 feltétel azt jelenti, hogy H < G. Tekintsiik G hatdsat
a H szerinti bal mellékosztilyokon. Ennek magja nem G (hiszen a mag a H konjugéltjainak a metszete
a 4.12.7. Gyakorlat miatt, és H < G). Mivel G egyszer(i, ez a mag csak az egységelembdl all, és igy a
4.12.7. Gyakorlat szerint G bedgyazhat6 Si-ba.

Specidlisan ha H egy k index{ valédi részcsoport A, -ben, akkor A, bedgyazhat6 Si-ba. Ezért n!/2 < k!.
Innen konny beldtni, hogy n < k (a kivétel csak az, hogy 2!/2 < 1!, de tudjuk, hogy k > 1). Ezért A, -ben
minden valédi részcsoport legalabb n indexd. Ilyenek persze vannak is, példdul a pontok stabilizatorai.

Legyen most H egy k indexi valddi részcsoport S,-ben. Ha a H bal oldali mellékosztdlyain val6 hatés
N magja csak az egységelembdl all, akkor n! < k!, azaz n < k. Ha nem, akkor N nemtrivialis norméaloszto.
Han > 5, akkor ez csak A, lehet (4.12.37. Gyakorlat), és N < H < G miatt ekkor H = A,. Vagyis
n > 5 esetén az A,-en kiviil S, minden valédi részcsoportjdnak az indexe legalabb n. Most is minden pont
stabilizdtora n indexd.

Ugyanez a gondolatmenet n = 3 esetében is érvényes, mert a 4.8.15. Allitds miatt S egyetlen nem-
trividlis normdlosztéja As. Az S4 csoportban viszont van harom index{ részcsoport is, példaul a négyzet
szimmetriacsoportja (azaz Dy).

4.12.49. A G véges csoport G < Si Cayley-reprezentéci6jaban a g elem balszorzassal hat. Ezért az x € G
ciklusa (x, gx, ..., g5 'x). Bz az els6 olyan k-ndl ér véget, amikor gg*~'x = x, vagyis ha g* = 1. Ezért
minden ciklus hossza o(g), és igy a ciklusok szdma |G|/o(g). Ez pontosan akkor pdratlan permuticio, ha
g rendje péros, de |G|/o(g) paratlan, vagyis ha (|G| pdros és) o(g) oszthat6 egy 2-Sylow rendjével. Tehat
akkor és csak akkor van a G-ban pdratlan permutécié, ha a G csoport 2-Sylowja ciklikus.

Ebben az esetben a G részcsoportot az Ag <S¢ alternalé csoport egy valédi normalosztéban metszi,
aminek az indexe az elsd izomorfizmustétel miatt 2 lesz. Ha G egyszerd, és van 2 index{i normdlosztdja,
akkor G a kételemti ciklikus csoport.
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4.12.50. Ha a G egyszerii csoport rendje 1960 = 23 .5 - 72 lenne, akkor a 7-Sylowok szdma csak 8 lehetne a
Sylow-tétel miatt, tehét a 4.12.48. Feladat miatt G bedgyazhato lenne Sg-ba, de annak rendje nem oszthat6
49-cel.

Ha G rendje 120 = 23 - 3 - 5, akkor az 5-Sylowok szdma csak 6 lehet, ezért a 4.12.48. Feladat miatt
G bedgyazhat6 Sg-ba, s6t a 4.12.49. Feladat megolddsdban haszndlt gondolatmenet miatt Ag-ba is (kiilon-
ben lenne benne 2 indexii normdlosztd). De akkor G indexe Ag-ban 360/120 = 3 lenne, ami ismét a
4.12.48. Feladat miatt lehetetlen, hiszen Ag is egyszer.

Végiil tegyiik fol, hogy G rendje 180 = 2% - 32 . 5. Az imént hasznalt gondolatmenetbd] litszik, hogy
G-nek nem lehet 7-nél kisebb index{i valddi részcsoportja (mert akkor G bedgyazhat6 lenne Ag-ba 2 index
részcsoportként, ami lehetetlen). Az 5-Sylowok szdma a Sylow-tétel szerint vagy 6, vagy 36. De 6 nem
lehet, mert nincs 6 index{ részcsoport. Tehat az 5-Sylowok szdma 36.

41 Ha hasznélhatnank a 4.12.33. Frobenius-tételt, akkor készen lennénk. Ugyanis az 5-Sylow normalizdtora 6n-

maga, és igy a 4.12.36. Gyakorlat miatt G Frobenius-csoport, vagyis a magja nemtrivialis norméloszté. Erdemes
azonban tovdbb dolgozni, hogy elemi bizonyitdst kapjunk.

Az 6todrendd elemek szdma 36(5 — 1) = 144. A 3-Sylowok szama sem lehet 4 (mert nincs 4 index
részcsoport), ezért ez 10. Ha a 3-Sylowok paronként diszjunktak lennének, akkor mar nem férnének el a
3-hatvanyrend( elemek. Tehat alkalmas P; és P, 3-Sylowokra a H = P; N P, elemszama 3. Ekkor Ng(H)
tartalmazza P;-et és P,-tis. A Sylow-tételt N (H )-ra alkalmazva kapjuk, hogy a 3-Sylowok szdma legalabb
4 (nem lehet 1, mert ebben a csoportban P; és P, is benne van). fgy Ng(H) rendje legaldbb 9 - 4 = 36, de
akkor indexe legfeljebb 5, ami ismét lehetetlen.

4.12.51. Mivel G tranzitiv, az X elemszama osztja G rendjét, azaz |G| paros. Tegyliik fol, hogy |G| = 4k+2.
Ekkor a 4.12.49. Feladat miatt G-ben van egy kett6 indexti N normaloszté. Mivel G primitiv, N tranzitiv,
és igy X elemszama osztja N rendjét, ami lehetetlen, mert |N| paratlan.

4.12.52. Tranzitiv hatdsban a stabilizdtorok konjugaltak (4.5.37. Gyakorlat), ekvivalens hatdsokban a sta-
bilizatorok ugyanazok a részcsoportok. Ha tehdt a H szerinti mellékosztdlyokon valé hatds ekvivalens a
K szerinti mellékosztalyokon valé hatdssal, akkor (mivel H is és K is stabilizatorok a megfeleld hatdsban),
H és K konjugdltak.

Megforditva, ha K konjugédltja H-nak, akkor (a 4.12.7. Gyakorlat miatt) K is stabilizator a H mellékosz-
talyain vald hatdsban. A 4.12.8. Feladat miatt minden tranzitiv hatas ekvivalens egy tetszdleges stabilizator
szerinti mellékosztdlyokon valdé hatdssal. Tehdt a H szerinti mellékosztdlyokon valé hatds ekvivalens a
K szerintivel.

4.12.53. A feltétel az, hogy minden 1 # h € H esetén ¥ (h) fixpontmentes automorfizmusa legyen N-nek
(azaz csak az egységelemet fixdlja).

Valéban, a v (h) automorfizmus szemidirekt szorzatban a A-val valé konjugalds az n-en. Han # 1
fixpontja a v (h)-nak, akkor hinh~! = n, vagyis hn = nh. Ekkor azonban & € nHn~' N H, ami lehetetlen,
ha azt akarjuk, hogy H a Frobenius-csoport komplementuma legyen (v6. 4.12.34. Gyakorlat).

Megforditva, tegyiik fol, hogy tetszdleges i # 1 esetén v (h) fixpontmentes. Legyen g € G — H, ekkor
g =nk,ahol 1 #n € Nésk € H. Nyilvin gHg™! = nkHk 'n~! = nHn™!, és igy elegendd belatni,
hogy n # 1 esetén H NnHn~' = {1}. Ha ez nem igy van, hanem ez a metszet tartalmazza az nhn~' # 1
elemet, ahol & € H, akkor nhn~'h~™' € HN N, mert N normaloszté. Ezért ez az egységelem, ahonnan
nh = hn, tehat a h-val val6 konjugdlds fixdlja az n elemet.

J1 Konnyti megmutatni, hogy egy Frobenius-csoport ,.természetes” (vagy ami ezzel ekvivalens, a H komplemen-
tum mellékosztdlyain vald) hatdsa ekvivalens a csoportnak az N magon val6 azon hatdsaval, amelynél N elemei

balszorzdssal, H elemei konjugdldssal hatnak. (Ezt 1ényegében be is lattuk a 4.12.30. Tétel bizonyitdsdban.)
Ennek az észrevételnek a felhasznaldsaval a fenti szdmolds némileg rovidebbé és természetesebbé tehetd.

4.12.54. Tekintsiik H hatdsat konjugdldssal az N egységtdl kiilonb6zd elemein. Minden n € N stabiliza-
tora egyelemd, hiszen a 4.12.53. Gyakorlat miatt H elemei fixpontmentesen hatnak. Ezért minden palya
elemszama |H|.
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4.13. Feloldhato és nilpotens csoportok

4.13.6. Ha egy csoportnak van olyan kompoziciéldnca, amelyben a faktorok primrendd ciklikusak, ak-
kor mivel ezek kommutativak, a csoport feloldhat6. Megforditva, tegyiik fol, hogy a G véges csoportnak
van olyan normadlldnca, amelyben a faktorok kommutativak. Ha ezt elkezdjiik finomitani, akkor ez azt
jelenti, hogy az N < K ko6zé betoldunk egy M-et, melyre N <M < K. A mdsodik izomorfizmustétel mi-
att K/ M =(K/N)/(M/N), tehat ha K /N Abel, akkor ennek minden faktorcsoportja, specidlisan K /M is
Abel. Ugyanakkor M /N részcsoportja K /N-nek a 4.7.24. Tétel miatt, és igy szintén kommutativ. Vagyis
egy finomité 1€pés sordn megmaradt a ldnc azon tulajdonsdga, hogy minden faktora Abel. Mivel G véges,
az eredeti normalldncot véges sok lépésben kompoziciélanccd finomithatjuk. Ebben szintén minden faktor
kommutativ lesz, de egyuittal egyszeri csoport is. A kommutativ egyszerii csoportok azonban a primrendi
ciklikusak (4.8.3. Kovetkezmény).

Ha G egyszert, akkor az egyetlen kompozicidfaktora maga G, ennek kell primrendi ciklikusnak lennie
ahhoz, hogy G feloldhaté legyen.

4.13.7. Az S, primrendd ciklikus. Az S3-ban {id} <{id, (123), (132)} < S5 olyan kompoziciéldnc, amelyben
minden faktor Abel-féle. Az S, esetén

{id} <{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} <« A4 < S4

olyan normélldnc, amelynek faktorai Abel-csoportok (hiszen a 4.8. szakaszban meghataroztuk S 0sszes
normalosztéit, és lattuk, hogy a fenti négyelemii normdloszt6 a Klein-csoporttal izomorf).

Az E(2) csoport a 4.9.19. Gyakorlat szerint az eltoldsokbdl all6 N normaloszténak €s egy tetszbleges
P pont stabilizatoranak a szemidirekt szorzata. Ez a stabilizator a P koriili forgatasokbdl 4ll, és az SO(2)-vel
izomorf kommutativ csoport, ami G/N-nel izomorf. Tehat az {id} <« N <E(2) norméllanc mutatja, hogy
E(2) feloldhaté.

4.13.8. Az A x B direkt szorzat egy norméllancat elkészithetjiik tigy, hogy vessziik A egy normallancat,
és a lanc mindegyik tagjat direkt megszorozzuk {1z}-vel (ekkor felériink A x {1z}-ig), majd ezt folytatva
vessziik B egy normallancat, és ennek minden tagjat direkt megszorozzuk A-val. A 4.9.28. Gyakorlatbol
adédik, hogy

(K x{1gD)/(Lx{1gHEK/L é (AxM)/(AxNYZM/N.

Ezért a kapott lancnak a faktorai az eredeti két lanc faktorai lesznek egyiittvéve. Ezzel belattuk, hogy két
feloldhat6 csoport direkt szorzata is feloldhatd. Ezt kétszer alkalmazva kapjuk, hogy Si x Zi x ZF is

feloldhat6, és gy kompoziciéfaktorait a rendjérdl leolvashatjuk: 24 - 3 - 2 = 2432, tehdt négy Z; és két
Z szerepel.

4.13.16. Jelolje G© a G csoport kommutitorlancénak feliilr6l szdmitott i-edik elemét (ahol tehét i darab
vessz6t képzeliink G-re, precizen G© = G és GV a G® kommutitor-részcsoportja). A 4.8.23. Allitds
szerint N/N' mindig Abel-csoport, és megforditva, ha N/K Abel-csoport, akkor N’ € K. Ha tehit a
G csoportnak van olyan

{1} = Ng<N;<...<N,_»<N,_1<N, =G.

normalldnca, amelyben a faktorok kommutativak, akkor indukciéval azonnal lathatjuk, hogy G < N, _;
minden i-re. Specidlisan G™ = {1}, vagyis a kommutatorldnc leér. Megforditva, a kommutétorlanc faktorai
kommutativak, tehéit ha ez a lanc leér, akkor a csoport feloldhat6.

A 4.8.47. Gyakorlat miatt a kommutétor-részcsoport karakterisztikus. Tudjuk, hogy karakterisztikus rész-
csoport karakterisztikus részcsoportja is karakterisztikus (4.8.18. Gyakorlat), ezért a kommutétorldnc min-
den eleme karakterisztikus, specidlisan norméloszto.

4.13.17. Legyen H részcsoport a G feloldhaté csoportban. Indukciéval azonnal latjuk, hogy H < G@
(ezt a jelolést az el6zd feladat megoldasaban definidltuk). Mivel G feloldhatd, van olyan n egész, hogy
G™ = {1}. De akkor H™ = {1}, vagyis H is feloldhato.
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Ha N normaloszté a G feloldhat6 csoportban, akkor a 4.8.48. Feladat miatt
(G(i)N)’: [G(i)N, G(i)N] — [G(i), G(i)][N, G(i)][G(i), N][N, N] C G(i+1)N’

hiszen [G?, GV] = GUTD. Ez azt jelenti, hogy (G¥'N)/(GTVN) Abel-csoport. Ezért a masodik izo-
morfizmustétel miatt a G N /N norméloszték olyan normalldncét képezik a G/N faktorcsoportnak, mely-
nek faktorai kommutativak.

J1 Az Olvasoénak javasoljuk, hogy a feladat allitdsait probédlja meg kommutator-részcsoport felhasznédldsa nélkiil
kihozni az izomorfizmustételekbdl.

4.13.18. Tekintsiik G/N egy olyan normélldncét, amelynek faktorai kommutativak, és vegyiik a ldnc mind-
egyik elemének teljes inverz képét G-ben. Ekkor egy olyan ldncot kapunk, amely G-t6l N-ig halad le, és a
maésodik izomorfizmustétel miatt a faktorai kommutativak. Flizziik ehhez hozz4 N egy olyan normaéllancit,
amelynek a faktorai szintén kommutativak. A kapott ldnc bizonyitja, hogy G feloldhato.

Ha N és K feloldhaté normalosztdk, akkor NK/N = K /(K N N) feloldhat6 az el6z6 feladat miatt, hi-
szen K-nak homomorf képe. De akkor az N K csoportban az N normadloszté is, a szerinte vett faktor is
feloldhatd, tehat a feladat elsG része miatt N K is az.

4.13.25. Az Utmutatéban szerepld allitdsok egyszer(i métrixszorzdssal igazolhatdk, és kovetkezik bel-
liik, hogy UT(n, T) nilpotens. Alljon ugyanis N; az E 4+ K alaki matrixokbél, ahol K € U,_;. Ekkor
N,_1 = UT(n,T), és [N,_1, N;] C N;_; az Utmutatébeli (3) Osszefiiggés miatt, vagyis ez egy centrélis
lanca UT(n, T)-nek. A 4.11.25. Gyakorlat miatt T(n, T)/UT(n, T) Abel, és igy T(n, T) feloldhaté.

4.13.26. Egy Abel-csoport minden kompozici6éfaktora egyszerli Abel-csoport, azaz primrendd ciklikus (14sd
a 4.13.6. Gyakorlat megoldasat). Ezért ha van kompoziciélanca, akkor minden faktor véges, és igy a cso-
port is véges. Megforditva, minden véges csoportnak van kompozicidlanca. Igy példakat kaptunk olyan
csoportra, amelynek nincs kompoziciélanca (Z*, C*, és igy tovabb).

4.13.27. Ha a két prim egyenld, akkor a csoport kommutativ (4.11.3. Kovetkezmény), és igy feloldhat6. Ha
a két prim kiilonbozd, akkor a 4.11.20. Tétel miatt a csoportban van primrend(i normaloszt6. Ez kommutativ,
és a rd vett faktor is primrendd, tehat az is kommutativ.

4.13.28. Az E(3)-nak részcsoportja SO(3), ami nemkommutativ egyszer(i csoport (4.8.43. Feladat). Ez tehat
nem feloldhatd, és akkor a 4.13.17. Gyakorlat miatt E(3) sem lehet az.

4.13.29. Legyen P egy p-Sylow részcsoport G-ben, ekkor |G : P| = 4. Tekintsiik G hatdsat a P szerinti
bal mellékosztdlyokon. Ha N jeloli a hatds magjat, akkor a 4.12.3. Gyakorlat szerint G/N izomorf S,
egy részcsoportjaval, és igy feloldhaté. Ugyanakkor N € P, ami P-csoport, és igy N szintén feloldhato.
A 4.13.18. Feladat miatt tehat G is feloldhat6.

Ha p # 3, akkor G/N az S, egy olyan részcsoportjdval izomorf, amelynek rendje nem oszthaté harom-
mal, vagyis 2-hatvany. Ezért N indexe 2-hatvany, és igy N C P miatt csak N = P lehetséges (kiilonben
N indexe p-vel oszthat6 lenne). Ezért p £ 3 esetén P norméloszté. Ha p = 3, akkor ez nem feltétleniil van
igy, az A4 ellenpélda (4.8.16. Gyakorlat).

J1 Ha p # 3, akkor a Sylow-tételbdl is trividlis, hogy a p-Sylow normélosztd, hiszen a a p-Sylowok szdma osztéja
a 4-nek, és kongruens 1-gyel mod p. Persze a feloldhatésag is nyilvanvalé ilyenkor, hiszen a p-Sylow szerinti
faktor négyelemd, azaz kommutativ.

4.13.30. Ha N minimdlis norméloszté6 G-ben, akkor feloldhat6 (4.13.17. Feladat), és igy (a 4.13.16. Fel-
adat miatt) N’ < N. De N’ karakterisztikus részcsoport N-ben, ezért (a 4.8.18. Gyakorlat szerint) N' < G.
Az N minimalitdsa miatt N' = {1}, azaz N Abel. Az N csoportnak van primrendd eleme, valasszunk ki
egy ilyen p primet. Tekintsiik a 4.8.47. Gyakorlatban definidlt N[p] karakterisztikus részcsoportot, amely
az N azon elemeibdl 4ll, melyek p-edik hatvdnya az egységelem. Ekkor {1} < N[p], de N[p] is normadl-
osztd G-ben, tehdt N minimalitdsa miatt N[p] = N. Vagyis N minden egységtdl kiilonbdzd eleme p rendd,
és igy a véges Abel-csoportok alaptétele szerint Z[f—nak direkt hatvanya.
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4.13.31. A G csoport rendje szerinti indukcidval bizonyitunk. Legyen M maximalis részcsoport G-ben, és
N tetsz6leges minimélis normalosztd. Ekkor N M egy M -et tartalmaz6 részcsoport, és igy vagy M, vagy G.
Az els6 esetben N € M, tehat (a 4.7.24. Tétel miatt) |G/N : M/N| = |G : M| és M /N maximaélis
részcsoport G/N-ben. Az indukcids feltevést a G/N csoportban alkalmazva kapjuk, hogy M/N indexe
primhatvany, tehat készen vagyunk. A mdsodik esetben |G| = |N||M|/|N N M| mutatja, hogy |G : M|

7z

osztdja | N|-nek, ami az el6z6 feladat szerint primhatvany.

41 Az Olvas6 megkérdezheti, hogy mi volt az indukcié kezdd esete. Ezt a fajta indukciét mar megismertiik a
3.2.1. Tétel bizonyitdsdban, és akkor megtargyaltuk a logikai vonatkozdsokat is. A fentihez hasonlé bizonyita-
soknal szokds ugy is fogalmazni, hogy feltessziik: G minimélis elemszamu ellenpélda (vagyis minden kisebb
elemszamu csoportra mar igaz a bizonyitand¢ 4llitds), és ellentmonddsra jutunk.

Végiil legyen G véges, feloldhatd, primitiv permutdcidcsoport. Ebben minden pont stabilizatora maxi-

malis részcsoport (4.12.27. Kovetkezmény), amelynek az indexe az el6z6ek szerint primhatvany. Ennek a
stabilizdtornak az indexe a csoport foka, hiszen minden primitiv csoport tranzitiv.

4.14. Véges egyszerii csoportok

4.14.1. Az egyetlen olyan 60-ndl kisebb szdm, aminek harom kiilonb6z6 primosztéja is van, a 30. De
egy 30 rendi csoport feloldhatd, a 4.11.33. Feladat miatt. A fennmarad6é szamok mindegyike p*q vagy
4p® alakd, vagy primhatvany. Igy a 4.11.35, illetve a 4.13.29. Feladatok miatt készen vagyunk.

4.14.2. Elég belatni, hogy az SL(n, T') részcsoport centralizdtora GL(n, T)-ben éppen az egységmatrix nem
nulla skaldrszorosaibdl 4ll. Jelolje E*/ (i > j) azt a matrixot, amelyben az i-edik sor j-edik eleme 1,
és az Osszes tobbi elem nulla. Ekkor E 4+ E*/ invertilhatd, és a determindnsa 1, tehat SL(n, T)-ben van
(érdemes ezt Osszevetni a 4.13.25. Feladatra adott ttmutatdsban szerepld allitdsokkal). Koénnyd szdmolds
mutatja, hogy ha egy mdtrix az E + E’/ matrixok mindegyikével folcserélhets, akkor az az egységmatrix
skaldrszorosa.

Hasonl6 szdmoldssal kaphatjuk, hogy | 7| > 3 esetén a H részcsoport normalizdtora azokbdl a métrixok-
bél éll, amelyek minden sordban és oszlopdban pontosan egy nem nulla elem van, centralizatora pedig a

diagondlis matrixok csoportja. Ha |T| = 2, akkor persze H centralizatora GL(n.T).

a b ax +b
: >
¢ c d cx +d
miivelettartd, és magja a skalarmatrixokbdl (az egységmatrix skalarszorosaibdl) all. A homomorfizmustétel

szerint Im(p) = G =GL(2, T)/ Ker(g), ami definicié szerint PGL(2, T). (Azt, hogy a T U{oo} halmazon
a hatés szigordan 3-tranzitiv, belattuk a 245. oldal apré betds részének a végén.)

4.14.4. Konnyt kiszamolni, hogy

4.14.7. Legyen by, ..., b, egy bazis a g elemi T test folotti V vektortérben. Az invertalhaté linedris transz-
formécidkat egyértelmiien meghatarozzdk a bazisvektorok képei, amelyeknek fiiggetleneknek kell lenniiik.
A b képe tehit tetszbleges nem nulla vektor lehet, ez g" — 1 mdédon vélaszthatd. A b, barhova képzbdhet a
b, generdlta altéren kiviil, ez g" — g-féleképp lehetséges, és igy tovabb. Ezért GL(n, ¢) rendje tényleg M.

A determindns a T multiplikativ csoportjira képez, ezért a homomorfizmustétel miatt SL(#, ¢) indexe
g — 1, tehatrendje M /(g — 1). Jeldlje Z az egységelem nem nulla skaldrszorosaibdl 4116 normdlosztét (azaz
GL(n, g) centrumat), ennek rendje is ¢ — 1. A PGL(n, g) csoport a Z szerinti faktor, igy rendje szintén
M/(g —1).

Végiil az utolsé allitds bizonyitdsdhoz azt kell megmutatni, hogy a Z centrum 1 determinansui elemeinek
szdmad = (¢ —1, n). Ehhez meg kell szdmolni 7" azon ¢ elemeit, melyekre t* = 1. Nyilvan ¢* = 1 akkor és
csak akkor, ha  rendje a T* csoportban osztéja n-nek, és mivel ¢t rendje osztéja T rendjének (ami g — 1),
ez azzal ekvivalens, hogy t rendje oszt6ja (¢ — 1, n) = d-nek, azaz, hogy t¢ = 1. A T* csoport azonban
ciklikus (4.3.22. Tétel), és igy az ilyen elemek szdma (a 4.3.24. Allitds szerint) éppen d.



126 4. CSOPORTOK

4.14.10. Legyen G véges csoport, amelynek minden két elemmel generdlt részcsoportja feloldhat6. Te-
kintsiik G egy kompoziciélancit, és ebben a K /N faktorcsoportot, amely tehat egyszer(, és igy két elem-
mel generdlhaté. Legyenek ezek gN és hN, és jelolje H a g és h altal generélt részcsoportot. Ekkor
H képe a K /N faktorcsoportban az egész K /N lesz, hiszen mindkét generdtorelemet tartalmazza. Vagyis
K/N =HN/N=H/(HNN). A H részcsoportdl feltettiik, hogy feloldhatd, és ezért minden homomorf
képe, azaz K /N is az. Igy K /N feloldhaté egyszerti csoport, tehat primrendi ciklikus. Ezért G feloldhato.

4.14.11. Legyen G egy 200 rend csoport, és F = N /K ennek egy kompoziciéfaktora. Ekkor F egyszeri
csoport, melynek rendje 200-nak osztdja. Illyen nemkommutativ egyszerii csoport azonban a tdblzat szerint
nincs, mert a tdbldzatban csak két olyan csoport szerepel, amelynek rendje 200-ndl nem nagyobb, de ezek a
rendek (60 és 168) nem oszt6i 200-nak. Ezért F csak kommutativ (egyszerii) csoport lehet (azaz primrendd
ciklikus, a 4.8.3. Kovetkezmény szerint), és igy G feloldhaté.

4.14.12. A kételemd test folott minden nem nulla skalar 1, ezért a GL(n, 2), SL(n, 2) PGL(n, 2) és
PSL(n, 2) csoportok mind izomorfak. A GL(2, 2) aZ; x Z5, azaz a Klein-csoport automorfizmus-csoportja
(4.9.35. Gyakorlat), ami a 4.8.44. Feladat miatt S3.

A 4.14.4. Gyakorlat szerint a PGL(2, 3) csoport egy négyelemi halmazon hat szigordan 3-tranzitivan,
vagyis ez a csoport izomorf Sy-gyel. Ebben PSL(2, 3) egy 2 index{i normalosztd, ami csak A4 lehet (hiszen
S, normalosztéit ismerjiik).

4.14.13. Tegyiik fol, hogy a G egyszer(i csoport rendje 60. A 4.12.48. Feladat miatt minden valddi rész-
csoport indexe legaldbb 5, és ha taldlunk egy 5 indexii részcsoportot, akkor készen is vagyunk, mert akkor
G bedgyazhat6 Ss-be, de mivel egyszer(, As-be is. A Sylow-tétel szokdsos alkalmazdsaval kapjuk, hogy az
5-Sylowok szdma 6, tehat az 6todrend( elemeké 24, a 3-Sylowok szdma pedig 10 (mert 4 index{i részcsoport
nincs), és igy 20 harmadrendi elem van. Végiil a 2-Sylowok szdma csak 15 lehet (mert ha 5, akkor ismét
van 5 index{ részcsoport). Ezek diszjunktan nem férnek el, tehat el6fordul, hogy H = P; N P, kételemdi,
ahol P; és P, 2-Sylowok. De akkor Ng(H) tartalmazza (a kommutativ) P; és P, részcsoportokat, és igy
indexe legfeljebb 5.

4.14.14. Az UT(n, p) egy p""~V/2 rend(i részcsoportja GL(n, p)-nek. De GL(n, p)-nek ismerjiik a rendjét
(4.14.7. Feladat). Konnyii kiszadmolni, hogy ebben a rendben a p prim kitevéje n(n — 1)/2.

4.14.15. A Cayley-tétel szerint G felfoghat, mint egy n elemii halmazon haté permuticiécsoport. Va-
lasszuk ezt a halmazt egy vektortér bazisdnak, és rendeljiik hozzd mindegyik permutdci6hoz azt a linea-
ris transzformaciot, amely a bazison a permuticiénak megfeleléen hat. Ez bedgyazza G-t GL(n, p)-be.
Ha G egy p-csoport, akkor G képe benne van GL(n, p) egy p-Sylowjdban, ami az el6z8 gyakorlat miatt
izomorf UT(n, p)-vel.

4.14.16. Legyen N < G x G val6di normdloszt6, G; = G x {1} és G, = {1} x G. Ekkor N N G| norméloszto
G1 = G-ben, ami egyszerd csoport. Ezért ez a metszet vagy csak az egységelem, vagy pedig az egész
G. Ez utébbi esetben viszont N/G; normaloszté (G x G)/G| = G-ben, ami egyszerd, és igy N vagy
az egész G x G, vagy pedig N = G;. Hasonléan ha N kiilonbozik G,-t6l, akkor NN G, = {1}. De
akkor N centralizélja G-et és G-t is a 4.8.25. Gyakorlat miatt. Ezért N benne van G x G centrumadban,
ami azonban egyelemi (4.9.29. Gyakorlat). Belattuk tehét, hogy G x G valédi, nemtrividlis normalosztéi
G x {1} és {1} x G.

Ha G kommutativ, akkor mindig van mésik normaloszté is G x G-ben, példdul a (g, g) parok halmaza,
ahol g € G.



5. fejezet
Gyliriik

5.1. Részgyiiri, ideal, direkt szorzat

e 2

5.1.7. A val6s elemii 2 x 2-es matrixok gyfirijében alljon I azokbdl a matrixokbol, amelyek masodik oszlopa

nulla. Mivel
x ufla O _ |xa+ub O és a Of[x u| _ |ax au
y v||b O |ya+vb O b O||ly v| |bx bul’

ezért ez balidedl, de nem jobbidedl.

J1 A teljes matrixgy(r( ideéljait az 5.3.3. és az 5.3.18. Feladatban, az egyoldali idedljait a 8.7.10. és a 8.7.12. Fel-
adatban irjuk majd le.

5.1.11. A (18, 30) idedlban benne van a 30 — 18 = 12, ésigy a 18 — 12 = 6 is. Ezért (6) C (18, 30).
A (6) altal generalt idedlban viszont benne van a 6 minden tobbszordse, vagyis a 18 és a 30 is. Ezért
(18, 30) < (6).

] Természetesen (18, 30) elemei a 18x + 30y alakd szamok, ahol x, y € Z. A linearis diofantikus egyenlet meg-

oldhat6sagardl sz616 szdmelméleti tétel szerint ezek pontosan a 18 és 30 legnagyobb kozds osztéjdnak, vagyis
a 6-nak a tobbszorosei. Ennek az észrevételnek fontos szerepe lesz majd a legnagyobb kozos oszté fogalmanak

2.z

idedlok segitségével torténd megkozelitésében, amit az 5.5. szakaszban tdrgyalunk. Erdemes dsszevetni mindezt
a4.6.11. Gyakorlat (1) pontjanak megoldasaval, és az azt kovetd megjegyzésekkel is.

51.13. Az IJ = {a1by + ... + a,b, : a; €1, b, € J} halmaz nyilvan zart az Osszeaddsra. Zart az
ellentettképzésre is, mert

—(a1by + ...+ a,b,) = (—a))b; + ...+ (—a,)b, ,

és mivel [ idedl, —ay, ..., —a, € I. Ugyanigy
r(aiby +...+a,b,) = (ra)by +...+ (ra,)b, € 1J
tetszbleges ¥ € R esetén. De ray, ..., ra, € I, hiszen I (bal)idedl, és ezért IJ is balidedl. Hasonl6an

lathatd, hogy I J jobbidedl is.

Az I + J részcsoport, hiszen két részcsoport komplexusosszege. Az, hogy zért az R elemeivel val6 bal-
és jobbszorzdsra, ugyantigy lathat6 be, mint /J esetében.

A disztributivitdshoz beldtjuk, hogy (A + B)C is és AC + BC is az ac és a bc alaki elemek véges
Osszegeinek a H halmaza lesz, ahola € A, b € B,c € C. Az AC 4+ BC = H 0sszefiiggés vildgos,
megmutatjuk, hogy (A + B)C = H. Az A 4 B az a + b alaki elemek halmaza, ahola € A és b € B. Ezért
(a + b)c = ac + bc € H minden ¢ € C-re, vagyis (A + B)C € H. Megforditva, (A + B)C tartalmazza
az ac és bc alaku elemeket, és zart az 6sszeaddsra a komplexusszorzds definicidja miatt, tehat tartalmazza
H minden elemét.

Az asszociativitds igazoldsdhoz azt kell belétni, hogy (AB)C-t és A(BC)-tis az (ab)c = a(bc) elemek
generaljak az Osszeadasra, ahola € A, b € B, ¢ € C. Ez az el6z6 bizonyitdshoz hasonléan torténhet.
(Legyiink 6vatosak, A, B, C nem feltétleniil részcsoport, de a szorzatok mar véges 0sszegek halmazai, és
ezt tekintetbe kell venniink a bizonyitasnal.)

5.1.14. Legyen I = (s1,...,8,), J = (t1,...,t,) és K az nm darab s;¢; elem dltal generdlt idedl. Be
kell latnunk, hogy IJ és K tartalmazzdk egymast. Nyilvan s;z; € IJ, és igy az IJ idedl tartalmazza
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K generatorelemeit, vagyis K C IJ. Megforditva, I J az ab alaku elemek véges 6sszegeibdl all, ahol a € 1
ésb e J,ésezértaz IJ C K tartalmazdshoz elegendé megmutatni, hogy ab € K. Az 5.1.9. Allitas miatt
a=uisSt+ ...+ uys, és b = vit; + ... + v,t, alkalmas u;, v; € R elemekre. De akkor ab az u;s;v;t;
alaku elemek Osszege, ahol 1 <i <nésl < j < m. Az u;s;v;t; elem azonban s;t; tobbszordse, hiszen
R kommutativ, és ezért K-ban van.

5.1.15. Azmys;+...+m,s, +ris1+...+r,s, elem benne van minden X -et tartalmazo balidealban, hiszen
az zAart az Osszeaddsra, az ellentettképzésre (igy az egész szdmokkal val6 szorzdsra), és az R elemeivel valo
balszorzdsra is. Megforditva, az ilyen alaki elemek egy X-et tartalmazé balideélt alkotnak: az dsszeaddsra,
kivondsra és az R elemeivel val6 balszorzdsra valo zartsag konnyen lathatd, az s; € X pedig azért van benne,
mert (egytagu Osszegként) 1 - s; alakban irhatd, ahol 1 € Z. Ezért ez a legsziikebb, X-et tartalmazé balidedl.
(Han = 0, vagyis X iires, akkor iires 0sszegként csak R nullelemét kapjuk.)

Ha X C R egy végtelen részhalmaz, akkor az 0sszes olyan msy + ... + mys, + ris; + ... + r,s, alakd
(véges) 0sszegek halmazét kell venni, ahol s; € X, r; € R, m; € Z és n pozitiv egész.

5.1.16. Az ilyen alaku Osszegek nyilvdn X-et tartalmazé idedlt alkotnak, mert x = 1-x - 1, ahol 1 az
R egységeleme, és nyilvan ez a legszlikebb X-et tartalmazé idedl. Ha R nem egységelemes, akkor az olyan
véges 0sszegeket kell venni, melyek tagjai rxs, rx, xs és nx alakdak, ahol x € X, r,s € Résn € Z.

5.1.20. A 2.4.29. Feladat megoldasaban megadtunk egy olyan S gyfiriit, és egy olyan R nem nulla részgy-
rlijét, melynek egységeleme nem ugyanaz, mint az S egységeleme. Ekkor R identikus bedgyazdsa S-be a
kivant ¢ homomorfizmust adja. Méasik példa, amikor S a 2 x 2-es valés matrixok gydr(je, R pedig az

r 0
o o
alakd matrixok részgyfirtje, ahol r € R.

Ha ¢ : R — § gytirthomomorfizmus, és 1 jeloli az R egységelemét, akkor v - 1 = r = 1-r, és igy
o(r) - (1) = o) = @(1) - (r), vagyis ¢(1) egységeleme Im(p)-nek. gy ha ¢ sziirjektiv, akkor az
egységelem képe egységelem lesz.

Végiil tegyiik fol, hogy S nullosztémentes. A 2.4.29. Feladat megolddsdban belattuk, hogy S minden
nem nulla részgylirijének egységeleme egyuttal az egész S-nek is egységeleme. Mivel ¢(1) egységeleme
Im(¢p) < S-nek, ezért ha ¢ # 0, akkor ¢(1) egységeleme S-nek is. (Ezt a gondolatmenetet érdemes
Osszevetni az 5.3.4. Lemma allitasaval.)

5.1.21. A 2.2.44. Feladat szerint minden csoporthomomorfizmus tartja az egységelemet és az inverzet is.
Alkalmazzuk ezt a test additiv és multiplikativ csoportjara.

5.1.22. Pontosan akkor, ha az egyik tényez6 a nullgy(iri, a masik pedig nullosztémentes. Ha ugyanis
0#r e Rés 0 #£ s € §, akkor (r,0)(0,s) = (0,0), de egyik tényezd sem nulla. Ezért ha R x §
nullosztomentes, akkor valamelyik tényez6 a nullgyfird, és a direkt szorzat a masik tényez&vel izomorf.

5.1.23. Legyen k € Zy,,, esetén (k) = k(1,1) € Z, x Z,,. Ez a megfeleltetés nyilvan Osszeg- és szorzat-
tarté a tobbszoros tulajdonsdgai miatt (2.2.20. Gyakorlat), hiszen (1, 1) = (1, 1) a Z,, x Z,, gyf{ir(i egység-
eleme. A ¢ joldefinidlt és kolcsondsen egyértelmd, mert az (1, 1) elem rendje az 6sszeadédsra nm (valéjadban

ez az egyik izomorfizmus, ami a 4.9.8. Kovetkezményben szerepel).

5.1.24. Ezekben az R gyfirtikben minden elem az egységelem egész szamszorosa. Ha G részcsoport és
g € G, tovabbar € R, akkor r = n - 1 alkalmas n egészre, de akkorrg =n-1-g = ng € G. Ezért G idedl
(és igy részgytirt).

5.1.25. A Q[x] esetében megfeleld lesz a Z[x] részgytirl. A Z[x] esetében tekintsiik azoknak a polinomok-
nak az S halmazat, melyeknek a konstans tagja tetszleges, a tobbi egyiitthat6ja viszont paros szdm. Ez nem

idedl, mert az 1 koztiik van, de az x - 1 nincs. Ugyanakkor részgyfiriit kapunk. Ez kdzvetlen szdmoldssal
is vildgos. Egyszer{ibb azonban azt mondani, hogy ha tekintjiik azt a ¢ : Z[x] — Z,[x] homomorfizmust,
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amely minden polinom egyiitthatéit redukalja mod 2 (2.3.8. Gyakorlat), akkor S pontosan a {0, 1} < Z,[x]
részgylrd teljes inverz képe lesz.

5.1.26. Tekintsiik a 2.4.30. Gyakorlatban megadott
o f)=a+ax+...+ax" = f(p(x)) =ao+aipx) +...+a,p(x)"

gytrGhomomorfizmust. Ennek magja csak a nulldbdl 4ll, hiszen ha f % 0, akkor f(p(x)) foka f és p
fokainak a szorzata (2.3.6. Gyakorlat). Ezért ¢ injektiv, és igy izomorfizmus Z[x] és Im(¢) kozott. De Im ¢

2

az 1 és p dltal generalt részgyiird az 5.1.2. Allitds miatt.

5.1.27. Mintaként megmutatjuk az egyik disztributiv szabdly ellen6rzését. Legyenek (r, n), (s, m) és (z, k)
elemei az R' = R* x Z™-nak. Ekkor
[(r,n) + (s, m)](t, k) = (r +s,n+m)(t, k) =
= ((r +s)t+k(r+s)+m+mdit,(n+ m)k) ,

(r,n)(t, k) + (s,m)(t, k) = (rt + kr + nt, nk) + (st + ks + mt, mk) .

7

Lathat6, hogy a kapott eredmény ugyanaz. Hasonl6an ellendrizhetjiik a tobbi gytiraxiomat is. A (0, 1)
egységelem lesz, mert

#HnO0,1))=¢-04+1-r4+n-0,n-1)=(,n),
és hasonléan (0, 1)(r, n) = (r, n). Végiil az (r, 0) alakd elemek, ahol r € R, az R-rel izomorf részgyfirtit
alkotnak, mert az r — (r, 0) megfeleltetés konnyen lathatéan kélcsonosen egyértelmd és miivelettarto.

1 Megjegyezziik, hogy ha R mar eredetileg is egységelemes volt, akkor a most konstrualt gy{irli egységeleme
nem egyezik meg az eredeti gylir( egységelemével. Ilyenkor az dj gy(iri biztosan nem is nullosztémentes:
(1, =11, 0) = (0,0).

5.1.28. Az (1 + 1)(r + s) a disztributivitds miatt egyrészt
I+Dhr+d+Ds=r4+r+s+s,

masrészt
Ir+s)+1r+s)=r+s+r+s.
Balrdl —r-et, jobbrdl —s-et hozzdadva r + s = s + r adddik.

5.1.29. Ha e balegység, akkor e + r — re is az minden r esetén, mert es = s miatt
(e+r—re)s=es+rs—res=s+rs—rs=s.

Ha csak egy balegység van, akkor e + r — re = e, vagyis r = re minden r-re, tehat e jobb oldali egység-
elem is.

5.1.30. Ha s balinverze r-nek, akkor s + 1 — rs is az, mert s = 1 miatt
(s+1—rs)r=sr+r—rsr=14r—-—r=1.
Ha r-nek csak egy balinverze van, akkor s + 1 —rs = s, vagyis 1 = rs.

5.1.31. Hal € Rés 1 € S is egységelem, akkor (1, 1) nyilvdn egységeleme R x S-nek. Megforditva, ha
R x S egységelemes, akkor R és S is, mert ezek R x S homomorf képei a (sziirjektiv) projekcidknal.
Legyen K idedlja R x S-nek és I azon r € R elemek halmaza, melyekre (r,0) € K. Ez nyilvan ideél
R-ben (hiszen t € R esetén (¢,0)(r,0) € K, ésigy tr € I, és hasonldan rt € I). Ugyanigy azons € S
elemek J halmaza, melyekre (0, s) € K az S-nek idedlja. Belatjuk, hogy K =1 x J.
Nyilvanr € I éss € J esetén (r,s) = (r,0)+ (0, 5) € K,ésigy I x J C K. Megforditva, ha (r, s) € K,
akkor mivel K idedl, (r,0) = (r, s)(1,0) € K, tehatr € I. Hasonléan s € J, és ezért (r,s) € I x J.
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5.1.32. Legyen 1 — ab inverze r. Ekkor r — rab = 1, és igy

(1 +bra)(1 —ba) =1—ba + bra — braba =
=1—ba+b(r—rab)a=1—ba+ba=1,
és hasonldan (1 — ba)(1 + bra) = 1. Ezért 1 + bra kétoldali inverze 1 — ba-nak.

5.2. Faktorgyirt

5.2.3. Csak a szorzési tulajdonsagot igazoljuk (az 6sszeadds egyszertibb). Tudjuk, hogy a — b € [ és
c—d e l. Ezért

ac—bd =a(c—d)+(a—b)del.
Lathatjuk, hogy az 5.1.5. Tétel bizonyitdsanak masodik felét masoltuk le. Ezért e szdmol4s helyett a kovet-
kez6t is mondhattuk volna. Az a és a b ugyanannak a maradékosztilynak a reprezentdnselemei, és hasonléan
c és d is. Mivel a faktorgyfir(iben a szorzds j6ldefinidlt, ac és bd is ugyanabba az osztdlyba tartoznak, tehat
kongruensek modulo /.

5.2.4. Az R/I faktorgy(ird nulleleme O+ 1 = I, egységeleme 1+ I lesz, ahol 1 az R egységeleme. Valdban,
A+D(F+1)=1-r+1 =r+1,tehat 1 41 bal oldali egységelem, és hasonléan jobb oldali egységelem is.
Végiil ha R kommutativ, akkor a faktorgy(rd is az, mert

r+Ds+DH=rs+1=sr+1=G6+DHr+1).

E szdmoldsok helyett hivatkozhattunk volna arra is, hogy R/I az R képe a sziirjektiv természetes homomor-
fizmusndl (vo. 5.1.20. Gyakorlat).

5.2.7. Aképekrendre i + 1, i’ = —1, i*+3i +7="7+2i, bi +a.

5.2.8. Legyen ¢ : Q[x] > R a N2 behelyettesitése” nevii homomorfizmus, vagyis az, amely az f po-
linomhoz az f (\3/5) valés szdmot rendeli. Meg kell hatdrozni ¢ képét és magjit, majd alkalmazni a ho-
momorfizmustételt. A kép meghatdrozdsiahoz osszuk el az f polinomot maradékosan x* — 2-vel. Ekkor a
maradék legfeljebb mésodfoku (vagy nulla) lesz, ezért

f(x) = x> =2)g(x) + (cx? + bx +a),

ahol a, b, ¢ € Q. Ide +/2-t helyettesitve ¢(f) = a + b2 + ¢4 adédik. Ezért a kép tényleg a gyakorlat
allitasaban leirt halmaz.

A ¢ magja azokbdl a raciondlis egyiitthatés polinomokbdl 4ll, melyeknek gyoke a J2. Megmutatjuk,
hogy ezek pontosan az x* — 2 tobbszorosei. Az x* — 2 tobbszorosei nyilvan megfelelsk. A megforditdshoz
a 3.5.18. Feladat megoldasaban latott Gtletet alkalmazzuk. Tegyiik fol, hogy az f € Q[x]-nek gyoke a J2.
Ekkor f-nek és g(x) = x> — 2-nek /2 kozds valos gyoke, tovdbbd x* — 2 a Schonemann—Eisenstein miatt
irreducibilis Q folstt. Ezért a 3.2.21. Gyakorlat miatt x> — 2 osztéja f (x)-nek Q[x]-ben.

5.2.10. Legyen I = (x>+x+1),0 =0+1,E=1+4+1,A=x+1, B = (x+ 1)+ I. Ezek a faktor &sszes
elemei, mert az x> 4+ x + 1-gyel valé osztdsi maradék legfeljebb els6foki, vagy nulla. A miiveleti tdbldk a
kovetkezok.

+|10 E A B * | O E A B
0|0 E A B oO/0 O O O
E|E O B A E|O E A B
A|lA B O E A|lO A B E
B|B A E O B|O B E A

Mintaként szamitsuk ki az A B szorzatot. Az x és x + 1 reprezentdnsok szorzata x>+ x, amit x> + x + 1-gyel
maradékosan osztva 1-et kapunk (hiszen Z, test fol6tt dolgozunk, és itt x2 +x = 1 4+ x% + x + 1). gy AB
az 1 4+ I = E osztily.
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A tablazatbdl azonnal leolvashat6, hogy a 0 nullelem, az E egységelem, A és B egymads inverzei, tovdbba
E az 6nmaga inverze. Ezért minden nem nulla elem invertdlhat6, vagyis tényleg testet kaptunk. Az additiv
csoport a Klein-csoport, hiszen minden elem kétszerese nulla. A multiplikativ csoport persze a haromelem{
ciklikus csoport, mdr csak a rendje miatt is. Az {O, E} nyilvan a Z,-vel izomorf résztest.

Végiil megmutatjuk, hogy az Ex? + Ex + E polinom gydkei A és B. Péld4ul az A-t behelyettesitve, és a
tdbldzatok alapjan szdmolva EA?> = EB = Bés B+ A+ E = E + E = 0 adédik. Val6jaban beszorzdssal
konnyen ellendrizhetd, hogy Ex* + Ex + E = (Ex — A)(Ex — B).

5.2.14. Legyen I = {0, 4} <Zg, ekkor 0, 1, 2, 3 reprezentansrendszert alkot. Jelolje i az i + I maradékosz-
talyt (0 < i < 4). Ekkor Zg /{0, 4} miiveleti tablai a kovetkezok.

+(0 1 2 3 *x|0 1 2 3
0(0 123 0(0 000
11230 10 123
212301 210 20 2
31301 2 310 3 21

2

Lithat6, hogy a Z4-gyel izomorf gyfirtit kaptunk, hiszen az i <> i megfeleltetés miivelettart6 bijekcié. Ha

J ={0,4, 12, 16} <« Zy¢, akkor 0, 1, 2, 3 szintén reprezentdnsrendszert alkot, jeldlje ; a j + J maradékosz-

talyt (0 < j < 4). Ekkor pontosan a fenti tdbldzatokat kapjuk, tehét Z¢ /{0, 4, 8, 12} is izomorf Z4-gyel.

Ugyanigy az (1), (6) és (8) esetekben is Z4-gyel izomorf gy(riit kapunk. Kiilon kielemezziik a (8)-ban

szerepld Z[x]/(4, x) faktorgyfirit.

A (4, x) idedlban a 4p(x) + xq(x) alakd polinomok vannak, ahol p,q € Z[x]. Ha x helyére nullit
helyettesitiink, akkor 4 p(0) adédik, tehat e polinom konstans tagja néggyel oszthaté. Megforditva, ha egy
f € Z[x] polinom konstans tagja néggyel oszthatd, példaul f(x) = 4ayp + a;x + ... + a,x", akkor benne
van a (4, x) idedlban, hiszen 4ay + xg(x) alakban irhat6. Ezért a 0, 1, 2, 3 j6 reprezentansrendszer lesz, és
a fenti tablazatokat kapjuk.

43 A madsodik izomorfizmustétel szerint Z[x]/(4, x) izomorf a Z[x]/(x) = Z gyfird (4, x)/(x) idedlja szerinti fak-
toraval. A Z[x]/(x) =Z izomorfizmust ugy kapjuk, hogy a homomorfizmustételt alkalmazzuk az f +— f(0)
homomorfizmusra. Ezért ennél a izomorfizmusndl (4, x)/(x) képe (4) lesz. Ez magyardzza, hogy miért kapjuk
most is a Z4 faktorgyrtit (,,a szdmlalébol és a nevezEbdl is elvessziik az x-et”).

Ha most I = (8) <2 Zy, akkor 0, 2, 4, 6 alkotnak j6 reprezentansrendszert. Az i = i + I jeloléssel a

kovetkez6 tablazatokat kapjuk.

+(0 2 4 6 x|0 2 46
0/0 2 4 6 0[0 000
212460 210 4 0 4
414 60 2 410 0 00
66 0 2 4 6/0 4 0 4

7

Az (5) pontban szerepld 2 Zj¢ /(8) gylr( tehat mar nem izomorf Z4-gyel, mert példaul nem egységelemes.

Ugyanakkor izomotrf lesz a (4) pontban taldlhaté 2 Z /(8) gytrtivel.
Végiil a4 7 /(16) gytirliben a reprezentansrendszer 0, 4, 8, 12, a tdblazatok

+/0 4 8 12 x |0 48 12
00 4 8 12 0000 O
414 8 120 41000 0
818 12 0 4 81000 O
12/12 0 4 8 12/0 0 0 0O

7

Ez a gyfirti egyik el6z6vel sem izomorf, mert zérdgy(iri: minden szorzat nulla.
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5.2.15. A reprezentanselemek a + bx alakdak, ahol a, b € Q. Az kell, hogy (a + bx) + I és x + I szorzata
1 + I legyen, ahol I = (x*> + x + 1). A szorzést elvégezve

x(@a+bx)=bx*+ax=bx*+x+1)+@—>bx—b

miatt (@ — b)x — b + I adddik, ennek kell 1 4 7-vel egyenl6nek lennie. Ez akkor igaz, haa — b = 0 és
b = —1. Tehat a keresett inverz a (—x — 1) + I maradékosztily.

5.2.16. Tekintsiik azt a sokszor hasznalt ¢ homomorfizmust, amely egy polinomot egyiitthaténként ,,mod m”’
vesz (2.3.8. Gyakorlat). Ennek képe Z,,[x], magja pedig (m), és igy a homomorfizmustétel a kivant izomor-
fizmust adja.

5.2.17. Az Utmutatéban leirtakat folytatjuk. Ha a # 0, akkor (a +bu+cv)u/a = u, és ezért u benne van az
a+ bu + cv 4ltal generalt idedlban. Ugyanigy benne van v is, igy a = (a +bu +cv) —bu —cv is, és ezért ez
az egész R. Vagyis minden valddi idedl része a bu 4 cv alakid elemek M halmazanak. Kénny{i meggondolni,
hogy M minden olyan részcsoportja idedl, ami zart az R elemeivel val6 szorzdsra. Ezek szdma végtelen (egy
kétdimenzids, R folotti vektortér altereirdl, masképp fogalmazva a sik egyeneseir6l van szo).

5.2.18. Az (1)-ben a vélasz igenld, a homomorfizmustételt arra a ¢ : R[x] — C homomorfizmusra kell
alkalmazni, melynél ¢(f) = f(~/2i). Ennek képe az egész C, mert a + b+/2i alakban minden komplex
szdm elGall (ahol a, b € R). Magja (x2 + 2), mert ha egy valds egyiitthatés polinomnak gyoke a +/2i, akkor
a konjugiltja is, és ezért oszthatd (x — ﬁi)(x + \/ii) = x2 + 2-vel.

A (2)-beli izomorfizmus hamis, mert a bal oldal nem nullosztémentes. Val6ban, legyen I = (x> — 1),
ekkor (x — 1) + I és (x + 1) + I egyike sem nulla, de a szorzatuk igen.

A (3)-beli izomorfizmus igaz. Legyen ¢ : R[x] — R xR az a leképezés, amely az f € R[x] poli-
nomhoz az ( f, f (—1)) € R x R part rendeli. Ez kénnyen lathatéan homomorfizmus, melynek magja
((x —Dx+ 1)) = (x> —1). Az ax + b polinom képe (a + b, a — b), és ilyen alakban R x R minden eleme
eléall (a (c,d) parta = (c +d)/2, b = (c — d)/2 szolgdltatja).

A (4)-beli izomorfizmus is igaz. Legyen ¢(a + bi) = (a + 2b, a — 2b), ahol a f6liilvonas modulo 5
maradékképzést jelent. Most azt is ellendrizni kell, hogy ¢ miivelettarto.

(p((a + bi)(c + a’i)) = ((ac — bd) + 2(ad + bc), (ac — bd) — 2(ad + bc)) .

Ugyanakkor

pla+ bi)p(c+di) = ((ac + 4bd) + 2(ad + bc), (ac + 4bd) — 2(ad + bc)) .

A kapott két eredmény egyenld, mert a kiillonbség mindkét komponensben 5bd, ami eltlinik a modulo 5
maradékképzés sordn.

73 Val6jdban arrél van sz6, hogy az i helyére 42-t helyettesitettiink, és ez azért van rendben, mert az i> +1 = 0
osszefiiggés a (+2)% + 1 = 0 (5) osszefiiggésbe megy 4t, ami teljesiil.

Ha a + bi € Ker(p), akkor a + 2b és a — 2b is oszthat6 ottel. gy a kettd sszege is, azaz 5 | 2a, és
mivel (2,5) = 1, innen 5 | a. Hasonléan adédik, hogy 5 | b. Ezért ¢ magjdban tényleg az 6ttel oszthatd
Gauss-egészek vannak. Végiil belatjuk, hogy ¢ sziirjektiv. Tekintsiik azokat az a 4 bi alakd szdmokat, ahol
0 <a, b < 5. Semelyik kettd kiilonbsége nem oszthat6 ottel, és igy a képeik paronként kiilonboznek. Ezért
¢ képe legalabb 25 elem, és igy csak az egész Zs x Zs lehet.

Az (5) esetében is igaz az izomorfizmus, ez a gylird valdjdban a kilenc elemi test. Most is meg kell
gondolni, hogy az Utmutatéban megadott ¢ miivelettart6, a fentihez hasonlé szamolds most azért mikodik,
mert i gyoke az x> + 1 polinomnak. A részletek kidolgozasét az Olvaséra hagyjuk.

A (6) esetében a ¢ a nulla behelyettesitése C[x, y] elemeiben x helyére. Ez nyilvan miivelettarto,
képe C[y], magja pedig azokbol a polinomokbdl all, amelyek mindegyik tagjdban szerepel az x.

5.2.19. Az Utmutatébeli 3 Z /(6) faktorgytiriben 3+ I egységelem lesz: (3+1)(3n+1) = 9n+1 =3n+1,
hiszen 9n — 3n = 6n benne van az [ idedlban. Valdjaban ez a faktorgy(iri a kételem test. A Z nulloszto6-
mentes, de Z /6 7. = Z¢ nem az. Végiil Z, nem nullosztémentes, de Z,4 /{0, 2} = Z, az.
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5.3. Egyszeri gyiirik

5.3.3. Legyen E"/ az a métrix, amelyben az i-edik sor j-edik eleme 1, a tobbi elem nulla. Kénny( beldtni,
hogy az E"/ M matrixban az i-edik sor megegyezik az M matrix j-edik sordval, a tobbi sor pedig nulla.
Hasonl6képpen az M E*/ matrixban a j-edik oszlop megegyezik az M métrix i-edik oszlopdval, a tobbi
oszlop pedig nulla. Igy ha M = ((m;,;)) tetsz8leges matrix, akkor E*/ M E** az a métrix, amelyben az
i-edik sor £-edik eleme m ; i, a matrix tobbi eleme pedig nulla.

Tegyiik fol, hogy I idedl T"*"-ben, amely nem csak a nullmatrixbdl 4ll, vagyis van olyan M € I, hogy
m = mj # 0. Ekkor az e€l6z8 bekezdésben leirtak miatt /-ben benne van az a métrix, amelyben az i-edik
sor £-edik eleme m, a tobbi elem nulla. Ezt még az egységmatrix b/m-szeresével megszorozva az m elem

b-re valtozik. Ilyen matrixok 0sszegeként azonban minden matrix eldall, tehat I = 7"*".

5.3.14. Az olyan x € Z,4 elemeket keressiik, melyekre 18 x4 x = 0, vagyis 24 | 18x. Itt (24, 18) = 6-tal
egyszer(sitve 4 | 3x, és (4,3) = 1 miatt 4 | x. A keresett annulldtor tehdt a 4 tobbszoroseibdl 4llo,
hatelem idedl. Hasonlé szamolas mutatja, hogy Z,,-ben n annullitora az m/(n, m) tobbszoroseibdl allo,
(n, m) elemt ideal.

5.3.15. Hara = 0, ahol a # 0, akkor sra = 0, és itt s¥ # 0 # a. A mdsodik 4llitds nem igaz. Példaul
Ze-ban 2 és 3 is bal oldali nullosztd, de az 6sszegiik nem az.

5.3.16. A 2.2.32. Feladat szerint a Z,, gylirliben egy elem pontosan akkor nulloszté vagy nulla, ha nem
invertalhatd, azaz ha nem relativ prim m-hez. Megmutatjuk, hogy ezek akkor és csak akkor alkotnak idedlt,
ha m primhatvany.

Valoban, ham = pk, ahol p prim, akkor r € Z,, akkor és csak akkor nem relativ prim m-hez, ha p | r.
De a p-vel oszthat6 elemek nyilvén ideédlt alkotnak. Ha viszont p és ¢ kiilonbdz6 primosztéi m-nek, akkor
(p,q) = 1 miatt van olyan x, y € Z, hogy px 4+ qy = 1. Ekkor px és gy nem relativ primek m-hez, és igy
mod m vett maradékuk Z,,-ben nulloszté vagy nulla. Osszegiik viszont 1, ami nem nulloszté Z,,-ben. Ezért
ebben az esetben nem kapunk idedlt.

5.3.17. A szorzést elvégezve kapjuk, hogy a bal annulldtor azokbdl a matrixokbdl all, ahol mindkét sor
Osszege nulla, a jobb annulldtor pedig azokbdl, ahol mindkét oszlop sszege nulla. (Az elébbi tehat balidedl,
az utébbi pedig jobbidedl a teljes métrixgy(riiben.)

5.3.18. Az Utmutatéban megadott jeloléseket haszndljuk. Az nyilvanval, hogy I C J"*". Tegyiik fol,
hogy m € J. Ekkor van olyan M € I, hogy m = m alkalmas j-re és k-ra. Az 5.3.3. Feladat megoldasa
alapjan latjuk, hogy 7-ben benne van az a métrix, amelyben az i-edik sor £-edik eleme m, a tobbi elem nulla.
(Felhasznéltuk, hogy R egységelemes, ezért E"/ € R™".) Ilyenek 6sszegeként minden J"*"-beli métrix
elddll, tehat J™" C [.

Be kell még l4tni, hogy J idedl R-ben. A fentiek szerint J minden eleme megjelenik egy /-beli matrix
elsd sordnak els6 elemeként. De akkor J két tetszOleges elemének Osszege (és kiilonbsége) megjelenik a
megfeleld két matrix 0sszegében (illetve kiilonbségében), és mivel I zart az Osszeaddsra és a kivondsra,
ezért J is. A nullmatrix eleme I-nek, ezért 0 € J. Végiil ham € J a fenti elem, akkor szorozzuk meg az
M métrixot az egységmatrix r-szeresével balrdl, illetve jobbrol. A kapott r M illetve Mr maétrix /-ben van,
és eleme lesz rm, illetve mr. Ezért J kétoldali ideal.

5.3.19. Tekintsiik azt a ¢ : R — T" leképezést, amely egy M felsd haromszogmatrixhoz a f64tldjdban all6
elemek sorozatit rendeli. Ez konnyen l4thatéan sziirjektiv gylirthomomorfizmus (v6. 4.11.25. Gyakorlat),
melynek magja pontosan a szigord felsé haromszogmatrixokbodl all. Ezért ezek idedlt alkotnak. A homo-

morfizmustétel miatt a szerinte vett faktor 7"-nel izomorf.

5.4. Lancfeltételek

5.4.2. Tegyiik fol, hogy az allitds nem igaz. Ekkor alkalmas gi,..., g, € Q[xy, xa,...] polinomokra
Xpt1 = X181 + ... + x,8, teljesiil a generdlt idedl képlete (5.1.9. Alh’tés) szerint. Ebbe az egyenletbe
X1, ..., X, helyébe nulldt, x, helyébe 1-et helyettesitve ellentmondést kapunk.
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o

5.4.5. Igen, ugyanis minden balidedl altér is, ha ezt a matrixgytirdt R fo6lotti vektortérnek tekintjiik. Valéban,
ha J balidedl, M € J ésr € R, akkor (W E)YM =rM € J (itt E az egységmatrix), és igy J zart a skaldrokkal
val6 szorzisra. Nagyobb balidedlhoz nagyobb dimenzidji altér tartozik. Mivel a teljes matrixgyfirti n?
dimenzi6s, minden balidedlokbdl 4116, szigortian nové, vagy szigortan fogyd lanc maximum n? + 1 tagbdl
allhat.

5.4.6. A (2, x) idedl elemei azok a polinomok, melyek konstans tagja paros. Valéban, ebben az idedlban
(az 5.1.9. Allitds miatt) a 2p(x) + xg(x) alakid polinomok vannak, ahol p, g € Z[x]. Ezek konstans tagja
paros (helyettesitsiink x helyére nullat, mint a 3.2.4. Gyakorlat megold4saban), és megforditva, ha egy egész
egyiitthatds polinom konstans tagja paros, az mér 2n+xq (x) alakban is folirhat6, aholn € Z és g € Z[x]. Ez
azt jelenti, hogy (2, x) szerint két mellékosztily van: (2, x) és 1 + (2, x), ez utébbi azokbdl a polinomokbdl
4ll, melyek konstans tagja paratlan. fgy Z[x]/(2, x) izomorf a Z, gyfirtivel (a 0 és 1 reprezentinsokkal igy
kell szamolni). Ez test, tehat (2, x) maximalis ideal.

Az (x, y) <C[x, y] ideal azokbdl a polinomokbdl 4ll, melyek konstans tagja nulla. Valdban, ennek elemei
az xp(x,y) + yq(x, y) alakd polinomok. Ebbe (0, 0)-t (vagyis x = y = 0-t) helyettesitve nulla adédik,
tehat a konstans tag nulla. Megforditva, ha egy polinom konstans tagja nulla, akkor az x-et tartalmazo
tagokbdl x kiemelhetd, ami pedig megmarad, az y-t tartalmazza, és ezekbdl y emelhetd ki, tehat a polinom
xp(x,y) + yq(x, y) alaki, vagyis az (x, y) idedlban van.

Tekintstik azt a ¢ : C[x, y] — C homomorfizmust, amelyre ¢(p) = p(0, 0). Most mutattuk meg, hogy
magja (x, y). A képe (mdr a konstans polinomok miatt is) az egész C. Igy a homomorfizmustétel miatt
Clx, y]/(x, y) =C. Ez is test, és igy (x, y) maximalis ideal.

5.4.7. A Krull-tétel bizonyitasat kell sz6 szerint kdvetni, csak ideal helyett mindeniitt balidedlt mondani..

5.4.8. Legyen X az R azon J idedljainak a halmaza, melyekre I N J = {0} teljesiil. Az X halmaz nem
tires, mert {0} benne van. Vegyiik X elemeinek egy nem iires £ ldncat, és legyen U az L elemeinek unidja.
Ez idedl (5.4.4. Lemma), és nyilvan I N U = {0}, vagyis U € X. Igy a Zorn-lemma feltétele teljesiil X-re,
vagyis van benne maximalis elem.

5.4.9. Megmutatjuk, hogy ha L # 0 balidedl R-ben, akkor L = R. Ebbdl az 5.3.8. Tétel miatt mar
kovetkezik az allitds, hiszen a nullosztémentesség miatt R nem primrendii zérégytirti. Tegyiik fol, hogy
0 # a € L. Tekintsiik k = 1,2, ... esetén az Ra balidedlokat. Ezek nyilvan fogy6 sorozatot alkotnak, és
igy a minimumfeltétel miatt ez valamikor megszakad, azaz Ra* = Ra**! teljesiil alkalmas k > 0 egészre.
Legyen s € R tetsz6leges. Ekkor sa* = ra**! alkalmas r € R elemre, és mivel R nullosztémentes, a nem
nulla a* elemmel egyszerisithetiink. Ezért s = ra. Ez azt jelenti, hogy s € L, és mivel s tetszleges volt,
belattuk, hogy L = R.

5.4.10. Tegyiik fol, hogy a G csoportot g1, ..., g, generdlja. Azt kell megmutatni, hogy a valédi (vagyis
G-t6l kiilonb6z6) részcsoportok teljesitik a Zorn-lemma feltételét. Valdban, ezek halmaza nem {ires, mert
az egyelemi részcsoport koztiik van. Vegyiik G valddi részcsoportjainak egy £ lancét, és legyen U ennek
unidja. Ez az 5.4.4. Lemma csoportelméleti megfelel6je miatt részcsoport G-ben, beldtjuk, hogy val6di
részcsoport. Ha U = G teljesiilne, akkor mindegyik g; benne lenne valamilyen G; € £ részcsoportban.
Mivel £ lanc, a véges sok G; részcsoport kozott van ,.legnagyobb”, amely tehat tartalmazza a tobbit, és
igy az Osszes g; elemet is. De akkor ez maga G, ami ellentmondads, hiszen £ elemei valddi részcsoportok.
Ezért a Zorn-lemma feltétele teljesiil, és igy van maximadlis részcsoport. Azt is lathatjuk ugyanezzel a
gondolatmenettel, hogy G minden valddi részcsoportja része egy maximadlis részcsoportnak.

Most belatjuk, hogy a Q" csoportnak nincs maximalis részcsoportja. Az Utmutatéban leirtakat folytatva
a(q/p) + M € QF /M elem p-szerese nulla, hiszen Q" /M rendje p. Ezért ¢ = p(q/p) € M, ami
ellentmond annak, hogy g ¢ M.

73 Az el6z6 gondolatmenet valéjdban azon miilik, hogy Q* oszthaté csoport (7.7.13. Definicié), és igy minden
homomorf képe is oszthat6 csoport, a Z,, viszont nem az, mert p-vel nem lehet osztani benne.
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5.4.11. Az 5.1.13. Gyakorlat szerint a komplexusmiiveletekre igaz az asszociativitds €s a disztributivitds is.
Belatjuk, hogy J = J+ RJ+J R+ RJ R idedl R-ben. A komplexusszorzas definiciéja miatt részcsoport, és

R(J+RJ+JR+RJR)=RJ+RRJ+RJR+RRJR=RJ+RJRCJ.

Ezért J balidedl, és a szimmetria miatt jobbidedl is. Emeljiik kobre elGszor csak az 6sszeg utolsé tagjat.
Mivel I <R, ezért RJR C I,ésmivel J «l,ezért IJI C J. Tehat

(RJR)> = RJRRJRRJR = (RJRR)J(RRJR) C1JI C J.

Hasonl6 szamol4ssal lathat6, hogy 7 C J. Ekkor egy négytagi 6sszeget emeliink kobre, és igy 4° darab
3 tényezds szorzatot kell lekezelniink. Ezek azonban mind hasonléak az (RJ R)? szorzathoz, csak néhény
R betii hidnyzik. Igy a gondolatmenet mindegyik esetben ugyanaz lesz.

J1 A Iényeg az, hogy hdrom J betii szerepel a szorzatban, az elsé €s az utolsé begydijti a koriilotte 1év6 R bettiket,
és kozben I-re véltozik. A bonyolult képletek elkeriilése végett érdemes az R helyett az R! gyiirtiben szamolni,
ahol R! az R-nek az 5.1.27. Gyakorlatban leirt bévitése. Ebben I szintén idedl, de most a J 4ltal generlt R-beli
balidedl J + RJ helyett R'J, a fenti J pedig R'J R lesz, és igy a 43 tag helyett csak egyet kell kezelni.

Ha I minimalis idedl R-ben, és nem egyszeri, akkor van egy J < I nemtrivialis idedlja. Ekkor J € J C I,
és J is idedl R-ben, tehat / minimalitdsa miatt J = I. Az imént bizonyitottak miatt /3 = 7 CJ#I1. De
I3 is idedl R-ben, és ezért I minimalitdsa miatt I3 = 0. Tovdbbd I% < R, és ezért I? vagy I, vagy 0. El&bbi
nem lehet, mert akkor 0 = I° = I?I = I - I = I teljesiilne. Ezért 1> = 0, azaz I zErégy(rd.

Az 4llitds csoportelméleti analogonja nem igaz. Legyen G véges egyszerii csoport. Ekkor G x G-nek az
(a, b) — (b, a) masodrendl automorfizmusa. Készitsiik el azt a (G x G) % Z; szemidirekt szorzatot, ahol
Z, masodrend( eleme ezen automorfizmus szerint hat. Konny{ meggondolni, hogy ebben G x G minimalis
normdlosztd lesz (vo. 4.14.16. Gyakorlat), ami azonban nem is kommutativ, és nem is egyszer( csoport.

3 A feladat elsé allitasanak csoportelméleti analogonja az, hogy ha M <N <G, és M az M iltal generilt G-beli
normalosztd, akkor az [[M, M], M] kolcsonos kommutator-részcsoport része M-nek. Az el6bb konstrudlt példa
mutatja, hogy ez az allitds sem igaz.

5.5. A szamelmélet alaptétele

5.5.11. A két generatort kivonva (x +1, x +2) = (1) adédik, tehét az elsé esetben f6idedlt kapunk. Beldtjuk,
hogy (2x + 2, x + 4) nem f6idedl. Ha az lenne, akkor az 5.5.7. Kovetkezmény bizonyitdsdhoz hasonldéan
csakis (1) lehetne, hiszen a szerepld két polinom relativ prim (maga x + 4 is felbonthatatlan). De ez nem
igaz, mert 2x +2,x +4) € (2,x) # (1).

5.5.12. Az R/(p) nullosztémentessége azt jelenti, hogy r, s € R esetén az (r + (p))(s + (p)) = rs + (p)
szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezgje nulla. De r + (p) akkor és csak akkor nulla, ha
r € (p), azaz ha p | r. Hasonl6 allitas igaz s-re és rs-re is, tehat a faktorgydrd nullosztémentessége
pontosan p primtulajdonsdgara ,.fordul le”. Az, hogy p nem egység, azzal ekvivalens, hogy (p) # R,

7~ 2

vagyis hogy R/(p) nem egyelemi gy(rd. Ezzel az els6 allitast belattuk.
A Z[x] gytrliben 2 prim az elsé Gauss-lemma miatt, de a szerinte vett faktor nem lesz test. Példaul az
x + (2) maradékosztdlynak nincs inverze, hiszen ha f(x) + (2) az lenne, akkor xf(x) — 1 € (2) teljesiilne,

marpedig az x f (x) — 1 polinom nem oszthat6 kett6vel, hiszen konstans tagja —1, azaz paratlan.

41 Valgjaban Z[x]/(2) = Z;[x] teljesiil az 5.2.16. Gyakorlat miatt. Ebbdl is kovetkezik az allitas, hiszen Zy[x] nem
test (az egységek a nem nulla konstans polinomok, vagyis az 1).

5.5.13. A (b)(c) elemei az (rb)(sc) alaku elemek véges 0sszegei, ahol r, s € R, és ezek pontosan bc tobb-
szorosei (hivatkozhattunk volna az 5.1.14. Gyakorlatra is). A (b) 4 (c) elemei rb + sc alakban irhatdk, ahol
r,s € R, ezek pedig pontosan (b, ¢) elemei. Végiil r € (b) N(c) akkor és csak akkor, hab | r ésc | r. Ha
t kitiintetett kozos tobbszorose b-nek és c-nek, akkor ez azzal ekvivalens, hogy ¢ | r, vagyis hogy r € (¢).
Ezért (b) N(c) = (t).
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5.5.14. Az (1, J) nyilvan I + J-vel egyenld, hiszen ez az I U J 4ltal generalt idedl. Ezért az els6 szabaly
a disztributivitds, amit mar beldttunk az 5.1.13. Gyakorlatban. Ha I = (r), J = (s) és K = (¢), akkor az
el6z6 5.5.13. Gyakorlat szerint az I(J + K) = IJ + 1K azonossdg az (r)(s,t) = (rs, rt) 0sszefiiggésbe
megy at. Tudjuk az 5.5.5. Lemmabdl, hogy (r, s) az r €s s kitiintetett k6z0s osztdja, (rt, st) pedig az rt és st
kitiintetett k6z0s osztdja dltal generdlt idedl. Ezért a disztributiv szabalyt féidedlokra alkalmazva pontosan
a kitlintetett koz0s oszt6 kiemelési tulajdonsagat kapjuk.

A disztributivitds miatt

+NHUAnhH=IUdNhH+JUNI)CIJ+JI.

Az ennek megfeleld szamelméleti allitas az, hogy rs | (r, s)[r, s] (ahol (r, s) kitiintetett k6zos osztot, [r, s]
kitiintetett kozos tobbszordst jeldl).

J1 Mivel R f6idedlgyird, igy alaptételes, és ezért valgjaban (r, s)[r, s] az rs asszocialtja (3.1.31. Gyakorlat).

5.5.15. Az R = Q[xy, x, .. .] végtelen sok hatirozatlani polinomgy{ird alaptételes, hiszen barmely polinom
az osztdival egyiitt benne van a Q[xy, xo, ..., x,] gy(rik valamelyikében, ami alaptételes a 3.4.12. K&vet-
kezmény miatt. Ezért minden polinom felbomlik irreducibilisek szorzatara, és ha lenne két, 1ényegesen
kiilonboz6 felbontdsa, akkor az dsszes tényezd benne lenne ebben a részgyrtiben, ami lehetetlen, hiszen itt
egyértelmd a felbontas. Ezért R maximumfeltételes a féidedlokra az 5.5.8. Tétel miatt, de nem maximum-
feltételes az idedlokra, ezt lattuk be az 5.4.2. Gyakorlatban.

5.5.16. Az Utmutat6 jelsléseit hasznaljuk, beltjuk, hogy az I, idedl nem generdlhaté n elemmel. Ehhez elég

megmutatni, hogy az R = Z[x]/ 1,4 gytrd I = I,,/1,,, ideélja nem generalhaté n elemmel. Az I, genera-
torait x-szel, vagy 2-vel szorozva I,,;1-be jutunk. Ezért az I faktorgy(ir(i minden elemének kétszerese nulla,
azaz vektortérnek tekinthet6 a Z, folott (vo. 4.9.34. Gyakorlat), és ha ¢o(f) € Z, jeloli az f € Z[x] polinom
konstans tagjanak 2-vel valé osztasi maradékat, akkor az [ tetszéleges elemét f + I, 1-gyel szorozva ugyan-
azt kapjuk, mint ha ¢( f)-fel szoroznank. Ezért ha gy, ..., g, generdlja az [ idedlt, akkor / minden eleme
Ag1 + ...+ Argy alakban irhat6, ahol A; € Z,. Mas széval az I-t mint Z, folotti vektorteret is generaljak a
g1, - .., & elemek. Tudjuk linedris algebrabdl, hogy minden generdtorrendszer elemszama legalabb akkora,
mint egy tetszbleges fiiggetlen rendszer elemszama. Ezért elég belatni, hogy az /-t generdlé n + 1 darab
2/x"~J + I, elem fiiggetlen ebben a vektortérben.

Tegyiik fol, hogy 12" + 212" 'x + ... 4+ A,x" € I,,,, ahol Aj € Zo. Az I,y idedl elemei kdnnyen
lathat6an az olyan ag+aj x+. . .+a,x™ € Z[x] polinomok, amelyekben az a; egyiitthaté oszthat6 2" !~/ -vel
minden 0 < j < n esetén (és m tetszbleges). Ezért 21/ | X;2"7/, és igy mindegyik A; péros, azaz
7, nulleleme. Igy a fenti linedris kombinéci6 trivialis.

5.6. A polinomgyiirii idealjai

5.6.1. A nullapolinom gyokeinek halmaza maga C. Ha viszont f € C[x] nem nulla polinom, akkor
gyoOkeinek halmaza véges, és C minden véges részhalmaza nyilvan elédll ilyen médon. Véges halmazok
metszete is véges, tehat a C-beli algebrai halmazok a C-n kiviil a C véges részhalmazai.

Ha V = C, akkor azoknak a polinomoknak a halmaza, amelyek V minden elemén eltlinnek, csak a
nullabél all. Ha V = {z1,..., z,}, akkor egy polinom pontosan akkor tfinik el V minden elemén, ha
f(x) =(x —2z1)...(x — z,)-nek tobbszorose. A V-hez tartozé idedl tehat az f 4ltal generalt ( f) f6ideal.

5.6.4. Legyen I < R. Tegyiik fol, hogy r € R és s € +/I, Ekkor van olyan k, hogy s* € I. Tudjuk, hogy
(rs)¥ = rks*, mert R kommutativ. Tovabbd r*s* € I, hiszen I idedl. Ezért rs € ~/I. Vagyis /I zért az
R elemeivel val6 szorzdsra.

Tegyiik fol, hogy s, € +/I. Ekkor s és 1 is behatvanyozhat6 I-be, mondjuk s”, " € I. A binomidlis
tétel alkalmazhatd, mert R kommutativ, és igy

n+m—1
n+m—1 .
(S + t)nerfl — E ( ] )Sn+mlltz )
l

i=0
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Ennek az 6sszegnek minden tagja /-beli. Valéban, hai > n, akkor ' € I. Ha viszonti < n — 1, akkor
n+m—1—i>m,ésezért s"*"~1= ¢ . Beldttuk tehét, hogy (s + 1)"t"~! € I, vagyis s + 1 € /1.
Nyilvan /1 zért az ellentettképzésre is, és ezért tényleg idedl. Az nyilvanvald, hogy I C /I, hiszen
I minden elemének mar az els6 hatvanya /-ben van.

Az JIINL = I, NI, 6sszefiiggés beltasdhoz azt kell meggondolni, hogy ha egy elem I;-be és
I>-be is behatvanyozhatd, akkor a két kitevs koziil a nem kisebbet véve a kapott hatviny mar eleme lesz
11 N Iz—nek 1s.

5.6.5. Mivel 360 = 23 .3%.5, ezért 30 = 2 - 3 - 5 kbe mar tobbszorose 360-nak. Ezért 30 € +/(360). Meg-
forditva, ha 360 | n*, akkor 360 mindegyik primosztéja, és igy a 30 is osztéja n-nek. Ezért /(360) = (30).

Legyen most R alaptételes (tehat szokdsos) gyirl és r € R . Har = 0, akkor R nullosztémentessége
miatt (r) radikdlja is csak a nulldbdl all. Ha r # 0, akkor az imént latott gondolatmenethez hasonléan
lathatjuk, hogy ahhoz, hogy s* € (r), vagyis r | s* teljesiiljon alkalmas k-ra, az sziikséges és elégséges,
hogy r minden primosztdja szerepeljen s-ben, azaz hogy r primosztéinak szorzata ossza s-et. Specidlisan
ha r egység, akkor (r) és a radikdlja is maga R.

o

5.6.7. Har € R, akkor az R/I faktorgyiiri r + I eleme akkor és csak akkor nilpotens, ha van olyan
k > 0 egész, hogy (r + I)* e faktorgy(ir(i nulleleme, vagyis I. Mivel a faktorgy(ir(iben reprezentansokkal
szdmolunk, ez azzal ekvivalens, hogy r* e I. Tehat r + I akkor és csak akkor nilpotens, ha r € VI , mas
szévalhar +1 € VI/I.

5.6.8. Legyen I idedl R-ben és J = /I az I radikdlja. A feltétel szerint a J idedl végesen generalt, azaz
J = (s1,...,s,) alkalmas elemekre. Mindegyik s; generitor behatvanyozhaté [-be, mondjuk sf" e I.
Legyen N a k; kitev6k maximuma, megmutatjuk, hogy J"V C I (valéjdban mar Jhit-+ha=n+tl c )
A J"V idedl definici6 szerint Ggy kaphat6, hogy J-bdl vesziink nN elemet, ezeket dsszeszorozzuk, majd
az Osszes ilyen tipusu szorzatokbdl véges Osszegeket képeziink. Ezért elegendé6 megmutatni, hogy ha
by, ...,b,y € J, akkor a szorzatuk /-ben van.

A b; elem folirhat6 ryjs; + ... + ryjs, alakban, ahol r;; € R. Végezziik el a beszorzdstab = by ...b,n
szorzatban a 2.1.10. Gyakorlat megoldédsdban lefektetett elvek szerint. Azt kapjuk, hogy b olyan n N ténye-
z0s szorzatok Osszege, amelyek tényezsi az r;;s; elemek koziil keriilnek ki. Minden ilyen szorzatban kell
lennie olyan s;-nek, amelyik legalabb N-szer szerepel (hiszen n-féle s; van és nN tényezd). Mivel R kom-
mutativ, a szorzat t€nyez6i atrendezhetdk dgy, hogy a N darab s; egymds mellé keriiljon. Tudjuk, hogy
sV € I, és ezért a teljes szorzat is I-ben van. Beldttuk tehdt, hogy b € I, amibdl az dllitds is kovetkezik.

5.6.12. Tegyiik fol, hogy I, C I, C ... az R idedljainak egy végtelen, szigortan nové lanca. Alljon Jj
az R[x] azon polinomjaibdl, amelyek mindegyik egyiitthatdja I;-beli. Konnyi ellendrizni, hogy J; idedl
R[x]-ben, a konstans polinomok miatt pedig J, # Jiy1. Ezért J; € J, C ... az R[x] idedljainak egy
végtelen, szigordan novd ldnca lenne.

5.6.14. Ha JN K = {0}, de J és K nem nulla, akkor legyen 0 # a € J és0 # b € K. Az ab szorzat
eleme J-nek is és K-nak is, hiszen ezek idedlok. Ezért ab € J N K = {0}. Ez ellentmond R nulloszt6-
mentességének.

o o

5.6.15. Legyen R foidedlgyfird, ekkor tehat R szokdsos gy(irti, és az 5.5.9. Kovetkezmény szerint alaptételes.
Legyen O # r € R. Ha r felbonthat6 a relativ prim b, ¢ € R elemek szorzatara, akkor az 5.5.13. Gyakorlat
szerint (b) N(c) a b és c legkisebb kozods tobbszordse, vagyis a bce 4ltal generdlt idedl. Ez (r) = (bc)-nek
akkor lesz nemtrividlis metszetre bontdsa, ha b és ¢ valddi osztdja r-nek. Ha tehét r kanonikus alakjiban
legaldabb két (nem egység) primhatvany szerepel, akkor (r) nem lesz metszetirreducibilis.

Ha viszont r = p* primhatvany, akkor az R-et tartalmaz6 idedlokat r oszt6i generéljdk az 5.5.4. Lemma
miatt. Ezért (p¥~!) része minden (r)-et valédi médon tartalmazé idedlnak, és igy (r) csak trividlisan bont-
haté metszetre. Végiil az 5.6.5. Gyakorlat szerint ha p prim és k > 1, akkor a (p*) idedl radikdlja (p). Ezért
(p*) akkor egyezik meg a radikaljdval, ha egy prim elemmel generalhat.
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5.6.16. Nyilvan bc € P = (p) akkor és csak akkor, ha p | bc, tovabbd b € P akkor és csak akkor ha p | b
és ¢ € P akkor és csak akkor ha p | c¢. Ezért p primtulajdonsdga tényleg pontosan a gyakorlatban szerepl6d
feltételt jelenti.

5.6.18. Az R/P faktorgy(iri b + P és c + P elemeinek szorzata bc + P. Ez akkor és csak akkor lesz az
R/ P nulleleme, azaz P, ha bc € P. Tovabba b + P akkor és csak akkor nulla, hab € P, és c + P akkor és
csak akkor nulla, ha ¢ € P. Ezért az R/ P faktorgyr{ nullosztémentessége tényleg azzal ekvivalens, hogy
P primideal.

5.6.19. Az 5.3.12. Kovetkezmény miatt ha M maximélis idedl, akkor R/M test, és igy nullosztémentes
(2.2.29. Tétel). Ezért az 5.6.18. Gyakorlat miatt M primideal.

5.6.20. Tegyiik fol, hogy ¢ = p*, ahol p prim. Beldtjuk, hogy ez a k kielégiti a gyakorlatban szerepld
feltételt. Mivel bc € Q = (q), ezért q | bc. De b ¢ Q, ezért p* = g 1 b. Vagyis a p prim kitev&je b-ben
k-ndl kisebb, bc-ben viszont legalabb k. Ezért p osztéja c-nek. De akkor g = pX | ¢, vagyis ¢t € Q.

Tegylik most fol, hogy ¢ nem primhatvany asszocidltja, vagyis ¢ = p™c, ahol p prim, m > 0, és
¢ egységtdl kiilonbozd elem, ami mar nem oszthaté p-vel. Legyen b = p™. Ekkor g | bc (tehat be € Q),
tovdbba g 1 b (azaz b ¢ Q), de ¢ nem hatvanyozhat6 be a Q idedlba, mert cf soha nem lesz mar p-vel sem
oszthaté. Ezért a gyakorlatban szerepld feltétel sem teljestil.

5.6.22. Az R/Q faktorgy(irli b + Q és ¢ + Q elemeinek szorzata bc + Q. Ez akkor és csak akkor lesz az
R/ Q nulleleme, azaz Q, ha bc € Q. Tovabba b + Q akkor és csak akkor nulla, ha b € Q. Végiil ¢ + Q
akkor és csak akkor nilpotens, ha van olyan k > 0 egész, hogy (c + Q)f = Q, vagyis ha c* € Q. Ezért az
R/ Q faktorgyfirtire a gyakorlatban kir6tt feltétel azzal ekvivalens, hogy Q primér.

o

5.6.23. A Z[x] gytiri I = (4, 2x) idedljdban azok a polinomok vannak, amelyek mindegyik egyiitthat6ja
péaros, és a konstans tag néggyel oszthaté. Ez nem primér, mert 2x benne van, 2 nincs benne, és x egyik
hatvanya sincs benne. Ugyanakkor I teljesiti a feladatban kiszabott feltételt. Ha ugyanis f(x)g(x) € I,
ahol f, g € Z[x], akkor 2 | fg. De 2 prim Z[x]-ben a 3.4.3. Els6 Gauss-lemma miatt, ezért 2 | f vagy
2 | g. Az els6 esetben f2, a masodikban g? oszthat6 néggyel, és igy I-ben van.

5.6.24. Az (1) 4llitas bizonyitasihoz tegyiik fol, hogy bc € /I = P, de b ¢ P. Ekkor van olyan k, hogy
b*ck = (be)* € 1. Mivel b ¢ P, ezért b* ¢ I. De I primér, és ezért c* behatvdnyozhaté I-be. De akkor
¢ € /I = P. Ezért P primidedl.

A (2) allitasra ellenpélda Z[x] gytirtiben az I = (4, 2x) idedl. Valéban, az 5.6.23. Gyakorlat megolda-
saban mar lattuk, hogy I nem primér. Belatjuk, hogy I radikalja (2). Valoban, 2 behatvanyozhat6 I-be,
hiszen 4 € I, ezért 2 € VI. Masfeldl ha f(x)k € I, akkor 2 | f", és mivel 2 prim Z[x]-ben, ezért 2 | f,
azaz f € (2). Tehat tényleg +/(4,2x) = (2). De a (2) primidedl, hiszen 2 primtulajdonsidgi Z[x]-ben a
3.4.3. Els6 Gauss-lemma miatt.

Végiil a (3) dllitds bizonyitasahoz az Utmutatéban megadott jelsléseket haszndljuk. Az m + rc alaki
elemek, ahol m € M és r € R nyilvin R-nek egy M-et és c-t tartalmazo idedljat alkotjdk. (Ez akéar
kozvetlen szamoldssal, akar az R/M faktorgy(r(i vizsgdlatdval adédik.) Ez az idedl b6vebb M-nél, mert
c ¢ M, ezért csakis az egész R lehet, és igy 1 tényleg elall m + rc alakban. Mivel m € M = /I, van
olyan k, hogy m* € I. De a binomidlis tétel miatt

k
k_ 1 _ .nk _ k i
m- = (1 —rc) _l+§<i)( re)'.

Ezért m* e I valéban 1 + sc alakban frhat6. De akkor b + s(bc) = b(1 + sc) € I, és mivel bc € I,
ezértb € I.

5.6.26. Legyen I = (2, x)> = (4, 2x, x°) (az egyenl&ség az 5.1.14. Gyakorlat kovetkezménye). Az I idedl
radikdlja tartalmazza a 2 és x polinomokat, tehdt az M = (2, x) idedlt is. Ez azonban maximadlis idedl
Z[x]-ben az 5.4.6. Gyakorlat miatt. Mivel 1 nincs a radikdlban, a radikdl M lesz. Az 5.6.24. Feladat
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(3) pontjdban lattuk, hogy ha I radikélja maximalis ideal, akkor I primér. Ezért (4, 2x, x?) tényleg primér
ideal Z[x]-ben.

A (4, 2x, x?) idedlban azok a polinomok vannak, amelyek konstans tagja 4-gyel oszthatd, az x-es tag
egyiitthatéja pedig paros. A (4, x) elemei azok, ahol a konstans tag néggyel oszthaté, a (2, x?) elemei pedig
azok, melyek konstans tagja, és az x-es tag egyiitthat6ja is paros. Ezért (4, x) N(2, x?) = (4, 2x, x?) tényleg
igaz. Ez nemtrividlis metszetfelbontds, mert x € (4, x) és 2 € (2, x?),de x,2 ¢ (4, 2x, x2).

5.6.27. Ha r felbonthat6 a relativ prim b, c € R elemek szorzatara, akkor az 5.5.13. Gyakorlat szerint
(b) N(c) a b és c legkisebb kozos tobbszordse, vagyis a be éltal generdlt idedl. Igy (r) = (gq1) N...N(g,)
adddik. Itt a tényezdket primhatvany generdlja, ezért az 5.6.20. Gyakorlat miatt primérek.

5.6.29. Az (1) bizonyitdsahoz hasznaljuk ol a /T, NI, = /I; N /1, dsszefiiggést (amit az 5.6.4. Gyakor-
latban bizonyitottunk). Ebbdl latjuk, hogy [ radikdlja is P. Tegyiik fol, hogy bc € I de b ¢ I. Ekkor van
olyan i, hogy b ¢ Q;. Persze bc € Q;, és mivel Q; primér, ¢ behatvanyozhaté Q;-be, azaz c € \/Q; = P.
De I radikdlja is P, ezért ¢ behatvanyozhat6 [-be is, azaz I primér.

A (2) belatasahoz az Utmutatéban leirtakat folytatjuk. Legyen ¢, olyan elem, ami Pj-ben benne van,
de P»-ben nincs. Ekkor alkalmas k-ra ¢ = c’é € 0y, de c ¢ P,, mert P, primidedl. Az I-t el6allité
metszet rovidithetetlensége miatt O, N...N Q, valédi médon tartalmazza az I idedlt, tehat 1étezik olyan
be Q,N...NQ,, amely nem eleme /-nek. Ekkor tehdt b ¢ Q;. Persze bc € I, hiszen bc € Q; minden
i > 2-re b miatt, és bc € QO a c miatt. Mivel b ¢ I, ha I primér lenne, akkor ¢ benne lenne / radikédljaban.

Ez azonban nem igaz, hiszen P, tartalmazza I radikdljat, és c ¢ P;.

5.6.33. Tegyiik fol, hogy P primidedl, és a B, C idedlok egyike sem része P-nek. Legyen b € B — P és
c € C — P. Ekkor bc € BC, de mivel P primidedl, bc ¢ P. Ezért BC sem része P-nek.

Megforditva, tegyiik fol, hogy P-re teljesiil a gyakorlatban megfogalmazott feltétel. Ha bc € P (ahol
b,c € R), akkor legyen B = (b) és C = (c). Ekkor BC = (bc) € P. A feltétel szerint B vagy C része
P-nek. Az els6 esetben b € P, a masodikban ¢ € P. Ezért P primideal.

o

5.6.34. Legyen P, = (x) és P, = (x,y) a C[x, y] gy(irGiben. Nyilvan P, C P,. A P, maximalis idedl
(5.4.6. Gyakorlat), ezért primideal is (5.6.19. Gyakorlat). A P; = (x) azért primidedl, mert az x primtulaj-
donsagu elem generdlja (5.6.16. Gyakorlat).

41 Ehelyett mondhattuk volna azt is, hogy C[x, y]/(x) = C[y] nullosztémentes (14sd 5.2.18. Feladat, (6) pont), és
igy (x) primideal. A gondolatmenet dltaldnosithatd, példdul mutatja, hogy (x, y) primideal Cl[x, y, z]-ben is.
Miért igaz, hogy x prim C[x, y]-ban? Ez kozvetleniil is ellendrizhetd, példaul annak felhaszndlasaval, hogy
egy polinom akkor és csak akkor oszthaté x-szel, ha x helyére nullat helyettesitve a nullapolinomot kapjuk. De
felhasznélhatjuk azt is, hogy C[x, y] alaptételes, és ezért minden irreducibilis eleme prim.

5.6.35. Az (x2, y) radikdlja (x, y), hiszen az x és y polinomokat tartalmazza, de (x, y) mar maximalis idedl
(5.4.6. Gyakorlat). Ezért (x2, y) primér (5.6.24. Feladat, (3) pont). Az (x2, y)-ban az x> f (x, y) + yg(x, y)
alakd polinomok vannak, ezek kdnnyen lathat6an azok, amelyekben nem szerepel konstans tag és x-es tag.
Specidlisan x ¢ (x2,y) és igy (x2, y) nem egyenl$ a radikéljanak az els§ hatvanydval. A radikal tobbi
hatvdnya viszont nem tartalmazza az y polinomot, hiszen olyan polinomokbdl 4ll, melyek minden tagja
legalabb masodfokd (az 5.1.14. Gyakorlat miatt).

5.6.36. A f6idedlok primér-felbontdsét az 5.6.27. Gyakorlatbdl, a radikalokat pedig az 5.6.5. Gyakorlatbdl
kaphatjuk. Ebbdl az (1) és (2) esetben adédik a megoldés.

(1): (x%+ y?) primér felbontdsa (x +iy) N(x —iy), a metszet mindkét tényezbjének radikdlja sajat maga,
és (x? + y?) radikdlja is sajit maga, ami nem primide4l.

(2): (xy?) primér felbontdsa (x) N(y?), itt /(x) = (x), V(2 = () és /(xy2) = (xy), ez sem
primidedl.

(3): Az (x2, xy) nagyon hasonlit az 5.6.23. Feladatban szerepl (22, 2x) idedlhoz, és igy a primér felbon-
tést is ugyantigy kapjuk: (x2, y) N(x), a tényezdk radikdljai (x, y), illetve (x). Indoklds: tekintsiik C[x, y]
elemeit y polinomjainak. Ekkor (x2, xy) azokbdl a polinomokbdl 4ll, melyek konstans tagja x>-tel, a tobbi
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egyiitthatéja x-szel oszthats. Az (x2,y) elemei azok, melyek konstans tagja x2-tel oszthaté, az (x) ele-
mei azok, melyekben minden egyiitthat6 x-szel oszthaté. Ezért (x2, y) tényleg e két idedl metszete. Az
(x2, y) primér, mert radikalja (x, y), ami maximalis ide4l (5.6.24. Feladat, (3) pont). Az (x) is primér, mert
primidedl. Az (x?, xy) radikdlja az 5.6.4. Gyakorlat miatt (x, y) N(x) = (x), ami primide4l.

4): Az (x3, x%y?, xy?) primér felbontdsa (x3, x2y?, y*) N(x), radikdlja (x), ami primidedl, a tényezék
radikéljai (x, y), illetve (x). Az indoklas hasonlé a (3)-belihez.

7

5.6.37. Mivel C[xy, ..., x,] Noether-gyfirti az 5.6.11. Tétel (Hilbert bazistétele) miatt, az / ideal véges sok
fi, ..., fn polinommal generdlhaté. Ha ezeknek nincs k6zos gyoke, akkor a kozos gyokeik halmaza iires,
és ezen a halmazon a konstans 1 polinom is elttinik. Ezért a Nullahelytétel miatt 1¥ benne van az I ideélban,
azaz I nem valédi idedl.

5.6.38. Az I = (xy, z) idedl azokbdl a polinomokbdl 4ll, amelyek mindegyik tagjaban szerepel vagy z, vagy
pedig x is és y is (mds széval nincs benniik x*-os és y*-os tag, a konstans tagot is ide sorolva). Az I nem
primér, hiszen xy eleme, de nincs benne x, és y egyetlen hatvdnya sem. Ugyanakkor a fenti megjegyzés
miatt (xy, z) = (x, z) N(y, z), ahol a t€nyez6k mar primérek (s6t maximalis ideédlok).

Tegyiik fol, hogy I el6dll primér idedlok szorzataként. A tényezdk szdma minden ilyen felbontdsban
legalabb kettd, és egyik tényezd sem egyenld I-vel, hiszen I nem primér. Vdlasszuk a tényezdk szdmat
minimdlisnak, ami azt jelenti, hogy mindegyik rész-szorzat valédi médon tartalmazza I-t. Osszevondsokkal
elérhetjiik, hogy (xy, z) = I; - I; legyen, ahol I; és I, is val6di médon tartalmazza /-t (persze I és I, mér
nem feltétleniil primér). Legyen f € I, beldtjuk, hogy f konstans tagja nulla.

Tegyiik fol, hogy ez nem igaz, jelolje c az f konstans tagjit. Legyen g € I,. Ha a g polinomban szerepel
dx* alaki tag, ahol 0 # d e C, akkor vilasszuk ki ezek koziil azt, amelyre k a legkisebb (lehet k = 0 is).
Ekkor fg € I-nek cdx* tagja lesz (hiszen x¥-os tag az fg szorzatban csak ezen az egy médon keletkezhet).
Ez ellentmond annak, ahogy I elemeit leirtuk a megoldas els6 bekezdésében. Tehat dx* alakd tag nem
szerepelhet g-ben. Hasonl6képpen ldtjuk, hogy dy* alaki tag sem szerepelhet. Ezért g € (xy,z) = I. Ez
minden g € I,-re igaz, tehét I, € I. Ez ellentmondds, tehdt f konstans tagja tényleg nulla.

Hasonléan lathatjuk, hogy I, minden elemének nulla a konstans tagja. Ez azonban azt jelenti, hogy
I, I-ben csupa olyan polinom taldlhatd, amelyben minden tag legaldbb méasodfoki. Ez ellentmond annak,
hogy z € (xy,2) = I, I».

5.6.39. A (G4, ...,G,) elemei a h1Gy + ...+ h,,G,, alakd polinomok, ahol Ay, ..., h, € Clx, ..., x,]
(5.1.9. Allitas). A h;G; minden tagja oszthaté G,-vel. Ezért az sszeadds elvégzésekor keletkez$ tagok
mindegyike oszthaté valamelyik G;-vel. Ha az eredmény (az 6sszevondsok utdn) F, akkor tehdt F is oszt-
hat6 valamelyik G;-vel.

5.6.40. Legyen F egy f € I polinom f6tagja, G; pedig a g; f6tagja. Ekkor F € (Gy, ..., G,), ezért az
el6z6 5.6.39. Gyakorlat miatt valamelyik G; osztéja F-nek. Azt kell még megmutatni, hogy g1, ..., &n
generdlja /-t. Legyen f € [ és végezzik el a ,,maradékos osztdst” g, ..., g,-mel (5.6.31. Definicid).
Ekkor a kapott r maradék /-beli, és ha nem lenne nulla, akkor a mar bebizonyitott 4llitds szerint r f6tagja
oszthat6 lenne valamelyik G;-vel. Ez lehetetlen, mert akkor az osztési eljardst tovabb folytathatnank. Ezért

r =0, ésigy f benne van a (g, ..., g,) idedlban.

5.6.41. Jelolje J az I-beli polinomok f6tagjai 4ltal generdlt idedlt. Ez végesen generdlt az 5.6.11. Hilbert-
féle bazistétel szerint, legyen J = (hy, ..., h;). Mindegyik h; € J polinomot /-beli polinomok f6tagjai
generdljak, és ebben a generdlasban csak véges sok polinom vesz részt (5.1.15. Gyakorlat). Minden egyes

h;-hoz egy ilyen véges rendszert kivalasztva, és ezeket egyesitve azt kapjuk, hogy J = (G4, ..., G,,), ahol
mindegyik G; egy g; € I f6tagja. Ekkor g1, ..., g, teljesiti az 5.6.40. Feladat feltételét, és igy Grobner-
bazis.

5.6.42. Az Utmutat6ban lefrtakat folytatva tekintsiik az x ; kitevOjét G-ben és G,-ben, jeldlje k; ezeknek a
minimumdt, H pedig az xf‘ ...xkn polinomot. fgy H a G| és G, (egyik) kitiintetett kozos osztéja. Mivel
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PG, és P,G, asszocialtak, ezért asszocidltsag erejéig
PiH = (PG, P1Gy) = (P2Ga, P1G2) = (P2, P1)Ga,
vagyis G, osztdja Py H-nak, legyen Q = P, H/G;. Az S-polinom definiciéja szerint

S ) G, G,
S = s = — _— .
81, 82 Hgl ng

A feltétel szerint az s-et a gy, ..., g, rendszerrel elosztva a maradék nulla. Ezért s = g1g1 + ... + ¢m&m>
ahol mindegyik ¢;g; f6tagja lexikografikusan nem nagyobb, mint s f6tagja. Az s f&tagja viszont lexiko-
grafikusan kisebb, mint GG,/ H, hiszen a kivondsnal ez a tag kiesik a polinombdl. Alakitsuk at f-et a
kovetkezSképpen:

f=F—0@6— @&+ +qngm) =g+ ..+ r'm&m.

ahol G G

QH2 + 0q1, 72:P2+%
Ugy kapunk ellentmondast, hogy megmutatjuk: az f = rig; + ... + rmgm elGdllitdsban mindegyik r; g; f6-
tagja lexikografikusan nem nagyobb, mint PG, de a PG konstansszorosa kevesebbszer fordul el§, mint
az f = p1g1+ ...+ pmgnm el6dllitds esetében. (Az is el6fordulhat, hogy az uj elééllitdsban P; G konstans-
szorosa mdr egyaltaldn nem szerepel, ekkor viszont mindegyik f6tag kisebb P;G-nél, ami szintén ellent-
mond py, ..., p, valasztdsanak.)

Belattuk, hogy g; g; f6tagja kisebb, mint GG,/ H. Ezért Qg; g; f6tagja kisebb, mint 0G1G,/H = P,G;.
Vagyis az r; polinomok utolsé, Qg; tagjai csak P;G1-nél kisebb tagokat hozhatnak be, ezekkel nem kell
torédniink. Az r; polinom elsé tagja, azaz p;, szintén nem hozhat be P;G-nél nagyobb tagot, hiszen
pigi fotagja P;G; < P;G,. Ebbdl kovetkezik, hogy i > 3 esetén r; g; fétagja csak akkor lehet PG kons-
tansszorosa, ha P;G; a P;G; konstansszorosa volt, egyébként pedig r; g; fétagja kisebb, mint P;G;.

Az ry-ben QG,/H = P;G,/G,, ez konstansszorosa P,G,/G, = P,-nek. Ezért rpg, fotagja szintén
PG| konstansszorosa lehet csak, vagy anndl kisebb. Végiil az r; polinomban a QG,/H = P; kiejti p, f6-
tagjat, és igy r; g, fotagja kisebb, mint P; G ;. Emiatt azon f6tagok szdma, amelyek P;G; konstansszorosai,
biztosan legaldbb eggyel csokkent a py, ..., p, rendszerhez képest.

r=p;— +0q, ri=pi+0q (=3).

5.6.43. Tekintsiik az f; polinomok fGtagjai dltal generdlt J idedlt. Ha valamelyik r;; polinom nem nulla,
akkor az R fbtagja egyik f; f6tagjaval sem oszthatdé. Az 5.6.39. Gyakorlat szerint R nincs benne J-ben.
Ezért az eljaras kovetkezd 1épésénél a bovebb generdtorrendszer f6tagjai altal generdlt idedl valédi médon
tartalmazza J-t. Mivel C[xy, ..., x,] Noether-gyiir(, ez az idedlsorozat stabilizalodik, és ezért az algoritmus
is véget ér.

5.7. Hanyadostest

5.7.3. Az 5.7.2. Tétel bizonyitasat kell médositani. A P halmaz most azokbdl az (a, b) parokbdl dll, melyek-
ben b € F. Mivel F zart a szorzésra, e parok 0sszegét és szorzatat ugyanazzal a képlettel értelmezhetjiik.
A szdmolédsokban sziikséges egyszer(sitések elvégezhet6k, hiszen egy gy(lirliben minden olyan elemmel sza-
bad egyszerisiteni, amely nem nulla, €s nem nulloszté. Természetesen csak azon (a, b) parok osztdlydnak

konstrudltunk inverzet, melyekre a € F.

5.7.6. A paros szamok gyfir(ijének a raciondlis szimok Q teste hanyadosteste lesz. Valéban, ebben rész-
gytirtit alkotnak a paros szdmok, és a p/q raciondlis szam el6all 2p/2q alakban, vagyis két paros szdm
hanyadosaként is. A hanyadostest egyértelmiisége (5.7.4. Tétel) miatt ,,masképp” nem is lehet hanyadostes-
tet csindlni a paros szamok gytrijéhez.

A Z[x] hanyadosteste ugyanaz, mint Q[x] hanyadosteste, tehat az f(x)/g(x) racionalis tortfliggvények
teste, ahol f, g € Q[x]. Valéban, egy ilyen hanyadost a nevez6kkel bovitve két egész egyiitthatés polinom

o

hanyadosat kapjuk. Végiil a Gauss-egészek gyfirijének hdnyadosteste az a + bi szdmokbdl 4ll6 test lesz,
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ahol a, b € Q. Ez tényleg test a 2.2.35. Gyakorlat szerint, és minden eleme valdjaban egy Gauss-egész és
egy kozonséges egész hanyadosa.

5.7.7. Legyen b nem nulla eleme /-nek. Ekkor R hidnyadostestének minden r/s eleme folirhaté (rb)/(sb)
alakban is. A szdml4l6 és a nevezd igy mar /-nek elemei, és ezért R hanyadosteste egyben I-nek is hdnya-
dosteste lesz.

5.7.8. Mivel P primidedl, az F szorzasra zart. Jelolje M azoknak az a/b € S torteknek a halmazat, melyekre
a € P. Konnyli szdmolas mutatja, hogy ezek idedlt alkotnak. Ha a c¢/d tort nincs M-ben, akkor d/c € S,
azaz c/d invertdlhatd, és igy egyetlen valddi idedlban sincs benne. Ezért M tartalmazza S minden valddi
idedljat.
5.7.9. Az éltalanositas a kovetkezd. Legyen R alaptételes (szokdsos) gy(irli és f € R[x] egy nem konstans
polinom. Ha létezik olyan p € R prim, amelyre

(1) p nem osztja f féegyiitthatdjat,

(2) p osztja f Osszes tobbi egyiitthatéjat,

(3) p? nem osztja f konstans tagjat;
akkor f irreducibilis P hényadosteste folott.

A bizonyitas ugyanaz, mint az R = Z esetében, ezért azt az Olvasora hagyjuk. Megjegyezziik azonban,
hogy ennek elmondasdhoz Z[x] szdmelméletének alapjait, példaul a Gauss-lemmakat is altalanositani kell
alaptételes gyfr(d folott polinomokra. Ebben semmi nehézség nincsen, itt az allitisok megfogalmazasat is
az Olvasora hagyjuk.

5.7.10. Legyen [ idedlja S-nek és J = I N R. A feltétel szerint J = (a) alkalmas a € R elemre. Meg-
mutatjuk, hogy az § gylirliben az a elem éaltal generalt f6idedl /. Mivel a € I, ez a f6idedl része I-nek.
Megforditva, tegyiik fol, hogy r/s € I, ahol r, s € R. Az 5.5.9. Kovetkezmény miatt R alaptételes, igy fel-
tehet, hogy r és s relativ primek. Az 5.5.5. Lemma szerint 1 = rx + sy alkalmas x, y € R elemekre. Igy
1/s = x(r/s)+y € S. Nyilvan r = s(r/s) € J, vagyis van olyan b € R, hogy ab = r. Igy r/s = a(b/s).
De 1/s € S miatt b/s € S, tehat r /s benne van az a éltal S-ben generalt f6idedlban.

5.7.11. Tegyiik fol, hogy R teljesiti a feladatban kirétt feltételt. Konnyt ellendrizni, hogy az Utmutatban
definidlt S tényleg R-et tartalmazé részgyirije T-nek, és benne az (a/b*) féidedlok nové lancot alkot-
nak. Mivel § alaptételes, ez a ldnc az 5.5.8. Tétel miatt stabilizdlédik, vagyis van olyan m > 1 egész
ést = r + (sa/b*) € S, hogy t(a/b™) = a/b"*'. Innent = 1/b, ahonnan b*~! = b*r + sa. Ezért
b*=1| sa, de b*~! relativ prim a-hoz, és igy (a 3.1.24. Gyakorlat szerint) b*~! | 5. Ezért 1 = br + s’a, ahol
s’ = s/b*! € R. Tehat az 1 benne van az (a, b) idedlban.

Legyen most a’, b’ € R, belatjuk, hogy (a’, b’) f6idedl. Ha a’ és b’ valamelyike nulla, akkor ez nyilvan-
val6. Ha nem, akkor legyen d a legnagyobb k6z6s osztéjuk. Az a = a’/d és b = b’/d elemekre az el6z6
bekezdés eredményét alkalmazva azt kapjuk, hogy d € (a’, b'), vagyis (d) = (a’, V).

Legyen [ idedlja R-nek. Mivel R alaptételes, az 5.5.8. Tétel miatt az R gy(rd [ éltal tartalmazott f6ide-
aljai kozott van egy (a’) maximalis. Ha (a’) # I lenne, akkor 1étezne olyan b’ € I, amelyre b’ ¢ (a’). Az

el6z06 bekezdésben igazoltak miatt (a’, b’) f6idedl, ami része I-nek, és (a’)-t valédi médon tartalmazza. Ez
az ellentmondds mutatja, hogy I = (a’), vagyis R fGidealgyrd.

5.8. Karakterisztika és primtest

5.8.6. A nullosztémentesség miatt r” — s¥ = (r — s)” csak akkor lehet nulla, ha r = s. Ugyanez a
Frobenius-endomorfizmus hatvanyaira is elmondhat6, hiszen injektiv leképezések kompozicidja is injektiv.
5.8.8. Nyilvan ne, fe # 0 akkor és csak akkor, ha n, £ # 0, hiszen a karakterisztika nulla. Tovabba
(me)/(ne) = (ke)/(Le) akkor és csak akkor, ha (m¢ — nk)e = 0. A nulla karakterisztika azt jelenti, hogy
ez az ml — nk = 0, vagyis az m/n = k/{ 0sszefliggéssel ekvivalens. A ¢ Osszegtartd, hiszen

m+k B ml + nk _(m€+nk)e_me+ke_ (m)+ k
P LT e nt (e ne e 4 v\¢)-
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Hasonldéan lathat6 a szorzattartds is. A ¢ injektiv, mert a magja nulla: ha ¢ (m/n) = 0, azaz (me)/(ne) = 0,
akkor me = 0, és a nulla karakterisztika miatt m = 0. Végiil tekintsiik az Im(p) € T halmazt. Ez résztest
(hiszen test homomorf képe), ami az e egységelemet tartalmazza. gy az e 4ltal generélt P résztest része
Im(¢)-nek. Masrészt (me)/(ne) nyilvan eleme P-nek, hiszen P résztest, és igy Im(¢p) C P.

5.8.10. A ¢ injektiv, hiszen testnek csak trividlis idedljai vannak. Emiatt ha O # ¢ € T, akkor ¢(¢) # 0,
és p(nt) = ne(t) miatt nt = 0 akkor és csak akkor, ha np(tr) = 0. Ezért ¢ és ¢(¢) rendje az 6sszeaddsra
ugyanaz, és ez mar meghatdrozza a karakterisztikat.

5.8.11. Legyen S azon ¢t € T elemek halmaza, melyekre ¢ () = ¢. Konny( szdmoldssal 14thatjuk, hogy
S zart a négy alapmiiveletre (vo. 6.5.10. Gyakorlat). Ha ¢(¢) # 0, akkor ¢(1¢) = ¢(1)¢(¢), ahonnan
@(1)-vel egyszertisitve ¢(1) = 1, tehdt 1 € S. Igy S résztest lesz, és ezért tartalmazza T primtestét.

5.8.12. Ha T karakterisztikdja nem 2, akkor a2 = 141 elem nem nulla 7' -ben, és igy oszthatunk vele (vagyis
T minden elemének ,,van fele”). Ekkor pedig az 1.2.1. Gyakorlatban leirt teljes négyzetté valé kiegészités
eljardsa miikodik, és a masodfoki egyenlet szokdsos megoldoképletéhez vezet. Ezért az (1) allitas igaz.

Egy kettd karakterisztikdju testben nem miikodik a teljes négyzetté vald kiegészités eljarasa. Valdban,
T [x]-ben tagonként lehet négyzetre emelni, és igy

a(y+w)2+b(y+w)+c=ay2+by+(aw2+bw+c).

Vagyis hidba toljuk el a polinomot, az els6foku tag egyiitthatéja nem valtozik, és igy nem is lehet eltiintetni.
A megoldéképlet is értelmetlen, mert a nevezdben 1+1 = O szerepel. Ha T = Z; és f(x) = x24x € T[x],
akkor ennek gyokei 0 és 1, de egyik sem kaphaté meg a megoldoképletbdl. Ezzel (2)-t is megoldottuk.
Végiil a (3) allitas 2-t6l kiilonboz6 karakterisztik4ja testben nyilvan igaz (1) miatt, T = Z, fol6tt viszont
nem. Valéban, 7 minden elemébdl vonhaté négyzetgyok T -ben, hiszen mindegyik elem négyzetgyoke
onmaga. Mégis van T folott masodfokd irreducibilis polinom, az x> + x + 1 (hiszen ennek nincs gyoke
T -ben).
JHaw) ésapaz f(x) = ax? + bx + ¢ két gyoke, akkor az(oz] — a2)2 = b%* — 4dac igaz 2 karakterisztikdban
is (3.7.9. Gyakorlat). Ezért ha T-ben minden elembdl vonhaté négyzetgyok, akkor o — ap € T. Tovabbd a
gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése miatt oy + a2 = —b/a € T. De ebbdl a két egyenletbdl mégsem kaphatd

meg o] és ap, mert ez valdjdban csak egyetlen egyenlet: a 2 karakterisztika miatt o1 — op = o1 + 2. Minden
mas karakterisztika esetén ennek az egyenletrendszernek a megoldasa a szokdsos megolddképlethez vezet.

5.8.13. Az x" — 1 derivaltja nx"~'. Ha p { n, akkor ez nem a nullapolinom, és igy csak a 0 lehet gyoke, ami
azonban nem gyoke x" — 1-nek. Ezért az 5.8.3. Tétel miatt x” — 1-nek nincs tobbszords gyoke.

5.8.14. Tegyiik fol, hogy ¢ € T gyoke ®,-nek, és legyen £ az ¢ rendje a T multiplikativ csoportjdban. Mivel
D, (x) | x" —1,ezért &"” — 1 = 0. Tehat n j6 kitevdje e-nak, és igy £ | n.

Tegyiik fol indirekt, hogy £ < n. Ekkor ¢ gyoke mdr az x* — 1 € T[x]-nek is. De x* — 1 = ndw D,(x),
vagyis van olyan m | £, hogy ®,,(¢) = 0. Tehat az x — ¢ gyoktényezd kiemelhet6 a &, és a ®,, polino-
mokbdl. Persze m | n és m # n, azaz ekkor ¢ legaldbb kétszeres gyoke ®,,(x) ®,(x) | x* — 1-nek. Az
x" — 1 polinomnak azonban nincs tobbszords gyoke T -ben az 5.8.13. Gyakorlat miatt. Ez az ellentmondas
bizonyitja, hogy ¢ rendje tényleg n.

Ha ¢ egy n-edrendi eleme T-nek, akkor ¢ gyoke x” — 1 =[] ain Pa(x)-nek, tehat valamelyik ®,-nek is,
és igy ®4(x) | x¢ — 1 miatt ¢4 = 1 teljesiil. Mivel & rendje n, csakis d = n lehetséges.

5.8.15. Tegyiik fol, hogy a p prim osztja ®,(nN)-et (ahol N egész). Tudjuk, hogy ®,(nN) | (nN)" — 1,
tehdt p nem osztéja n-nek. Az nN szdm gyoke ®,(x)-nek mod p, mert p | ®,(nN). Igy az el6z5 fel-
adat miatt nN rendje n lesz mod p. Az Euler—Fermat-tétel miatt Z; minden elemének rendje osztdja
¢(p) = p — l-nek. Ezértn | p — 1, vagyis a p prim nk + 1 alakd.

Meg kell még mutatni, hogy @, (nN)-nek van primosztdja alkalmas N esetén. Ez nyilvdnvald, hiszen a
nem konstans &, (nx) polinom minden értéket csak véges sok helyen vehet fol (2.4.9. Gyakorlat), és igy van
olyan N, amikor a ®,,(nN) érték 1-t5l €s —1-tdl is kiilonbozik.
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5.8.16. Belitjuk, hogy ha p | n, akkor p? | ®,(c) csak akkor lehetséges, ha p = n = 2. Ebben az esetben
persze 4 | ®,(c) = ¢ + 1 akkor és csak akkor, ha c = —1 (4).

Tegyiik fol, hogy p? | ®,(c), ahol n = pm. El&szor megvizsgiljuk a ¢ = +1 esetet. A 3.9.19. és
3.9.20. Feladatok szerint &, (1) prim vagy 1, igy nem oszthaté p>-tel, kivéve a ® (1) = ®,(—1) =0
eseteket. Mivel p | n, nekiink csak a p = n = 2 felel meg.

Ha ¢ # =1, akkor a korosztdsi polinomok rekurzids képlete miatt @, (x) | (xP™ — 1)/(x™ — 1), és igy
7, folott

xPm—1 @™ =17
Innen p | ®,(c) miatt azt kapjuk, hogy p | (¢" — 1)?~!, azaz ¢" f6lirhaté ap + 1 alakban, ahol a € Z. Ezt
behelyettesitve, a binomidlis tétel szerint (immar Z-ben szdmolva, ¢ # 1 azaz ¢ # %1 esetén)

o (f (?)(ap)f) ~1

Jj=0

= (" — D',

em—1 ap+1—-1

=<ap)"—1+< P )(ap>”—2+---+<p)ap+(p),
p—1 2 1

hiszen az 1 a szdml4léban is kiesik. Ha p > 2, akkor az itt felléps tagok mindegyike oszthaté p>-tel, kivéve
az utolsét, hiszen ekkor p | (4), és (¥) = p. Ez ellentmondds, mert az Gsszegrdl tudjuk, hogy oszthat6
d, (c)-vel, és igy p2-tel is.

A p = 2 esetben az a feladat feltevése, hogy 4 | ®,,(c). Ha ¢ péros, akkor @, (¢) | ¢* — 1 paratlan szam,
ez nem lehet. Ha viszont ¢ pdratlan, akkor ¢ = +1 (4), és igy 4 | ®,(1) vagy 4 | &,,(—1). Ezeket az
eseteket mar elintéztiik a megoldas legelején.

5.8.17. Ebben a megoldésban az o, (b) jelolést hasznéljuk a b szimnak a mod n vett rendjére (1asd 25. oldal).
Megmutatjuk, hogy (CIDm (c), @, (c)) vagy 1, vagy pedig egy p primszdm. Ez ut6bbi pontosan akkor teljesiil,
ham = p%k ésn = pPk alkalmas o, B > 0 és k > 1 egészekkel, melyekre k | p — 1.

Tegyiik fol el6szor, hogy (d>m (c), @, (c)) # 1. Ekkor van olyan p primszdm, ami a ®,,(c), ®,(c)
szdmokat osztja. Legyen m = p®k ésn = pPe, ahol médr p | k és p { £ (itt & és B nulla is lehet).
A 3.9.23. Feladat miatt Z, folott ¢, = CDf(pa), és ezért p | Pr(c). Az 5.8.14. Feladat miatt 0,(c) = k
(ésinnen k | p — 1). Ugyanigy o,(c) = ¢, tehat k = £.

Megforditva, tegyiik fol, hogy m €s n ilyen alaki. Legyen c egy olyan egész szam, melyre 0,(c) = k.
Ilyen szam létezik, hiszen a Z, test multiplikativ csoportja ciklikus (4.3.22. Tétel). Az 5.8.14. Feladat miatt
c gyoke Zp[x]-ben @, (x)-nek. Az el6z5 bekezdésben frtak miatt tehat p | (P, (c), P, (c)).

Hatra van még annak bizonyitdsa, hogy (d>m (c), D, (c)) értéke, ha nem 1, akkor primszam. Tegyiik fol,
hogy van egy kozos p primoszté. Ez egyértelmiien meghatarozott, hiszen az eddig bizonyitottak szerint m
és n kanonikus alakjdban csak egy kitevSben van eltérés. Azt kell megmutatni, hogy p> nem kdzos 0szto.
Ha az lenne, akkor az 5.8.16. Feladat miatt p = 2, és az n, m szdmok koziil amelyik paros, az kettével
egyenld. Ezért n és m egyike kett$, a masik 1. Azaz 4 | (®1(c), P2(c)) = (¢ — 1, ¢ + 1), ami lehetetlen.

5.9. Rendezett gyiriik és testek
5.9.4. Legyen d = —c. A ¢ < 0-hoz d-t adva 0 < d addédik, és ezért ad < bd, azaz —ac < —bc. Ehhez

ac + bc-t adva az elso allitast kapjuk.
A maésodik 4llitas igazoldsdhoz adjunk a > 0-hoz b-t. Ekkor O = a + b > b adddik, ahonnan b > 0, és a

rendezés antiszimmetridja miatt » = 0. De akkora = —b = 0.

5.9.6. Az vilagos a részben rendezésre vonatkoz6 szabdlyokbdl, hogy a pozitivitdstartomdany zart a szorzdsra
(a nullosztémentesség miatt), és nem tartalmazza a nulldt. Az 6sszeaddsra val6 zartsag a 5.9.4. Gyakorlatbdl
kovetkezik.
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Megforditva, legyen P C R 0sszeaddsra €s szorzdsra zart, a nullat nem tartalmazé részhalmaz. Defini-
aljuk a részben rendezést aza < b <= b — a € P képlettel. Ekkor a < reléci6 tranzitiv, mert P zart az
Osszeaddsra, tovabba nyilvan reflexiv. Haa < b ésb < a,de a # b, akkor a — b és b — a is P-ben van, tehat
az Osszegiik is, ami ellentmondds, mert O ¢ P. Ezért részben rendezést kaptunk, amely konnyen lathatéan
teljesiti az 5.9.3. Definiciéban megadott (1) és (2) feltételeket. Példaul a (2) igazolasa a kovetkezSképpen
fest. Ha ¢ = 0 vagy a = b, akkor az allitas nyilvanval6. Kiilonben b —a € P és c € P, ezért a szorzdsra
zartsag miatt (b — a)c € P, ahonnan bc < ac.

Ha < elrendezés, akkor tetszSleges r £ 0 esetén r > 0 vagy r < 0. Ut6bbi esetben mindkét oldalhoz
—r-et adva —r > 0. Itt egyenl6ség nem allhat, mert r # 0, és igy —r € P. Megforditva, ha P rendelkezik
a megadott tulajdonsdggal, akkora # b € R eseténa — b € P vagy —(a — b) € P. Az els6 esetben a > b,
a masodikban a < b. Ezért < elrendezés.

5.9.9. Tegyiik fol, hogy < elrendezése a hanyadostestnek, ami R rendezésének kiterjesztése, és a, b € R,
ahol b # 0. Megmutatjuk, hogy a/b akkor és csak akkor pozitiv,haa > 0és b > 0, vagya < 0és b < 0.

Ha a/b > 0, akkor b-vel szorozva b > 0 esetén a > 0, ha pedig b < 0, akkor az 5.9.4. Gyakorlat szerint
a < 0 adddik. Egyenldség egyik esetben sem 4llhat, mert ha a = 0, akkor a/b is nulla. Megforditva, ha
a > 0ésb > 0, akkor a/b < 0 nem lehet, mert innen b-vel szorozva a < 0 adédna. Mivel elrendezésr6l van
sz0, és mivel a # O miatta/b # 0, csakis a/b > 0 lehetséges. Haa < 0ésb < 0, akkora/b = (—a)/(—b),
és igy az el6z6 gondolatmenet szerint a/b > 0.

Ezért az R gyfirl rendezése egyértelmien meghatdrozza a hanyadostest pozitivitdstartomanyat, és igy a
rendezését is. Megforditva, legyen P azon a/b tortek halmaza, ahol a és b is pozitiv. Belatjuk, hogy ez
pozitivitdstartomany lesz egy alkalmas rendezésre. Ehhez az 5.9.6. Gyakorlatot hasznéljuk. Nyilvan O ¢ P,
és P zart a szorzasra. Tegyiik fol, hogy a/b és c/d € P, be kell 1atni, hogy (a/b) + (b/d) € P, vagyis hogy
ad + bc és bd is pozitiv. Ez nyilvanvald, hiszen a, b, ¢, d pozitiv.

5.9.10. Két eset van: +/2 vagy pozitiv, vagy negativ. Megmutatjuk, hogy mindketts lehetséges, és egyértel-
miien meghatdrozza a rendezést. Ezért a feladatbeli Q(+/2) gyfirtinek két elrendezése van.

Tegyiik o1, hogy a < elrendezésnél +/2 > 0 és legyen a, b € Q. Meg kell mutatnunk, hogy a + b~/2
el6jele egyértelmiien meghatdrozott. Ha b = 0, akkor ezt tudjuk, hiszen a raciondlis szdmokon a rendezés
egyértelmii az 5.9.8. Kévetkezmény miatt. Tegyiik fol, hogy » > 0. Ha a > 0, akkor persze a + b+/2 > 0.
Ha a < 0, akkor

(a+bvV2)(—a+bvV2) = —a>+2b* € Q.

Itt —a + b\/i > 0, és —a® + 2b> eldjelét is ismerjiik, hiszen ez nem nulla raciondlis szdm. Ezért —a + b\/i
elGjele is egyértelmiien meg van hatirozva. Végiil ha b < 0, akkor a —a — b+/2 elGjelét az el6zdek szerint
ismerjiik, és igy a + b+/2 elGjelét is.

Belattuk tehat, hogy legfeljebb egy olyan rendezés van, ahol V2 > 0. Persze ilyen létezik is, az, amit a
valés szamok szokdsos rendezésébdl kapunk.

Ha /2 < 0, akkor a fenti szamolds megismétlése helyett egyszeriibb a kiovetkez6t mondani. Tekintsiik
a p(a + byv/2) = a — b/2 képlettel definialt leképezést. Ez konnyen lathatéan Q(+/2)-nek nmagdval
val6 izomorfizmusa. Az imént beldttuk, hogy egyetlen olyan pozitivitdstartomény van, amelynek +/2 eleme.
Ezért ¢-t alkalmazva ltjuk, hogy egyetlen olyan van, aminek ¢(+/2) = —+/2 eleme.

5.9.11. A P nyilvan zart az 6sszeaddsra és a szorzdsra, és nincs benne a nullapolinom, tehat ez pozitivitds-
tartomdny. Elrendezést kapunk, hiszen egyik nem nulla raciondlis egyiitthatés polinomnak sem gyoke az m,
és igy a polinom vagy az ellentettje pozitiv lesz (5.9.6. Gyakorlat). Ugyanez a médszer nem miikddik R[x]
esetén, mert x — T se nem pozitiv, se nem negativ (vagyis rendezést kapunk, de ez nem elrendezés).

5.9.12. Az Utmutatéban megadott pozitivitastartomany konnyen ellendrizheten elrendezést ad (5.9.6. Gya-
korlat). A kapott elrendezésnél az x ,,végteleniil kicsi pozitiv”’ mennyiségnek képzelhets: a nullanal na-

gyobb, de minden pozitiv szdmndl kisebb. Ha a konstrukciét gy végezziik, hogy x — b polinomjaival
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dolgozunk, akkor 0 + 1(x — b) pozitiv, de —e + 1(x — b) negativ lesz minden pozitiv ¢ szdmra. Ebben az
esetben x csak ,,végteleniil picit” nagyobb b-nél. Ezért minden b-re mds rendezést kapunk.

5.9.13. Legyen T az R héanyadosteste. Elszor az Utmutatéban kimondott 4llitdsokat igazoljuk. A nem
nulla T-beli elemek négyzetdsszegeinek Py halmaza nyilvan zart az Osszeaddsra és a szorzdsra, tovibba az
R-re tett feltétel miatt nem tartalmazza a nullat. Ezért az 5.9.6. Gyakorlat miatt P, pozitivitdstartomény. Ha
P O Py pozitivitdstartomdny és 0 # r € T, akkor legyen P; a pr + g alakid elemek halmaza, ahol p, g € P.
Ekkor P; zart az 6sszeadasra, de zart a szorzasra is, mert

(P17 + ) (par + @2) = (P1par” + 1q2) + (P1g2 + p2q1)7 -

Nyilvan p1g; + p2q1 € P, de pipar? + q19> € P is teljesiil, hiszen r> e Py C P. Ezért P, tényleg zart
a szorzasra. Ha —r nem firhat6 fol p/q alakban, ahol p,q € P, akkor P} nem tartalmazza a nullat, és igy
pozitivitistartomany.

A Zorn-lemma feltétele alkalmazhat6 a Py-t tartalmazé pozitivitastartomanyok halmazara, mert egy lanc
unidja is zart az Osszeaddsra, szorzasra, és nem tartalmazza a nullat. Ezért 1étezik ezek kozott egy P maxi-
malis elem. Megmutatjuk, hogy ez T elrendezését adja. Ha 0 # r € T, de sem r, sem —r nincs P-ben,
akkor mivel P maximadlis, nem b&vithetd r-rel a fenti médon, és ezért —r = p1/q; alkalmas p;, g; € P-re.
De P nem bévitheté —r-rel sem, ezért r = p,/q, alkalmas p,, g, € P-re. Ekkor azonban pg; + p>q1 = 0,
ami ellentmond annak, hogy P pozitivitistartomany.

5.10. Minimalpolinom algebrakban

5.10.2. Legyen u = \3/7 +5V2¢ésv = \3/7 — 54/2. Ekkor z = u + v, ezt kobre emelve
2 =ud+ v+ 3uvu +v) = 14 + 3uvz.

De uv = /49 — 50 = —1, ezért z° + 3z — 14 = 0 teljesiil. Vagyis z gyoke a megadott polinomnak. De ez
nem irreducibilis Q folott, hiszen gyoke a 2. A gyoktényezdt kiemelve x3 +3x — 14 = (x —2) (x> +2x + 7).
Ez utébbi polinomnak nincs valés gyoke, viszont z valds szam. Ezért z = 2, minimdlpolinomja x — 2.

11 A z kifejezést tigy kapjuk, hogy az x3 + 3x — 14 polinomra a Cardano-képletet alkalmazzuk.

5.10.4. Ha T tartalmazza R egységelemét, akkor T és R egységeleme ugyanaz (példaul az 5.3.4. Lemma
miatt). Az 0sszeadasra R Abel-csoport, tehat csak a skalarral szorzas négy axiomadjat kell ellen6rizni. Ezek
kovetkeznek abbdl, hogy R-ben érvényes a kétoldali disztributivitds és a szorzds asszociativitdsa, tovabba
hogy T és R egységeleme ugyanaz. Példaként belatjuk, hogy (A + w)r = Ar + ur (it A, u € T,r € R, az
egymads mellé irds skalarral szorzast jelol). A skaldrral valé szorzds definicidja miatt Ar = A xr, ur = w*r
és (A4 w)r = (A+ ) *r. Ezért ez az azonossag tényleg az R-beli disztributivitas egy specidlis esete. Ezzel
(1)-et belattuk.

Ahhoz, hogy algebrat kapjunk, a gy(rd- és vektortér-tulajdonsdgokon kiviil még arra van sziikség, hogy
A eTésr,s € Resetén A(r xs) = (Ar) xs = r x (As) teljesiiljon. Az s helyébe az egységelemet irva
Axr = r*A adddik. Megforditva, ha ez teljesiil, akkor algebrit kapunk, hiszen R-ben a miivelet asszociativ.

5.10.5. A ¢ : L — Xe leképezésrdl konnyt belatni, hogy 0sszeg- és szorzattartd. Példaként a szorzattartast
igazoljuk.

e(Me(n) = (re)(ue) = A(e(ne)) = A(ue’) = (An)e = p(ru)
(itt tobbszor is haszndltuk a A(rs) = (Ar)s = r(As) algebra-tulajdonsigot, és a vektortér-axiémadkat is). Ha
1 € T az egységelem, akkor a vektortér-axiomak miatt ¢ (1) = e. Ezért ¢ nem azonosan nulla, és mivel
magja idedl a T testben, a ¢ injektiv. fgy T izomorf ¢(T) < A-val, ami tehat részteste A-nak. Ez a résztest
benne van A centrumdban, hiszen har € A és A € T, akkor az algebra-tulajdonsag miatt

r(ie) = Are) = A(er) = (Ae)r.
Végiil ha A, u € T, akkor A(ue) = (Ap)e a vektortér-axiomak miatt, és igy ¢ (T') altér is.
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JJ Absztrakt algebrai vizsgalatokban azonositani szokds a A és Ae elemeket, és igy felteszik, hogy egységelemes
algebrdban az alaptest valdjdban az algebra részteste, és a két egységelem is ugyanaz. Ez azonban néha nem
praktikus, példdul linedris algebrdban nem azonositjuk a 3 skalart és a 3 E matrixot.

5.10.7. A 2.4.30. Gyakorlat megolddsanak mintdjara jarunk el, a szorzattartast ugyanazon a specidlis eseten
vizsgaljuk meg. Legyen A egységeleme e, tovdbba f(x) = o + Bx és g(x) = y + dx. Ekkor

F)g(x) = (@ + Bx)(y +6x) = ay + (@8 + By)x + péx’.
Ezért azt kell beldtni, hogy az A algebrdban
(ae + Ba)(ye + 8a) = aye + (a8 + By)a + Bda*.
A bal oldalon a szorzast elvégezve a disztributivitis miatt

(ae)(ye) + (ae)(8a) + (Ba)(ye) + (Ba)(da)

adédik. Az algebra-axidomdk miatt A(rs) = (Ar)s = r(Ls), ahol r és s algebra-elemek, A pedig T'-beli
skalar. Ez¢ért a fenti 6sszeg
(@y)e’ + (ad)(ea) + (By)(ae) + (B8)a’

alakban irhat6. Mivel e egységelem, a kivant eredményt kapjuk. Az altaldnos szamolds ugyanigy miikodik,

csak a képletek bonyolultabbak, a részletek kidolgozasat az Olvaséra hagyjuk.

J1 Fontos észrevenni, hogy a hatvanyai egymassal és az egységelemmel is folcserélhetSk. Még fontosabb azonban,
hogy itt valdjdban az a elemet a skaldrokkal cseréltiik fol. Ennek igy sz6 szerint persze nincs értelme, hiszen a
skaldrokkal csak balrdl szorzunk, de a fenti szdmoldsbdl mégis ezt érezhetjiik ki. Ezért fontos az 5.10.5. Gyakor-
lat megoldasdban megvizsgélt . = Ae azonositds. Ha ugyanis a skaldrokat A centrumelemeivé tessziik, akkor

a fenti szdmolds is érthetébbé vélik: nem kell annyit zaréjelezni, és mindig figyelni arra, hogy mi az algebra
eleme, és mi skaldr, tovabba az e betiik is eltlinnek a képletekbdl.

5.10.13. Az allitas bonyolult kézvetlen szamitdssal is igazolhatd, ha a polinomot dltaldnos alakban frjuk fol,
és behelyettesitiink. Egyszeriibb azonban a kdvetkez6t mondani. Tekintsiik az

s = (x =1 +V2)(x = (1 =v2)) =x?—2x — 1

polinomot. Ez irreducibilis QQ f6l6tt, hiszen masodfoku, és nincs raciondlis gyoke. Tehat az 5.10.12. Tétel
miatt ez lesz 14 +/2 minimalpolinomja. Ha az f € Q[x] polinomnak gydke 1+ +/2, akkor az 5.10.10. Tétel
miatt s | f, ésigy 1 — /2 is gyoke f-nek.

43 Az dllitas hasonlit ahhoz, amikor azt bizonyitottuk, hogy ha egy valds egyiitthats polinomnak gydke az a + bi,

akkor a konjugéltja, a — bi is gyoke (14sd 3.3.6. Lemma). Abban a bizonyitdsban nem a minimalpolinomr6l esett
sz0, hanem azt haszndltuk ki, hogy a komplex konjugalds mivelettartd, és a valds szdmokat fixdlja. Hasonléan

tekinthetjiik azt a ¢ leképezést, amely az a 4 b+/2 szamhoz a — b+/2-t rendel (a, b € Q). Ez izomorfizmusa az

a + b~/2 alaki szamok testének Gnmagdval, amely minden racionalis szdmot sajat magdba visz. Arra biztatjuk
az Olvaso6t, hogy ennek segitségével adjon Uj bizonyitast a fenti 4llitdsra, a 3.3.6. Lemma bizonyitdsa alapjan.
A ,megfejtés” elolvashaté a 6.5. szakasz elején (valéjaban a 6.5.3. Allitds bizonyitdsaban).

5.10.14. Az 5.10.13. Gyakorlat megolddsdhoz hasonldan jarunk el. Az 1 + J2 gyoke az (x — 1)° — 2
polinomnak, ami az x* — 2 eltoltja, és gy irreducibilis Q folott. Ezért ez 1 + J2 minimélpolinomja, és igy
minden olyan raciondlis egylitthatés polinomnak, amelynek az 1 + J2 gyoke,az 1 +¢ /2 szémok is gyokei
lesznek, ahol & harmadik egységgyok.

5.10.15. Az (1) esetben az eredmény x> — 2x + 2. Legyen z = 1 4+ i, ekkor i = z — 1, négyzetre emelve és
rendezve 7> —2z+2 = 0. Az x> —2x+2 polinomnak tehit gyoke az 14i, és ez akkor lesz a minimalpolinom,
ha irreducibilis Q f616tt. Ez latszik abbdl, hogy masodfoku, és nincs gyoke (Q-ban.

A (2) esetben az eredmény x* — 2x2 + 9. Haz = ~/2 + i, akkor (z — i)? = 2, azaz 722 — 3 = 2iz, még
egyszer négyzetre emelve és rendezve z* — 272 + 9 = 0. A kapott x* — 2x2 + 9 polinom gyokei ++/2 £ i,
ezért

=224 9= (2= 2V2x +3) (2 +2v2x + 3)
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a felbontdsa R folott irreducibilisek szorzatdra (hiszen valés gyok nincs). Mivel a tényez6k normadltak, de
nem raciondlis egyiitthatésak, ezért a 3.3.12. Példdban latottakhoz hasonléan a polinom irreducibilis Q f6-
lott.

A (3) esetben hasonlé szdmoldssal x® — 4x> + 2 adédik, ami a Schonemann—FEisenstein-kritérium miatt
irreducibilis.

A (4) esetben az eredmény ®g(x) = x® — x> 4 1, az (5) esetben pedig @, (x), hiszen minden korosztasi
polinom irreducibilis Q folott (3.9.9. Tétel), és normalt.

A (6) esetben az eredmény x> — (3/4)x —(1/8). A cos 3a = 4 cos® @ —3 cos & azonossagbdl kapjuk, hogy
cos 20° gyoke a ennek a polinomnak. Az irreducibilitds a raciondlis gyokteszt segitségével ellendrizhetd,
hiszen harmadfoku polinomrdl van sz6.

5.10.16. A szdmolas hasonl6 az 5.1.2. Allitds bizonyitdsdhoz. A kiilonbség az, hogy a generalt részalgebra
altér is, és ezért minden elemének a skaldrszorosait is tartalmazza. Ezért a polinomok most nem egész
egylitthatésak, hanem 7'-beli egyiitthatésak lesznek (és az 5.10.7. Gyakorlat 4llitdsat kell menet kozben
alkalmazni). Az ay, ..., a, 4ltal generdlt részalgebra elemei a p(ay, ..., a,) alakd elemek lesznek, ahol
peT[xy,...,x,]és p(0,...,0)=0.

5.10.17. A 4.14.2. Gyakorlat megolddsihoz hasonléan jeldlje E*/ (i > j) azt a matrixot, amelyben az
i-edik sor j-edik eleme 1, és az Osszes tobbi elem nulla. Konny( szdmolds mutatja, hogy ha egy métrix az
E'J métrixok mindegyikével folcserélhetd, akkor az az egységmitrix skaldrszorosa. Tovabbd a AE akkor
és csak akkor cserélhetd fol az 6sszes w E alakd maétrixszal, ha A benne van D centrumaban.

5.11. A szamfogalom lezarasa
511.1. A p1 + qui +r1j + s1k és pr + qoi + r2j + s2k kvaternidk szorzata

(p1p2 — q192 — rir2 — 5152) + (P1g2 + qi1p2 + 1152 — s112)i +
+ (p1r2 — qis2 +rip2 +5192)j + (152 + qira — riga + s1p2)k .

Ennek alapjdn ¢ szorzattartdsa métrixszorzassal ellendrizhetd (az 0sszegtartds, és ¢ injektivitdsa nyilvan-
vald, tovabba az is, hogy ¢ tartja a valds skaldrokkal vald szorzast is, tehat algebrahomomorfizmus).

J1 A ¢ Osszeg- és skaldrszorostartdsa miatt a szorzattartds val6jaban kovetkezik a 4.5.21. Gyakorlat 4llitasabol.

5113. AzZ = p?>+q*+r?+s5*és7-w = w -7 Osszefiiggések kozvetleniil adédnak a kvaterniészorzasnak
az el6z6, 5.11.1. Gyakorlatban megadott képletébdl. Ezért

Nz-wy=z-w-z-w=z-w-w-2=z-Nw)-2=2-2-Nw) =N(@) - Nw),

hiszen az N(w) € R skaldr minden kvaterniéval folcserélhetd. Ha N(z) = 0, akkor z is nulla, hiszen
valés szamok négyzetosszege csak akkor nulla, ha minden tag nulla. Emiatt minden nem nulla z kvater-
niénak z/N (z) inverze lesz (kvaternidt valds szammal persze tagonként, pontosabban egyiitthatonként kell
elosztani).

Hai(p +qi +rj+sk) = (p +qi + rj + sk)i, akkor a miiveleteket elvégezve rk — sj = —rk + s,
ahonnan r = s = 0. Tehdt az i centralizdtora csak a p + ¢i alakd kvaterniokbdl all. Ugyanezt j-re folirva
kapjuk, hogy a kvaternidk ferdetestének centruma csak a valés szamokbdl all.

5.11.11. Az (1) esetben megfelel az R[x], a (2) esetben pedig az R**? teljes métrixgyri.

5.11.12. Az i + j négyzete —2, normdja 2, inverze —(1/2)i — (1/2)j, minimalpolinomja x? + 2 (hiszen
ez irreducibilis R f6lott; els6fokd minimélpolinomja nyilvdn pontosan R elemeinek van). Az i + j + k
négyzete —3, inverze —(1/3)i — (1/3)j — (1/3)k, minimalpolinomja x? + 3.

5.11.13. Ha z; = p; + q1i + r1j + s1k nem val6és kvaternio, akkor az 5.11.7. Allités szerint a z és az 1 4ltal
generalt részalgebra C-vel izomorf. Ezt a részalgebrat mar z; is generdlja, hiszen ha z nem valds komplex
szdm, akkor z és z> nem parhuzamosak (hiszen z>/z = z nem valds).
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Legyen
_qitrj+sik

Vai +ri st

Ez ugyanazt a részalgebrat generdlja, mint z;. De w? = —1 az 5.11.5. Kovetkezmény miatt. Készitsiik el
w,-t analég médon z, = py + qoi + 12 j + s2k-bol. Ha z; és 7, ugyanazt a részalgebrat generdlja, akkor w;
és w, is, de mivel ez C-vel izomorf, benne az x* + 1 polinomnak csak két gyoke van. Ezért w; = +wy,
azaz a (q1, r1, s1) és a (qa, 12, 52) vektorok parhuzamosak. Megforditva, ha ezek a vektorok parhuzamosak,
akkor w; és w, egymds valos szdmszorosai, €s igy z; €s z; is ugyanazt a részalgebrét generaljak.

w1

5.11.14. Ha z = w?, akkor w és z folcserélhetdk, ezért az 5.11.8. Allitds miatt w benne van a z 4ltal
generalt részalgebraban, amely az 5.11.7. Allitds miatt C-vel izomorf, és igy ebben z-nek tényleg két négy-
zetgyoke van.

5.11.15. Ha z" = 1, akkor tekintsiik a z (és az 1) 4ltal generdlt részalgebrat K-ban. Az 5.11.7. Allitas szerint
ez C-vel izomorf, jelolje w az i-nek megfelels elemet. Az 5.11.5. Kovetkezmény miatt w = gi + rj + sk,
ahol g2 + r? + s* = 1. Ezért a megolddsok

z =cos(m2m/n) + iqg sin(m2x/n) + jrsin(m2mx/n) + ks sin(m2m/n),

ahol0 <m <nésqg?>+r’+s>=1.






6. fejezet

Galois-elmélet

6.1. Testbovitések
6.1.2. Az (a; + b, 2+ ¢ \3/4_1) (a2 + bya/2 4 ¢» \3/1) szorzds eredménye

(ara + 2bicy + 2¢1by) + (a1by + bras + 20102)*3/5 + (aico + biby + C1a2)‘3/z-

6.1.3. A linedris egyenletrendszert megoldva az eredmény 1 — (1/2) Ja.

P

6.1.6. Jelolje M az L azon elemeinek a halmazat, amelyek «;, ..., ,-b8l és K elemeibdl eléallnak a négy
alapmiivelet véges sokszori alkalmazasaval. Ez a halmaz részteste L-nek, hiszen ha y és § el6all a kivant
moédon, akkor y £ § és y6, tovabba y # 0 esetén 1/y is el6all igy. Tovabba M tartalmazza K-t és az
ap, ..., o, elemeket. Mivel K (a1, ..., a,) a legszlikebb olyan részteste L-nek, amely tartalmazza K-t és
az oy, ..., a, elemeket, ezért K (¢, ..., ®,) C M. Megforditva, ha « el6all «y, . . ., o,-b0l és K elemeibdl
a négy alapmiivelet véges sokszori alkalmazasaval, akkor @ € K (o1, ..., &), hiszen ez egy résztest, amely
tartalmazza K-t és az «y, . . ., o, elemeket. Vagyis M C K(«y,...,®,),ésigy M = K(ay, ..., a,). Ezzel
(1)-et belattuk.

A (2) igazoldsdhoz az (1)-et hasznaljuk. Ha i, ..., B, elédll a4, ..., «,-bdl é€s K elemeibdl a négy
alapmiivelet segitségével, akkor B; € K(ay,...,a,) minden 1 < j < m esetén. fgy a K(oy,...,ap)
test tartalmazza K-tés a By, ..., B, elemeket. De K (B, ..., Bx) a legsztikebb ilyen tulajdonsagu részteste
L-nek, és ezért K(By, ..., Bn) € K(y, ..., a,). Megforditva, ha K (B4, ..., Bn) € K(oy, ..., a,), akkor
mindegyik B8; € K(ay, ..., a,), és ezért (1) miatt folirhatok a kivant alakban.

A (3) nyilvanval6an kovetkezik (2)-b6l. Végtelen sok generator esetén az 4llitdsok érvényben maradnak,
azonban természetesen egy-egy kifejezésben véges sok generdtorelemet hasznalhatunk csak fol.

6.1.7. Az 6.1.6. Gyakorlat miatt azt kell beldtni, hogy +/6 kifejezhetd racionalis szamokkal, ~/3-mal, vala-
mint v/2 + /3 + 1-gyel, a négy alapmiiveletet felhasznalva. Példaul v/6 = /3 ((\/E +3+1) - 1) egy

7z

ilyen elballitas.

A misodik 4llitas igazoldsahoz (a 6.1.6. Gyakorlat (3) miatt) elég észrevenni, hogy +/2 = (\6/5)3,
V2= (V2)°, végil V2 =2/ 2.
6.1.8. A (2) és (3) kovetkezik a 6.1.6. Gyakorlat (3) allitdsabol. Az (1) bizonyitasdhoz elég belatni, hogy
(K(@))(B) = K(a, B). Mivel o, B elemei, K pedig része (K («))(B)-nak, ezért K (o, B) S (K ())(B).
Megforditva, K () része a K (a, B) testnek, B pedig eleme, és igy (K (@))(B) € K (a, B).

6.1.10. Azt kell meggondolni, hogy az ilyen p/q alaku tortek testet alkotnak, amely az dsszes «; elemet és
K-t is tartalmazza, tovabba hogy ha egy M < L test tartalmazza K-t és az 0sszes «; elemet, akkor a széban
forgd p/q torteket is.

6.1.15. Az o szam Q folotti minimalpolinomja x> 4 3x + 1. Ehhez a 6.1.13. Tétel miatt elég belatni, hogy ez
a polinom irreducibilis Q f616tt. Ez kdvetkezik abbdl, hogy a polinom harmadfokd, és a raciondlis gyokteszt
(3.3.10. Tétel) miatt nincs raciondlis gyoke (3.3.4. Allitas).

Mivel a® + 3o + 1 = 0, innen a?-tel szorozva o + 3o + a?> = 0. Ebbdl kifejezhetjiik a-t, és igy
o’ +20° = —3a® —a? +20° = —a® — a?. Aza® + 3 + 1 = 0 Osszefiiggésbdl o is kifejezhetd, és igy
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a végeredmény o’ + 20> = —a? + 3a + 1. Lithat6, hogy o valamennyi polinomja redukalhaté legfeljebb
madsodfokiva tigy, hogy a legmagasabb foku tagot mindig alacsonyabb foktiakkal fejezziik ki.

Az a/(a — 3) kiszdmitdsa a 6.1.3. Gyakorlathoz hasonl6: az eredményt a + ba + ca® alakban keressiik,
keresztbe szorzunk, nullara redukélunk, az o kapott polinomjat redukéljuk legfeljebb masodfokiiva az el6z6
bekezdésben latott médszerrel, majd az egyiitthatokat nullava tessziik, és a kapott linedris egyenletrendszert
megoldjuk a, b, c-re. Az eredmény:

a/(a —3) = (1/37) — (9/37)a — (3/37)a>.

CJ Szamitégéppel kiszamolhatd, hogy « kozelitdleg —0,322185. A Maple programban az
evalf (solve (x"3+3*x+1=0, x));
parancsot érdemes hasznélni. Igy a fenti eredmények e szam behelyettesitésével (kozelitsleg) ellendrizhetSk.

6.1.19. Ha K = L, akkor L-ben példdul az 1 elem bazist alkot K folott, tehdt a bévités foka 1. Megforditva,
ha az L dimenzidja K folott 1, akkor van egy elembdl 4ll6 {«} bazisa. Ekkor ko alakban (ahol k € K) el6all
L minden eleme, specidlisan az 1 is. De ko = 1-b6l @ € K kovetkezik, €s igy o minden K -beli tobbszordse
K-ban van. Tehiat L = K.

Ha a € L els6foki K folott, akkor minimélpolinomja x — k alakd alkalmas k € K-ra. Ennek o gyoke,
és igy o = k € K. Megforditva, ha @ € K, akkor a K f616tti minimélpolinomja x — @ € K|[x] (mert ez
irreducibilis), tehat o els6fokd.

6.1.21. A hédnyadostest konstrukcidja (vagyis az 5.7.2. Tétel bizonyitdsa) alapjan azt kell belatni, hogy
f(x)/g(x) = u(x)/v(x) pontosan akkor igaz, ha f(«)/g(a) = u(a)/v(a) tetszdleges f, g, u, v € K[x]
esetén, ahol g, v # 0. (Ekkor g(«) és v(x) sem nulla, mert o transzcendens, tehdt e tortek értelmesek.)
Keresztbe szorozva a bizonyitandé éllitds az, hogy f(x)v(x) — u(x)g(x) = 0 akkor és csak akkor, ha
f@)v(e) — u(x)g(e) = 0. Ez nyilvdnvald, hiszen o transzcendens, és igy csak akkor lehet gyoke az
fv — ug polinomnak, ha az a nullapolinom.
3 Az allitast kihozhatjuk a hanyadostest egyértelmiiségét leiré 5.7.4. Tételbdl is. Csak azt kell beldtni, hogy
az f(x) < f(«) megfeleltetés izomorfizmus K[x] és az L test megfeleld részgyiirije kozott. Ez kovetkezik a

homomorfizmustételbdl, ha azt az ,,« behelyettesitése” nevi homomorfizmusra alkalmazzuk (5.10.7. Gyakorlat),
hiszen o transzcendencidja azt fejezi ki, hogy ennek a magja nulla.

6.1.22. Az allitast n szerinti indukciéval bizonyitjuk (az n = 0 eset nyilvdnvald). A 6.1.8. Gyakorlathoz
hasonléan lathatjuk, hogy K («y, ..., ®,) = M(®,), ahol M = K(«ay, ..., 0,-1). Az o, algebrai M f6-
lott is (hiszen K fol6tti minimalpolinomja M-beli egyiitthatés). Ezért a 6.1.16. Tétel miatt M («,) elemei
az a, szam M-beli egyiitthatés polinomjai. Ezek az M-beli egyiitthatok az indukcids foltevés alapjan az
ap, ..., o, elemek K-beli egyiitthatds polinomjai.

Végtelen sok generator esetén az 4llitds érvényben marad, ekkor a generdtorok dsszes K -beli egyiitthatds
polinomjait kell tekinteni, de persze mindegyik polinomban csak véges sok generator szerepelhet.

6.123. Hao-1+8-i+y-(v/243i) =0,ahol a, B, ¥y € Q, akkor e szam valds és képzetes része is nulla
kell, hogy legyen, azaz o + y+/2 = 0 és B + 3y = 0. Az els6 Ssszefiiggés csakis y = 0 esetén allhat fenn,
mert kiilonben /2 = —a/y raciondlis szdm lenne. Innen persze o = 0, és a mésodik egyenletbSl B = 0.
Az (1) pontban megadott rendszer tehat fiiggetlen Q f6lott.

Ugyanez a halmaz R {olott garantdltan nem fiiggetlen, hiszen C dimenzidja R folott 2, és igy harom
fliggetlen elem nem létezik. A (2) esetben tehit nemleges a vélasz.

Végiil a (3)-ban megadott rendszer is fiiggetlen. Hao - 14+ 8- 7w + y - (1/7m) = 0, akkor m-vel szorozva
Br?+am+y = 0. Ezraciondlis a, B, y esetén csak tigy lehet, ha mindhdrom nulla, mert kiilonben 7 gyoke
lenne a Bx% + ax + y € Q[x] nem nulla polinomnak, és igy nem lenne transzcendens sz4m.

6.1.24. Tudjuk elemi szdmelméletbdl, hogy /2, /3 és +/6 irraciondlis szimok. De tudjuk onnan is, hogy
példaul a /2 masodfoki Q fol6tt (hiszen a minimalpolinomja x> —2), és ezért a Q(v/2) elemei egyértelmien
dllnak el u + v+/2 alakban, ahol u, v € Q (&s igy persze v/2 ¢ Q). Tegyiik fol, hogy v/3 = u + vv/2
teljesiil. Négyzetre emelve 3 = u? + 2v? + 2uv~/2. Innen uv+/2 € Q. Ha tehit u és v egyike sem nulla,
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akkor /2 € Q, ami nem igaz. Ha v = 0, akkor V3=uc Q, szintén ellentmondas. Végiil ha u = 0,
akkor +/3 = v+/2, ahonnan v/2-vel szorozva v/6 = 2v € @, ami dgyszintén lehetetlen. Ezért V3 ¢ Q(ﬁ).
A most latott gondolatmenetet a 6.1.26. Feladatban altalanositjuk.

6.1.25. A ¢ = /2 + /3 megfelels. Nyilvan ¢ € Q(+/2, v/3), kérdés, hogy v/2 és +/3 kifejezhets-e c-vel
és raciondlis szamokkal. Mivel 2 = 5 + 26, ezért v/6 € Q(c). Tovabbad ¢® = 24/2 + 3v/3 + 3v/6¢, ezért
innen d = 2+/2 4 3+v/3 € Q(c). De akkor v/3 = d — 2¢ € Q(c), és igy v/2 = ¢ — /3 € Q(¢).

J1 Az el6z6nél egyszertibb megoldds is van:

1 1 V3-V2

- = == - =vV3-v2eQ).
¢ V3+V2 A2

De /3 + /2 és /3 — +/2 segitségével nyilvén kifejezhetS /2 és /3 is. Ez persze véletlen szerencse, a fenti

modszer altaldnosabb. Megjegyezziik, hogy a /2 + k+/3 szdmok, ahol k € Q, véges sok kivétellel mind
generdljak a bovitést (14sd a 6.3.8. Tétel bizonyitdsat). S6t, a Galois-elmélet f6tételébdl az is kovetkezik, hogy
val6jdban k = 0 az egyetlen kivétel (6.5.15. Gyakorlat).

6.1.26. A K (\/c) elemei u + v./c alakdak, ahol u, v € K. (Ez akkor is igaz, ha \/c € K, csak akkor ez az
elGallitas nem egyértelmi.) Specidlisan /b = u + v./c, négyzetre emelve b = u® + cv? + 2uv./c. Innen
uvy/c € K. Hatehat u és v egyike sem nulla, akkor \/c € K, de akkor /b € K is teljesiil. Ha v = 0, akkor
\/E =u € K. Végiil ha u = 0, akkor \/l; = v./c, ahonnan ﬁ—vel Szorozva \/E =vc e K.

6.1.27. Az (1)-et n szerinti indukciéval bizonyitjuk. Ha n = 0, akkor Vb e Q. Elemi szamelméletbdl
tudjuk, hogy ez csak b = 1 esetén lehetséges (hiszen egy egyszer(sithetetlen tort akkor és csak akkor egy
racionalis szdm négyzete, ha pozitiv, és a szaimlaldjaban és a nevez§jében is minden primszam paros kitevén
szerepel). Tehat n = 0 esetén (1) igaz.

Tegyiik f6l, hogy az allitds igaz n — 1-re. Legyen K = Q(/p1, ..., /Pn—1). Ekkor Vb e K(/Pn),
tehdt a 6.1.26. Feladat miatt vagy ~/b € K, vagy /bp, € K. Ha v/b € K, akkor az indukciés foltevés
miatt készen vagyunk. Tegyiik fol, hogy +/bp, € K. Ha a bp, szdm négyzetmentes, akkor erre az induk-

cids foltevést alkalmazva azt kapjuk, hogy csak pi, ..., p,— szerepelhet benne. De akkor b is folirhaté
a pi, ..., pn primek segitségével. Ha bp, nem négyzetmentes, akkor b szdmléléjaban szerepel a p, prim.

Ebben az esetben b/ p, négyzetmentes, és /b/p, = /bp,/p, € K. Ezért az indukcids feltevést most a
b/ p, szamra alkalmazhatjuk. Ezzel az (1) allitast belattuk.

Ebbdl (2) azonnal kovetkezik, ha (1)-et n helyett n — 1-re é€s b = p,-re alkalmazzuk.

Végiil (3) igazolasdhoz tegylik fol, hogy g1./p1 + ... + gun/Pn = 0 alkalmas g; raciondlis szamokra.
Ha ez a linedris kombindcié nemtrividlis, akkor a primeket atindexelve feltehets, hogy ¢, # 0. De akkor

Prn € Q/P1s .., /Pn_1), ami ellentmond a (2) éllitasnak.

6.2. A szorzastétel és kovetkezményei
6.2.1. Az R folotti fiiggetlenség bizonyitdsdhoz tegyiik fol, hogy
Clbl + dlib1 + Czbz + dzibz + ...+ Cnbn + dnibn =0 y

ahol ¢y, ..., ¢y, dy, ..., d, € R. Ez az Osszefiiggés a z; = ¢; + id; jeloléssel a z1by + ... + z,b, = 0
alakban frhat6. A C folotti fiiggetlenség miatt innen mindegyik z; = 0. Tehét z; valos és képzetes része,
azaz c; €s d; is nulla, és igy a fliggetlenséget beldttuk.

Most megmutatjuk, hogy R folott generdtorrendszert kaptunk. Tetsz6leges v € V vektor folirhat6
v = z1by + ... + z,b, alakban, ahol z; € C. Legyen z; = c; + id;, ahol c;,d; € R. Az el6z6 be-
kezdésbeli atalakitast forditott irdnyban végezve

vV = Clbl + d]ib] + C2b2 + dzibz + ...+ Cnbn + dnibn
adodik.
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6.2.6. Ha f(x) = 0, ahol f € K|[x], akkor « minimélpolinomja osztéja f-nek (6.1.13. Tétel), és igy
foka, ami az « foka is egyben, legfeljebb akkora, mint az f foka. Oszthatésdg viszont dltaldban nem 4ll
fenn, hiszen & minimalpolinomjat barmilyen polinommal megszorozva olyan polinomhoz jutunk, amelynek
o gyoke. Példdul az o = /2 elemrdl mér lattuk, hogy minimélpolinomja x* — 2, de persze gyoke az
(x3 —2)(x — 79) negyedfoku raciondlis egyiitthatés polinomnak is, és 3 { 4.

6.2.7. A V2 foka Q folott 4, hiszen gyoke az x* — 2 polinomnak, ami a Schonemann—Eisenstein-kritérium
(3.5.2. Tétel) miatt irreducibilis Q folott, és ezért ez a minimalpolinom (a 6.1.13. Tétel (4) allitdsa mi-
att). Ugyanez a gondolatmenet mutatja, hogy +/2 foka Q folstt 2, és igy a Q < Q(+/2) bSvités foka is 2
(a 6.1.20. Kovetkezmény szerint).

AV2 gyoke az x> — /2 € Q(+/2) polinomnak is, és igy foka Q(+/2) folott legfeljebb 2 lehet (az el6z6
6.2.6. Gyakorlat miatt). Ennél kevesebb nem lehet, mert ha 1 lenne, akkor J2 € Q(?2) teljesiilne
(6.1.19. Gyakorlat). Ez lehetetlen: a Q < Q(\/E) bovités masodfokd, nem lehet negyedfoku eleme, mert
elem foka oszt6ja a bovités fokdnak (6.2.4. Allftés).

6.2.9. Legyen ¢ primitiv harmadik egységgyok. Az o = £+/2 szdm gyoke az x> — 2 polinomnak, amely

irreducibilis Q folott, ezért o« foka K = Q folott 3. Ha L = Q(E/E), akkor x® — 2 felbomlik L folott a
kovetkez6képpen:

¥ —2=(x = V2) (&7 + V2x + V4).
Az o a misodfoki tényezdnek lesz gyoke, és igy foka L folott legfeljebb 2. De ez a fok nem 1, mert

L elemei valés szamok, o pedig nem valés komplex szdm, tehdt o ¢ L. Ezért o foka L folstt 2. Igy ez j6
példa, hiszen 2 1 3.

6.2.11. A 6.1.8. Gyakorlat szerint K(«, 8) = K(a)(B), jelolje k ennek a testnek a K folotti fokat.
A 6.2.10. Kovetkezmény bizonyitdsabdl tudjuk, hogy k < mn. Madsfeldl o és B is eleme K (o, B8)-nak,
és igy fokuk (a 6.2.4. Allitds miatt) oszt6ja a bovités fokdnak, vagyis m | k és n | k. Mivel m és n relativ
primek, mn | k, vagyis k = mn. Ezzel (1)-et beléttuk.

Ismét a szorzastételt alkalmazvaa K < K(a) < K («, ) testlancra

K (@, B): K| _mn _

|K(): K|  m
Ezért (2) is igaz. Ha s jeloli B minimélpolinomjat K folott, ¢ pedig K (o) folott, akkor s(8) = O miatt ¢ | s.
A két polinom foka azonban (2) miatt egyenld, és igy (mivel normadltak is) s = 7. Mivel ¢ egy K («) folotti
minimélpolinom, irreducibilis K () folott. Ezért s = ¢ is az.

|K (e, B) : K()| =

6.2.14. Az ilyen alaki szamok a QQ f616tt harmadfoku Q(\S/E) testet alkotjak. E bdvités minden elemének
foka osztdja haromnak. De a 92 foka Q folott 6, mert a Schonemann—Eisenstein miatt x® — 2 polinom
irreducibilis QQ folott. Tehat sem ez a szdm, sem a masodfoku /2 nem irhat6 £l a kivant alakban.

41 Jegyezziik meg, hogy sok harmadfokd szdm van, ami szintén nem irhaté fol ilyen alakban, ilyen példaul az

x3 — 2 polinom két nem valds gyoke.

6.2.15.
(1) Tekintsik a Q < Q(v2) < Q(+v2)(+v/3) = Q(+/2, v/3) testlancot. Megmutatjuk, hogy mindkét
bovités foka 2, és igy az eredmény 4 lesz. Valéban, grQ(\/i) = 2, hiszen x? — 2 irreducibilis Q fo-
16tt. A masodik b&vités esetében azt kell megvizsgalnunk, hogy x2 — 3 irreducibilis-e Q(+v/2) f5l6tt.

Ha nem lenne az, akkor mésodfokd 1évén mindkét gyoke benne lenne Q(«/E)—ben. Ez azonban
ellentmond a 6.1.24. Gyakorlatnak.

J1 Higba tudjuk a 6.1.25. Feladatbél, hogy Q(v/2,v/3) = Q(+/2 + +/3), ez nem segit a fokszdm

meghatarozdsaban. Ahhoz ugyanis, hogy +/2 4+ +/3 negyedfoki, az x* — 10x2 + 1 irreducibilitas4t
kellene ellendrizniink (3.3.24. Feladat).
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(2) A 6.2.11. Gyakorlat miatt a vilasz 2 - 3 = 6, mert grQ(ﬁ) =24és grQ(f/E) = 3 relativ primek.
A Q2, \3/5) = Q(\ﬁ/i) Osszefiiggést is felhaszndlhattuk volna (6.1.7. Gyakorlat).

(3) A bovités foka legfeljebb 6, hiszen Q(ﬁ%) C Q(\/E, \3/5), és ez utébbi a 6.2.11. Gyakorlat
miatt hatodfoki Q fol6tt, hiszen (2, 3) = 1. Ugyanakkor ha o = V23, akkor a3 = 64/2 € Q(a),
és at = 1233 ¢ Q(a), ezért a Q() bbvitésnek van masod- és harmadfoku eleme is, azaz
[2,3] = 6 osztdja | Q(a) : Q|-nak, és igy a végeredmény 6. Menet kozben beldttuk, hogy
QW23) = Q(2, V/3)

(4) Az eredmény 4 a 6.2.11. Gyakorlat (2) pontja miatt, mert (3, 4) = 1.

(5) A 6.2.7. Gyakorlatban lattuk, hogy v/2 foka Q(+/2) f616tt 2. De /8 = 2+/2 miatt Q(+/2) = Q(+/3),
és igy a vdlasz a 2.

(6) Azinemelemea Q(f/i) testnek, mert ez valds szamokbdl 4ll, az i pedig nem valds. Ezért az i foka
Q((‘/ﬁ) folott legaldbb ketts (6.1.19. Gyakorlat). Masrészt i gyoke a masodfokid x2 41 e Q(f/i) [x]
polinomnak, és igy foka legfeljebb kett6. Ezért a vdlasz a kérdésre 2.

(7) Alkalmazzuka Q < Q((‘/E) < Q(f/i, i) testldncra a (6)-ra adott valaszt és a szorzastételt. Azt kap-
juk, hogy Q(f/i, i) a Q-nak nyolcadfoki bovitése. De akkor, ismét a szorzastétel miatt, J2 foka
4 lesz Q(i) folott, csak mosta Q < Qi) < Q(f/ﬁ, i) testlancot kell tekinteni.

(8) Vegyiik észre, hogy Q(\/E) (\/5 + «4/5) = Q(ﬁ)(f/i) (6.1.8. Gyakorlat). Ezért az eredmény ebben
az esetben is 2.

(9) Legyena = 2+ V2. A /2t atiloldalra dtvive és négyzetre emelve o> —2+/2a +2 = +/2. Innen
o?+2 = v/2Qa+1). Ismét négyzetre emelve a* — 4o —8a+2 = 0, ami a Schonemann—Eisenstein
miatt irreducibilis. Ezért o negyedfokd Q folott.

(10) Az eredmény 2. Nyilvan /7 gydke az x> — 7 € Q(x) polinomnak, azt kell beldtni, hogy
J7 ¢ Q). Tegyiik 6l az ellenkezbjét, akkor \/m g(7) = f () teljesiil alkalmas f, g € Q[x] nem
nulla polinomokra a 6.1.9. Tétel miatt. Négyzetre emelve kapjuk, hogy az f2(x) — xg(x) € Q[x]
polinomnak gyoke a 7. Ez nem a nullapolinom, hiszen f2(x) foka paros, xg2(x) foka paratlan, ami
ellentmond annak, hogy 7 transzcendens szam.

41 Azt, hogy x2 — 7 irreducibilis Q(r) folott, a Schonemann—Eisenstein dltalanositott valtozatabol is
megkaphatjuk (5.7.9. Gyakorlat). Csak azt kell észrevenni, hogy Q(7r) izomorf a Q[x] hanyados-
testével (6.1.21. Gyakorlat), és hogy Q[x]-ben az x prim.

6.2.16. A 6.1.27. Feladat (2) pontja szerint /p, ¢ Q(/P1, ..., /Pn), és igy /P, foka e test f6lott csak
2 lehet. Ezért n szerinti indukcidval, a szorzastételt alkalmazva latjuk, hogy az eredmény 2".

6.2.17. Mivel i algebrai, ha a és b algebrai, akkor a + bi is az, hiszen az algebrai szamok testet alkotnak
(6.2.12. Tétel). Megforditva, tegyiik f6l, hogy z = a + bi algebrai. Ekkor z gyoke egy raciondlis egyiitthatds
nem nulla f polinomnak. Ennek 7 = a — bi is gyoke (a 3.3.6. Lemma miatt, hiszen f valds egyiitthatds).
De a és b kifejezhetd a + bi-vel, a — bi-vel és i-vel: a = (z +7)/2és b = (z —7)/2i, ésezérta és b
algebrai szamok.

6.2.18. Ha o« = 7 + 3 algebrai lenne, akkor « —3 = 7 is az lenne, hiszen az algebrai szdmok testet alkotnak,
ami ellentmondés. Hasonléan lithat6, hogy 57 + 6 és  + +/2 sem lehet algebrai. Ha /7 algebrai lenne,
akkor négyzete is, ez sem lehet. Végiil beldtjuk, hogy m semmilyen raciondlis egyiitthatés, nem konstans
polinomja sem lehet algebrai. Ha ugyanis g(;r) algebrai lenne, azaz gyoke lenne egy raciondlis egyiitthatds
f # 0 polinomnak, akkor f (g (n)) = 0, azaz w gyoke lenne a raciondlis egyiitthats, nem nulla f (g (x))
polinomnak.

6.2.19. Ha « algebrai és § transzcendens, akkor y = « + f transzcendens, mert ha y algebrai lenne, akkor
y — o = P is az lenne, hiszen az algebrai szdmok testet alkotnak. Hasonldan latjuk, hogy egy nem nulla
algebrai szdm és egy transzcendens szdm szorzata mindig transzcendens. Ugyanigy egy transzcendens szdm
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n-edik hatvdnya és n-edik gyoke is transzcendens, minden n > 0 egészre (hiszen egy algebrai szdm gyokei
és hatvanyai algebraiak, lasd 6.2.5. Allitds, 6.2.12. Tétel).

s

6.2.20. A Q minden algebrailag zart L bGvitése tartalmazza az x” — 2 polinom egy gyokét. Ez a polinom
irreducibilis Q f6l6tt a Schonemann—Eisenstein-kritérium miatt, és igy ez a gyok n-edfokd eleme L-nek.
Emiatt a K < L bévités foka minden n egész szamnal nagyobb vagy egyenld, és igy csakis végtelen lehet.

6.2.21. llyen a Q < A bovités (ahol A az algebrai szimok teste).

6.2.22. Ha K < L és L < M algebrai bovitések és o € M, akkor bdvitsiik K-t az o elem L folotti
minimdlpolinomjanak egyiitthatéival. A kapott N < L test véges bdvitése K -nak, mert véges sok algebrai
elemmel bdvitettiink. De « algebrai N folott, ezért K < N(«) véges, vagyis « algebrai K folott.

6.3. Normalis bovitések

6.3.1. A Q(E/E, £v/2, & 3/5) = Q(g/i €) egyenléség a 6.1.6. Gyakorlat miatt teljesiil, hiszen a szerepl6d
elemek egymadssal nyilvanvaléan kifejezhetdk. A /2 harmadfokd, az & viszont masodfokd Q folott, hiszen a
minimélpolinomja a ®3(x) = x% 4+ x + 1 korosztasi polinom. (Ennek irreducibilitdséhoz nem kell hasznalni
a3.9.9. Tételt, elegendd észrevenni, hogy x2 + x + 1 médsodfokd, de nincs valés gyoke.) Mivel 2 és 3 relativ
primek, a | Q(%, ) : Q| bovités hatodfokd a 6.2.11. Gyakorlat miatt.

6.3.3. Az f egy gyokével bovitve a K testnek legfeljebb n-edfoku bovitését kapjuk (a bovités foka valéjaban
f egyik irreducibilis tényez6jének fokaval egyezik meg, 1dsd 6.2.6. Gyakorlat). Ebben f(x) = (x —a)g(x),

P s

ahol g € K (a)[x] legfeljebb n — 1-edfokd polinom. A g egy gyokével bdvitve az Gjabb bdvités legfeljebb

s

n — 1-edfokd lesz. Es igy tovébb, a legrosszabb esetben a felbontési test egy n! foki bdvités.

6.3.7. Az Utmutatéban bevezetett jeloléseket hasznaljuk. Mivel s; irreducibilis K folott, K < L pedig
normadlis b6vités, mindegyik s; polinom Osszes gyoke L-ben van. Ezért f is gyoktényezdkre bomlik L folott.
Az f gyokei kozott szerepel mindegyik «;, és ezek mar generdljak L-et K folott. Tehat f Osszes gyoke is
az L testet generdlja.

6.3.12. Az x* — 2 gyokeit dgy kapjuk, hogy a J2-t végigszorozzuk a negyedik egységgyokokkel (1.5.4 Té-
tel), azaz +£1-gyel és £i-vel. fgy x* — 2 felbontisi teste Q folott Q(f/_, —J2,i¥2, —if/ﬁ) = Q(f/ﬁ, i)a
6.1.6. Gyakorlat miatt. Ez nyolcadfoki Q folott (1asd 6.2.15. Gyakorlat, (6) és (7) kérdés).

6.3.13. Legyen ¢ egy n-edik primitiv egységgyok, ez gyoke az x" —1 és a @, (x) polinomoknak. A 3.9.9. Té-
tel miatt a @, (x) korosztasi polinom irreducibilis Q folott, és igy ez az ¢ minimalpolinomja. Tehat a
Q < Q(e) bovités foka p(n). Az x* — 1 és a &, (x) gyokei e-nak hatvanyai, és ezért benne vannak a
Q(e) bbvitésben. fgy Q(e) e polinomok kozos felbontési teste QQ folott.

6.3.14. Az eredmények a kovetkezdk.

(1) A felbontési test a 6.3.12. Gyakorlathoz hasonléan Q(f/i 1), ahol n primitiv hatodik egységgyok.
Ennek foka 2 lesz Q(f/i) folott, mert gyoke a masodfokt ®¢(x) = x? —x + 1 polinomnak, de nem
valds szam, és igy nem els6foku e test folott. Ezért a keresett fokszam fokszdm 6 - 2 = 12.

(2) A felbontasi test Q(v/2, v/3), hiszen (x2 — 2)(x2 — 3) gyokei £+/2 és £+/3. A 6.2.15. Gyakorlat
(1) pontja szerint ez Q-nak negyedfokd bévitése.

(3) A felbontési test Q(v/2, ¥/2, €), ahol & primitiv harmadik egységgyok. Ez Q-nak 12 fokud bévitése,
hiszen Q(+/2, 3/5) = Q(\é/i) hatodfokd. Megjegyezziik, hogy ugyanazt a testet kaptuk, mint
az (1) pontban, hiszen a harmadik és a hatodik primitiv egységgyokok egymads ellentettjei, tehat
ugyanazt a bovitést generaljak.

6.3.15. Tegyiik fol, hogy K < L és|L : K| = 2. Legyen ¢ € L — K. Ekkor o médsodfoki K f6lott, jelolje
s a minimdlpolinomjat. Az s egyik gydke L-ben van, ezért ez a minimdlpolinom két els6foku tényezdre
bomlik L folott. Tehat L a felbontasi teste s-nek K folott, és igy normadlis bovitése K-nak. Ezzel az elsd
allitast belattuk.
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(Ha s masik L-beli gyoke 8, akkor a gyokok és egyiitthatok dsszefliggése miatto + 8 € K,ésigy B € L.
Ez a fenti gondolatmenet egy modositasa.)
1 Megjegyezziik, hogy a 6.3.4. Tétel dllitdsa masodfoku b&vités esetén nyilvanvalé. Valdban, ha f irreducibilis

K folott, és van L-ben egy o gyoke, akkor f az o minimdlpolinomjanak konstansszorosa, és az el6bbi gondo-

latmenetek barmelyike szerint f masik gyoke is L-beli.

Tegyiik most fol, hogy K karakterisztikdja nem 2, és (a fenti jeloléseket haszndlva) s(x) = x2 + bx + c.
A 3.7.9. Gyakorlat szerint (o« — B)? = b> —4c € K. Ha d jeldli a b> — 4c elemet (ami az s diszkrimindnsa),
akkor v/d = o — B € L. Annak igazoldsihoz, hogy K (v/d) = L, elég belitni, hogy v/d ¢ K. Ez viligos az
5.8.12. Gyakorlatbdl, hiszen a karakterisztika nem 2, és ezért a masodfoku egyenlet gyokei a gyokképletbdl
megkaphatdk (o, 8 = (—b &+ +/d)/2 € L). Marpedig a-rdl foltettiik, hogy nem eleme K -nak, és ezért
ﬁ sem lehet eleme.

6.3.16. A 6.3.7. Feladat szerint minden véges normalis b6vités egy alkalmas polinom felbontasi teste. Igy
van olyan f € K|[x] polinom, hogy M az f felbontési teste K folott. De akkor az M az f-nek felbontési
teste L folott is, és igy az L < M bovités is normdlis. Megjegyezziik, hogy az allitas igaz akkor is, ha nem
tessziik fol a bovitések végességét (lasd 6.4.21. Feladat).

6.3.17. Legyenek f Osszes gyokei oy, ..., a,,, ekkor tehdt M = L(ay, ..., ay). A 6.3.7. Feladat szerint
minden véges normdlis bdvités egy alkalmas polinom felbontasi teste, azaz van olyan g € K[x] polinom,
hogy L a g felbontési teste K folott. Ekkor M az fg felbontési teste K folott, hiszen fg gyokei az f és
g gyokei egyiittvéve, a g gyokei K folott az L-et generéljik, és az f gyokeit még hozzdvéve M-et kapjuk.
Ezért M felbontasi test K folott, és igy normalis bovitése K -nak.

Két normalis bdvités egymadsutanja dltaldban nem lesz normalis. Példdul a Q < Q(W2) < Q(f/i)
bovitéslancban a két kozbiils6 bdvités masodfokd, €s igy normalis (6.3.15. Feladat). A nagy bovités mégsem
normalis, mert a Q folott irreducibilis x* — 2 polinomnak csak két gyokét tartalmazza (a + /2 szamokat

igen, a masik két gyokot, azaz +i /2-t viszont nem, mert ezek nem valdsak).

6.4. Testbovitések konstrukcidja

6.4.2. Az 5.2. szakaszban leirt reprezentdnsrendszer az ag+a; x+. . .+a,_x" ! alakd polinomokbdl 4l1, ahol

n az s foka és ay, ..., a,—; € K. Mivel minden (s) szerinti mellékosztidlyban egyetlen ilyen polinom van,
ezért a 6.4.1. Tételbeli izomorfizmus kolcsonodsen egyértelmi megfeleltetést 1étesit e polinomok halmaza,
és K () elemei kozott, ahol a fenti polinomnak ag + aja + . .. + a,_ja" ! felel meg (hiszen a ¢ leképezés
az x — « helyettesités). Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy K («) elemei egyértelmtien f6lirhaték ebben az
alakban.

6.4.11. Fogjuk fol az L = Q(+/2, ¢) testet Q(v/2)(ev/2) alakinak. Mivel Q(~/2, &) hatodfokd b&vitése
Q-nak, a Q(E/E) < Q(g/i)( «3/58) bovités foka a szorzastétel miatt 6/3 = 2. De

f) =x3—2=(x - V)2 + V2x + V4,

ezért e /2 gyoke az s(x) = x2 + J2x + V4 polinomnak. S&t, s az &2 minimélpolinomja @(«3/5) folott,
hiszen az imént l4ttuk, hogy £+/2 foka Q(~/2) folott 2, és s is mdsodfokd. Ezért L = Q(4/2, &) elemei
egyértelmien frhatok u + ve /2 alakban, ahol u, v € Q(g/i).

Fogjuk most fol az L = Q(E/i, e) testet Q(e \3/5)(\3/5) alakunak. Az elébbi gondolatmenettel azt kapjuk,
hogy /2 masodfokd Q(e «3/5) folott, és minimdlpolinomja

t(x) = x2 +8\3/§x + 82\3/2.

Ezért L = Q(g/i, ¢) elemei egyértelmiien irhatok u’ + V2 alakban, ahol u, v € Q(e \3/5).
Mivel v/2 és ev/2 kozos Q folstti minimdlpolinomja x> — 2, a

w:a+b«3/§+c«3/é_ln—>a+b8\3/§+cez\3/1
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megfeleltetés izomorfizmus a Q(f/i) ésaQ(e \3/5) testek kozott a 6.4.7. Allitds miatt (val6jaban pontosan
ezt a konkrét izomorfizmust szdmoltuk ki példaként a 6.4.7. Allités el6tt). Természetesen W(E/E) = 2.
A feladatunk tehdt csak annyi, hogy ezt a i leképezést kiterjessziik egy ¢ : L — L izomorfizmussa.
A terviink az, hogy ez a leképezés

@ u+veV2 > Yu) + v)V2

legyen, ahol u, v € Q(E/E). Hogyan ellendrizhetnénk (szdmolds nélkiil), hogy ez izomorfizmus lesz?

A megoldas kulcsa a kovetkezé. Ha -t (egyiitthatonként) kiterjesztjiik egy Q(%) [x] = Qe \3/5) [x]
izomorfizmussd, akkor az s(x) polinom képe ¢ (x) lesz. Ez a 6.4.8. [zomorfizmuskiterjesztési tételben leirt
szitudcid, arrdl van sz6, hogy g + (s) — ¥ (g) + (¢) izomorfizmus a Q(%)[x]/(s) és a Qe %)[x]/(t)
faktorgyfirtik k6zott. Az elss faktor L = Q( \3/5) (e %)-Vel, amasodik pedig L = Q(e %)(%)-Vel izomorf
a 6.4.1. Tételben megadott médon. Ezeket az izomorfizmusokat kompondlva a kivant ¢ leképezés adodik.

6.4.15. Tegyiik fol, hogy K algebrailag zart és K < L algebrai bovités. Legyen o € L és s az o minimal-
polinomja K folott. Ekkor s irreducibilis K folott, és mivel K algebrailag zart, az s elséfokd. Tehdt « € K
(6.1.19. Gyakorlat), és igy K = L. Belattuk tehét, hogy L els6foku bovitése K -nak.

Megforditva, tegyiik f6l, hogy K minden algebrai bdvitése elséfokd. Legyen f € K|[x] irreducibilis
polinom. Ekkor a 6.4.3. Tétel szerint létezik olyan K < M bdvités, amelyben f-nek van egy o gyoke.
Az L = K(x) < M egy algebrai bovités, és igy a feltétel szerint els6fokd, azaz o« € K. Ezért f maga is
els6fokd, és igy K algebrailag zart.

6.4.16. Mivel K < L véges bovités, generdlhat6 véges sok «jy, ..., a,, algebrai elemmel. Legyen f ezen
elemek K folotti minimdlpolinomjainak szorzata. Az f polinomnak L f6lott 1étezik egy M felbontdsi teste
a 6.4.5. Kovetkezmény miatt. A 6.3.17. Gyakorlat miatt K < M is normdlis b&vités, ami nyilvan véges.

6.4.17. A 6.3.8. Tétel bizonyitasat kell 4ltaldnositani. Csak azt a két pontot emeljiik ki, ahol kiilon meggon-
dolnivalé van.

A bizonyitdsban szerepld s(x) és f(x) polinomokat gyoktényez8k szorzatiara bontottuk C-ben. Most
C helyett egy olyan L < M testet kell hasznalni, amelyre a K < M bdvités normalis, ilyen létezik a
6.4.16. Gyakorlat miatt.

Maisodszor, sziikségiink volt arra, hogy az irreducibilis ¢ polinomnak nincs tobbszoros gyoke a K < M
bovitésben. Ez abbdl kovetkezik, hogy K tokéletes.

6.4.18. A 6.4.15. Gyakorlat szerint elég beldtni, hogy L minden M algebrai bdvitése els6foki. Mivel
K < L és L < M algebrai, ezért a 6.2.22. Feladat miatt K < M is algebrai. Legyen @ € M, ekkor az «
elem K folotti minimélpolinomja gyoktényezdk szorzatdra bomlik L folott a feltétel miatt. Ezért o € L,
vagyis L = M.

6.4.19. Tegyiik fol, hogy K < M és M algebrailag zart. Legyen L az M testben a K folott algebrai elemek
halmaza. Ez résztest a 6.2.12. Tétel miatt, és algebrai b6vitése K -nak. Ha f € K[x] irreducibilis polinom,
akkor M algebrai zartsdga miatt f gyoktényezdkre bomlik M folott, és persze a gyokok mind L-beliek.
Ezért K < L teljesiti a 6.4.18. Feladat feltételét, és igy algebrailag zart.

6.4.20. Az Utmutatéban leirtakat folytatjuk. Ha f szerepel A tényez6i kozott, akkor N tartalmazza f gyo-
keit, legyenek ezek «, ..., «,. Helyettesitsiink xjf helyébe «;-t, igy egy ¢ : § — N homomorfizmust
kapunk. Ennél az [ idedl gy, ..., g, generatorai nulldba mennek, hiszen ezek a generatorok éppen az f po-
linomok gyokei és egyiitthat6i kozotti 6sszefiiggéseket fejezik ki. A K minden elemét ¢ sajat magéba képzi,
specidlisan az egységelemet is. A kapott 1 = 0 ellentmondds bizonyitja, hogy I tényleg valédi ideal.

Az M = R/J faktorgylir{ test az 5.3.12. Kovetkezmény miatt, megmutatjuk, hogy a k 4+ J mellékoszta-
lyok, ahol k € K, a K-val izomorf résztestet alkotnak M-ben. Az vildgos, hogy k — k+ J egy K — M
homomorfizmus, melyben az 1 elem képe nem nulla. Ezért ennek magja valédi ideédlja K-nak. De a K test

2

egyszer(i gy(iri (5.3.2. Allitds), és igy ez az idedl csak a nullabdl 4ll, vagyis K -t tényleg bedgyaztuk M-be.
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Ha f € K[x]normaélt, n-edfokd, irreducibilis polinom, akkor az Utmutat6 elsé bekezdésében irtak szerint
az M test folott az f gyoktényezdk szorzatara bomlik, gyokei az x]f + J elemek lesznek.

J1 Ez az utols6 mondat picit pontatlan. Valdjdban arrdl van sz, hogy f-et at kell vinniink M[x]-be azzal az
izomorfizmussal, amely a k € K-hoz k + J-t rendeli. Ezen a fajta nehézségen azonban mar trrd lettiink
a 6.4.3. Tétel bizonyitdsdban, ezért most tobb részletet nem frunk, hanem K-t azonositjuk az M megfelel
résztestével, ugyanigy, mint akkor.

A megoldast a 6.4.18. Feladatra val6 hivatkozdssal fejezhetjiik be, ehhez csak azt kell meggondolni,
hogy a K < M bovités algebrai. Legyen L az M-ben a K folott algebrai elemekbdl 4ll6 résztest. Az

2 2

x'jf + J € M elem gyoke f-nek, és igy L-beli. De ezek generdljdk M-et K folott (hiszen az R gyfir(it
generdljak K elemeivel egyiitt az x]f hatarozatlanok). Ezért L = M.

6.4.21. Tegyiik fol, hogy az N testet az f; polinomok gyokei generdljdk K folott (ahol N < L ési € I).
Legyen f € K[x] irreducibilis polinom, melynek egy o gydke N-ben van. Ekkor « kifejezhetd véges sok,
mondjuk az fi, ..., f,, polinomok gyokeivel. Az f; ... f,, szorzat felbontdsi teste része N-nek, és persze
K -nak normadlis bévitése. Tartalmazza az o gyokot, €s igy az irreducibilis f tobbi gyokét is. Ezért f Osszes
gyoke N-beli, azaz K < N normalis.

Megforditva, ha K < N normalis, akkor vegyiik minden o € N esetén o minimalpolinomjat K folott.
E polinomok 6sszes gyokei N-beliek (hiszen mindegyik irreducibilis K folott), és egyiittvéve az N testet
generaljak K folott. Ezért tényleg minden normalis bovités egy polinomhalmaz felbontasi teste lesz.

Végiil ha K < M normalis bévités és K < L < M, akkor az el6zbek szerint M egy alkalmas polinom-
halmaz felbontési teste K folott. Ugyanennek a polinomhalmaznak M felbontési teste L folott is, és igy
L < M is normalis bévités.

6.4.22. A 3.6.15. Feladat megolddsanak els6 bekezdése minden test folott igaz, azaz ha f € K[x] irreducibi-
lis, és f-nek van tobbszoros gyoke K egy b6vitésében, akkor f' = 0. Legyen f(x) = ap+ax+...+a,x",
ekkor ja; = Oteljesiil minden 1 < j < n esetén. Ez nulla karakterisztikdban lehetetlen, mert f irreducibilis
1évén nem konstans, és n > 0 fokd polinom esetén a nem nulla f6egyiitthat6 n-szerese nem lehet nulla. Ha
a karakterisztika egy p primszam, akkor ja; = O azt jelenti, hogy p | j vagy a; = 0 minden j-re, ami az
allitas elso felét bizonyitja.

Most tegyiik fol, hogy f(x) = g(x?) alkalmas g € K[x] polinomra. Bévitsiik K-t az f egy o gyokével.
Ekkor g(a?) = 0. A gydktényezbt kiemelve g(x) = (x — a”)h(x) alkalmas & polinomra. De akkor

f) =g(xP) =P —aP)h(xP) = (x —)"h(x?),

hiszen p karakterisztikdban tagonként lehet p-edik hatvdnyra emelni (5.8.4. Tétel). Igy pedig o tobbszords
gyoke f-nek.

6.4.23. A Schonemann-Eisenstein-kritériumnak az 5.7.9. Gyakorlatban megadott 4ltalanositdsat alkalmaz-
zuk. Legyen R = Z,[z], ez test folotti polinomgyiird, és igy alaptételes (5.5.9. Kovetkezmény). A z eb-
ben felbonthatatlan elem (hiszen els6fokd polinom), és ezért prim. Igy az x? — z polinomra teljesiil a
Schonemann-Eisenstein-kritérium feltétele, és ezért irreducibilis az R = Z,[z] gylri K hdnyadosteste
folott. Ez a hanyadostest a 6.1.21. Gyakorlat szerint izomorf a Z,(c) testtel, ahol o transzcendens elem
7, folott, és az izomorfizmusndl z az «-nak felel meg. Tehdt x” — « tényleg irreducibilis Z, () folott,
és mivel x”-nek polinomja, a 6.4.22. Feladat szerint alkalmas b&vitésben van tobbszords gyoke. Megje-
gyezzik, hogy x” — « irreducibilitisdt masképp is igazolhatjuk, lasd a 6.4.24. Feladat megoldadsa utdni
megjegyzést.

6.4.24. Tegyiik fol, hogy a K test p # 0 karakterisztikdjd, és minden elemébdl vonhaté K-ban p-edik
gyok. Legyen f € K|[x] irreducibilis polinom, és tegyiik fol, hogy ennek van tobbszords gyoke K egy
bbvitésében (azaz inszepardbilis). A 6.4.22. Feladat szerint f(x) = g(x”) alkalmas g € K[x] polinomra.
A feltétel szerint ¢ minden egyiitthat6jabol vonhaté K -ban p-edik gydk. Mivel p karakterisztikdban tagon-
ként lehet p-edik gyokot vonni, azt kapjuk, hogy f(x) = g(x?) = h(x)? alkalmas & € K[x] polinomra. Ez
ellentmond annak, hogy f irreducibilis K folott.
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Most tegyiik fol, hogy K tokéletes test, melynek karakterisztikdja p # 0. Legyen o € K és g(x) az
x? — «a polinomnak egy K folott irreducibilis tényezdje. Ha B gyoke g-nek K egy bovitésében, akkor
BP = a, ésezért x —a = (x — B)”. Ennek g osztdja. De K tokéletes, és igy g-nek nem lehet tobbszoros

gyoOke ebben a bévitésben. Ez csak tigy lehetséges, hogy g elsdfoku, azaz § € K. Ezért K-ban az o elembdl
vonhat6 p-edik gyok.

3 Minden p # 0 karakterisztikdji K test esetén x” — « vagy irreducibilis K folott, vagy &/« egyetlen értéke
(a fenti B) eleme K-nak. Valéban, g(x)-et norméltnak feltételezve g(x) = (x — B)", és igy konstans tagja,
azaz B" € K. De BP = a € K, és e két elembdl kifejezhetd6 8, mert (n, p) = 1, és igy megoldhat6 az
nu + pv = 1 diofantikus egyenlet Z-ben. Ezt a gondolatmenetet nulla karakterisztikdban is elmondhatjuk, de
ott kissé bonyolultabb lesz, 14sd a 6.9.1. Lemma bizonyitdsat. A most leirt érvelés mdsodik megoldast ad a
6.4.23. Feladatra.

6.4.25. Az Utmutatéban lefrtakat folytatva legyen g az o minimalpolinomja K folétt. Ekkor g(a) = 0 miatt
f | g. Mivel K tokéletes, g-nek nincsenek tobbszoros gyokei, de akkor egyetlen osztdjanak sem lehetnek.

J1 Az éllitas azt az érdekes kovetkezményt vonja maga utdn a 6.4.24. Feladatban adott jellemzés miatt, hogy ha
K egy p # O karakterisztikdju test, amelynek minden elemébdl vonhaté p-edik gyok, akkor ez az algebrai

Py

bdvitéseiben is teljesiil.

6.4.26. Minden véges test karakterisztikdja egy p prim (hiszen az 6sszeaddsra nézve nem lehet benne vég-
telen rendd elem). A Frobenius-endomorfizmus minden kommutativ, p # 0 karakterisztikdju gytir(iben
miivelettarté (5.8.4. Tétel), és nullosztomentes gytiriiben injektiv, hiszen a magja csak a nullelembdl all.
Véges gylirtiben emiatt sziirjektiv is, és igy minden p karakterisztikdji véges testben minden elembdl von-
hat6 p-edik gyok. A 6.4.24. Feladatbeli jellemzés szerint tehat a véges testek tokéletesek.

6.4.27. Jelolje P azoknak az L-beli elemeknek a halmazat, amelyeket elég sokszor p-edik hatvanyra emelve
K -ba jutunk. Ha « és B ilyen elemek, mert a”" € K és 87" € K, akkor az o & B, aff és B # 0 esetén
az a/ B elemeket p™* ™" _edik hatvdnyra emelve K elemét kapjuk, hiszen ez a hatvanyozis miivelettarto.
Ezért P részteste L-nek. A P zart a p-edik gyokvonds miiveletére is, hiszen L tokéletes, és igy a 6.4.24. Fel-
adat miatt zart erre a miveletre. Ezért P is tokéletes test. Megjegyezziik, hogy P a legsztikebb K-t tartal-
mazd tokéletes test, néha a K tokéletes burkdnak is hivjak.

6.5. Szimmetriak és kozbiilso testek

6.5.4. Legyen s az  minimdlpolinomja K folott. Ekkor B = ¢(«) is gyoke s-nek a 6.5.3. Allitds miatt.
Mivel K tokéletes test, s-nek o és B is egyszeres gydke. Tudjuk, hogy asszocidltsdg erejéig s az egyetlen
K folott irreducibilis polinom, melynek «, illetve 8 gyoke (6.1.13. Tétel). Ezért ha f-et K [x]-beli kanonikus
alakban frjuk fel, és ebben s az m-edik hatvdnyon szerepel, akkor « is és B is pontosan m-szeres gyoke
f-nek. Vagyis B ugyanannyiszoros gydke f-nek, mint c.

6.5.6. Tegyiik fol, hogy ¥ is relativ automorfizmus, és ¥ (o;) = ¢(«;) mindegyik i-re. Tekintsiik azon
B € L elemek M halmazat, melyre ¢ (8) = ¢(B). Mivel ¢ és ¢ is tartja az 0sszeaddst, kivondst, szorzast

és osztdst, az M részteste L-nek. Mivel ¢ és ¢ fixdlja K elemeit, ezért K € M. Végil oy, ..., o, € M a
feltétel szerint. Tehat M egy olyan K-t tartalmazé résztest, amely az «y, ..., o, elemeket tartalmazza. De
L =K(ay,...,qa,) alegsziikebb ilyen résztest, és ezért L C M. Ez azt jelenti, hogy ¥ = ¢.

6.5.10. Ha o, B € T, akkor ¢p(a) = a és ¢(8) = B. De ¢ Osszegtartd, igy p(a+8) = p(a)+¢(B) = a+p,
azaz ¢ + B € T. Hasonl6an kapjuk, hogy o — 8, a8, é€s B # 0 esetén /B is T-beli. Végiil K C T, hiszen
@ relativ automorfizmus, és igy fixdlja K elemeit.

6.5.13. A szamolasok és az eredmények ugyanazok, csak a gyokjelek alatt 2 helyett 5-6t kell {rni. Azonban
amig y = J2+iV2 negyedik hatvdnya —8, vagyis az x* + 8 polinomnak gyoke, amely irreducibili-
tdsdnak igazolasdra triikkkozésre kényszeriiltiink, addig a V3 4 i35 elem negyedik hatvdnya —20, és az
x* + 20 polinom a Schénemann—Eisenstein-kritérium miatt irreducibilis (ha a primszdmot a kritériumban

7 2

5-nek vessziik). Ez tehdt némiképp egyszertsiti a bizonyit4st.
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J) Ha 4ltalaban az x* — p felbontasi testét vizsgaljuk, ahol p pozitiv primszam, akkor is hasonl6 a szamolds, a
fenti x* + 20 helyett x* + 4p adédik 4/p + i 4/p minimalpolinomjdra. Ebbdl érezhetjiik, hogy az x* — 2
példjaban a 2 primszam ,kettds szerepet jatszik™, hiszen a 2 tetszbleges p esetén ,,bejon”. Ennek oka az, hogy
(14 )2 = 2i (és az i, mint negyedik egységgyok, benne van a vizsgalt bovitésben). A kovetkezs gyakorlatban
tovéabb taglaljuk a p = 2 egybeesés kovetkezményeit.

6.5.14. Mivel x® — 4 = (x* — 2)(x* + 2), azt kell megmutatni, hogy x* — 2 és x* 4+ 2 gyokei egymast
generiljak. Legyen n = (1 + i)/+/2, ez primitiv nyolcadik egységgydk, és benne van x* — 2 felbontdsi
testében, azaz a Q(f/ﬁ, i) testben, mert ez tartalmazza az i és +/2 szamokat. De x* + 2 gydkei pontosan
n«4/§ negyedik egységgyokszorosei, és igy ezek is benne vannak x* — 2 felbontisi testében. Megforditva,
x* 4 2 felbontési testében is benne vannak a negyedik egységgyokok, és mivel 77«4/5 négyzete i~/2, ezért
benne van /2, azaz 7 is, ahonnan J2is megkaphat6. Igy az els 4llitdst beldttuk.

Legyen y = J2+i~/2, ekkor y? =2iv/2és y* = —8. Ezért 2/y)* = -2, vagyis 2/y gyoke az x* 42
polinomnak. Ez a Schonemann-Eisenstein-kritérium miatt irreducibilis, és igy 2/y is generdlja a T, testet.

6.5.15. A bvités negyedfoki a 6.2.15. Gyakorlat miatt. Valasszuk benne az 1, v/2, v/3, /6 bazist. Nyilvén
Vd képe csak ++/d lehet minden racionalis d szamra, hiszen az x> — d polinom gydkei permutalédnak.
Ez négy lehetdséget hagy meg szimmetridra aszerint, hogy ~/2 képe ~/2-e vagy —+/2, és ettdl fiiggetleniil,
hogy +/3 képe +/3-e vagy —+/3. Ez a négy szimmetria Klein-csoportot alkot a kompoziciéra, és igy ez a
Galois-csoport. Ha példdul a

go:a+b\/§+cx/§+d\/gl—>a—b«/§—c«/§+d«/6

automorfizmust vessziik, akkor ennek fixpontjai a Q(v/6) testet alkotjdk. A masik két nemtrividlis kozbiilss
test a Q(«/i) ésa Q(\/g), ésigy aQ-val ésa @(«/5, V/3)-mal egylitt Osszesen 5 kozbiilso test van.

6.6. A Galois-elmélet fotétele

6.6.6. Tegyiik fol, hogy ' < T, és ¢ € T2Ii . Ekkor ¢ fixalja T, elemeit, és igy T elemeit is. Ezért ¢ € Tlﬁ.
A madsik 4llitds hasonléan igazolhato.

6.6.11. A 6.3.1. Gyakorlat szerint x> — 2 felbontési teste L = Q(E/E, ¢), amely Q-nak hatodfokd bo-
vitése. Igy a f6tétel miatt a Galois-csoport is hatelemti. MisfelSl a Galois-csoport elemei permutaljak
x3 — 2 gyokeinek halmazit, és egy-egy ilyen permutécié mar egyértelméien meghatdroz egy automorfiz-
must. Ezért a Galois-csoport részcsoportja az S3 szimmetrikus csoportnak, és mivel hatelem(, csak maga
S3 lehet. A 4.4.25. Gyakorlatban meghatdroztuk S; 0sszes részcsoportjat. Ezek a két trividlis részcsopor-
ton kiviil az Aj alterndlé csoport, tovdbbd a hdrom transzpozici6 éltal generélt kételemd részcsoportok. Ez
utébbiaknak a f6tétel miatt Q harmadfoki bSvitése kell, hogy megfeleljen, ezek tehdt x* — 2 harom gyoké-
bdl kaphatok: Q(%), Qe \3/5), Q(e? \3/5). Példaul a Q(E/E)-héz tartozo részcsoport egységtol kiilonbozé
eleme x> — 2 masik két gyokét cseréli ki (ez a komplex konjugdlds). Végiil az A alterndlé csoporthoz
Q masodfoku bdvitése tartozik, ez tehat csak a Q(e) lehet.

6.6.12. Az Utmutatébeli jelolésekkel tegyiik f6l, hogy ¥ eleme a Q < Q(e) bévités G Galois-csoportjanak.
Ekkor v/ (¢) is gyoke @, (x)-nek, vagyis ¥ (¢) = &/ egy n-hez relativ prim j egészre. Mivel ¢ generélja a
bovitést, ez a j egyértelmiien meghatdrozza a ¥ szimmetridt, amit ¥ ;-vel jeldliink. Ilyen szimmetria 1étezik
is a 6.5.8. Allitas miatt, hiszen ®, (x) irreducibilis polinom, ezért ¢ minimélpolinomja, és igy & konjugéltjai
pontosan a primitiv n-edik egységgyokok. Nyilvan

k . .
Yivn(e) = ¥;(5) = (¥;(e))" = (e))F = e*,
azaz ¥j o Yy = Y. fgyaj <y ; megfeleltetés izomorfizmus G és Z, kozott.

6.6.13. A 6.3.14. Gyakorlatban megmutattuk, hogy a széban forgé két polinom felbontasi teste ugyanaz:

pays

@(«6/5, n), ahol n primitiv hatodik egységgyok. Azt is belattuk, hogy ez Q-nak 12 foku bévitése. Ezért a
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két polinom G Galois-csoportja is ugyanaz, és a rendje 12. A 6.5.12. Allitést (és az azt kovets megjegyzést)
alkalmazva a G csoportot felfoghatjuk gy is, mint az (x> — 2)(x3 — 2) gyokein haté permuticiécsoportot,
melynek egy kételemi és haromelemi palydja van. Emiatt G tekinthetd az S, x S3 direkt szorzat részcso-
portjanak. De ez a direkt szorzat 12 elemd, és igy G = S, x Ss.

J1 Megjegyezziik, hogy S> x S3 izomorf a Dg diédercsoporttal (4.9.25. Gyakorlat). Ez a diédercsoport kozvetleniil
is ad6dott volna, ha x®—2 Galois-csoportjit a 6.5. szakaszban latott médon, az x* —2-héz hasonléan szamitjuk ki.

6.6.14. A 6.5.13. Gyakorlat szerint x* —5 felbontdsi teste L = Q(V/5,1), Galois-csoportja pedig D4. Harom
Q folott masodfokd résztest van, a Q(i), a Q(\/g) ésa Q(i«/g) (v0. 6.1. dbra). Legyenn = (1 + i)/\/i
primitiv nyolcadik egységgyok. Ha n € L teljesiilne, akkor i € L miatt v/2 € L is igaz lenne, igy Q(+/2)
masodfoku részteste lenne L-nek. Ez a résztest azonban a felsorolt hirom masodfoku résztest egyikével sem
egyenld (a 6.1.26. Feladat miatt). Ebb6l az ellentmonddsb6l mar ldtszik, hogy x* — 5 és x* + 5 felbontdsi
teste kiilonbozS, ha ugyanis megegyeznének, akkor x* 4+ 5 mindegyik gyoke, specidlisan 17(1/3 is L-ben
lenne, és igy n € L is teljesiilne. Ezzel az els6 4llitast be is lattuk.

73 Ha az x* — 5 helyett az x* — 2-t vizsgalnank, akkor +/2 benne lenne a bévitésben, hiszen megkaphat6 2 négy-

zeteként, és igy az el6z8 bekezdésben ldtott médon nem jutndnk ellentmonddsra. Ebben a felbontdsi testben
persze 1 is benne van, amint azt a 6.5.14. Gyakorlat megolddsédban 14ttuk.

Mivel n?> = 2i € L, az n foka L folott 2, és igy L(n) a Q-nak 16 fokd bévitése. Jelolje M az x* + 5
felbontdsi testét Q folott. E polinom gyokei az o = n«4/§ szdm negyedik egységgyokszorosei, vagyis o
és tia, ésigy M = Q(n J5,0). Belatjuk, hogy ez is nyolcadfokd bévitése (Q-nak. A szorzastétel miatt
nyilvan legfeljebb nyolcadfokd. Ugyanakkor n?> = i € M miatt |M(n) : M| < 2. Viszont M () = L(1),
és igy M(n)) foka is 16, azaz M foka legalabb nyolc. Tehat |M : Q| = 8. igy x* + 5 Galois-csoportja is
nyolcelemii. Mivel ennek gydkei is paronként nullat adnak Osszegiil, a Galois-csoport részcsoportja Dy4-nek

(ugyantigy, mint az x* — 2 esetében), és ezért csak Dy lehet.

6.6.15. A polinom irreducibilis a Schonemann—Eisenstein-kritérium miatt, és igy 6t kiilonb6z8 komplex

gyoke van. A diszkrimindnsa 5 - 10* — 4 - 16* < 0 (ez a megfelel§ determindns kiszamitdsdval adédik),

és igy a 3.7.8. Allitds miatt a nem valds gyokok szama nem oszthaté néggyel. Ez persze pdros szam,

hiszen ezek a gyokok konjugdlt pdrokban jelentkeznek, és igy a polinomnak két nem valds, és hdrom valds

gyoke van.

J3 Azt, hogy hdrom valds gyok van, az analizis médszereivel, fliggvényvizsgalattal is belathatjuk, hiszen a polinom
derivaltjanak konny(i meghatarozni a gyokeit.

A polinom Galois-csoportjat a gyokok halmazan haté permuticiécsoportnak fogva fol a komplex konju-
galds egy transzpozicidt eredményez. Tovdbba G tranzitiv részcsoportja Ss-nek, hiszen a polinom irreduci-
bilis (6.5.12. Allitds). A 4.12.46. Feladat szerint ha S5 egy tranzitiv részcsoportja tartalmaz transzpoziciot,
akkor az csak az egész S5 lehet.

6.6.16. Legyen K = Z,(a) és B gydke az x” — o polinomnak egy bSvebb testben. Ekkor 7 = «, és
igy x? —a = (x — B)? (hiszen p karakterisztikdban tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni). Vagyis a
felbontasi test L = K(B). A K < L bovités Galois-csoportja egyelemd, mert minden relativ automorfizmus
permutalja x” — « gyokeit, és igy S csak sajat magaba mehet.
1 Megjegyezziik, hogy a K < L bdvités foka p, hiszen a 6.4.23. Feladatban beléttuk, hogy x? — « irreducibilis

K folott. A Galois-elmélet f6tétele tehat itt nem érvényes, aminek oka az, hogy a K test nem tokéletes.

6.6.17. A 6.4.16. Gyakorlat miatt 1étezik olyan M test, hogy K < L < M és M véges normalis bovitése
K-nak. Ennek Galois-csoportja is véges, és minden kozbiilsé test kiilonboz6 részcsoportnak felel meg a
fotétel miatt, tehat ezek szama is véges.

6.6.18. A 6.4.16. Gyakorlat miatt létezik olyan M test, hogy K < L < M, és M véges normdlis bovitése
K-nak. Legyen G = G(M/K) és H = G(M/L) az L kozbiilsd testnek megfeleld részcsoportja G-nek.
Ekkor a fotétel miatt |G : H| = 4, keressiik a H-t tartalmazo6 valédi részcsoportokat. Ha ilyen legfeljebb
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egy van, akkor készen vagyunk. Ha van két kiilonb6z6, mondjuk H; és H,, akkor mindkett6 indexe G-ben
kettd (hiszen 4-nek osztéja), és igy H; N H, csak H lehet. Ekkor H < G (mert a kettd index{ részcsoportok
normalosztok, és igy H két normdloszté metszete). Vagyis K < L normélis bdvités. A Galois-csoportja
tehat vagy a Klein-csoport, ekkor 6t kozbiilsé test lesz, vagy ciklikus, és ekkor a kozbiils6 testek szdma
harom. (Felhaszndltuk e két négyelemi csoport részcsoportjainak leirdsat.)

6.6.19. A h(x) polinomra G barmely elemét alkalmazva csak a tényezdk cserélédnek, a polinom nem
valtozik. Ezért h egyiitthat6i fixen maradnak G elemeinél, és igy a 6.6.2. Allitds (vagy akdr a fGtétel)
miatt » € K[x]. Hat € K[x] normalt, irreducibilis polinom, amely h-nak osztéja, akkor f-nek gyoke
¢(a) alkalmas ¢ € G-re, de akkor ¢ inverzét alkalmazva kapjuk, hogy « is gyoke ¢-nek, vagyis t = s
(az o minimdlpolinomja). Tehat a 22 polinom K[x]-beli kanonikus alakjaban csakis s szerepelhet tényezd-
ként, és mivel & normdlt is, » = s™ alkalmas m egészre. A fokszdmok 6sszehasonlitdsdval adédik, hogy
m = |L : K|/gr,(a), hiszen |G| = |L : K|. Ezzel (1)-et belattuk.

Tegyiik fol, hogy a (2)-beli f polinom K [x]-beli és irreducibilis. Mivel K tokéletes, a y; szdmok (mint az
f irreducibilis polinom gyokei) paronként kiilonbozdék. Legyen o = yi, ekkor f minimélpolinomja o«-nak
K fol6tt, hiszen normdlt, irreducibilis, és o gyoke. Ezért f gyokei az o konjugdltjai, vagyis o péalydjat
alkotjak a G csoportnal. (Ez kovetkezik a 6.5.8. Allitasbol, de (1)-bél is, ha elkészitjiik a-hoz a i polinomot,
hiszen f az o minimélpolinomja, és igy f | h.)

Most tegyiik fol, hogy a y; szdmok paronként kiilonbozdk, és G-palyat alkotnak. Ekkor f(x) nyilvan
G-invarians, és igy K[x]-beli. Ha s jeloli a y; minimélpolinomjit K folott, akkor s | f. De s-nek gyoke
¢(y1) minden ¢ € G-re, ezért s = f (ugyanazok a gyoktényezdbik), vagyis f is irreducibilis.

6.6.20. Az Utmutatéban leirt gondolatmenet hidnyz6 részeit pétoljuk, az ottani jeloléseket hasznalva. El-
s6ként beldtjuk, hogy G tranzitivan hat az («;, 8;) parok halmazédn (G elemei komponensenként hatnak).
Azt tudjuk (a 6.6.19. Gyakorlat miatt), hogy {«1, ..., ®,} és {Bi, ..., Bn} is pdlydja G-nek. Legyen N az
a; stabilizdtora G-ben (a pélya hosszat leiré 4.5.8. Tétel miatt ennek indexe n), és M a B; stabilizatora
G-ben (ennek indexe m). Ekkor az (o, B1) par stabilizatora N N M. Nyilvan N N M indexe oszthaté n-nel
is és m-mel is, €s mivel ezek relativ primek, nm-mel is. Tehat (o, B1) stabilizatoranak indexe legaldbb nm,
vagyis palydja legalabb nm elemti, és igy tényleg az 0sszes part tartalmazza.

Az Utmutatéban lattuk, hogy az «; + B 6sszeg kiilonbozik az Ssszes tobbi o; + f8 ; Osszegtdl. Mivel
G tranzitiv az («;, B;) parokon, tranzitiv az «; + B; dsszegeken is. Vagyis o1 + B barmelyik ilyen dsszegbe
elvihetd G egy elemével, és ezért ez is kiilonbozni fog az 6sszes tobbi 6sszegtdl. Vagyis a 6.6.19. Gyakorlat
(2) pontjanak feltételei teljesiilnek az f polinomra.

6.7. Véges testek

6.7.4. Az illitds kozvetlen szdmolassal is igazolhat6, a miveleti tablabdl l4tszik, hogy az A = x+(x>4+x+1)
ésa B = (x+ 1)+ (x> +x + 1) elemek egymds négyzetei. Egyszer(ibb azonban azt mondani, hogy e K test
K* = K — {0} multiplikativ csoportja haromelemd, és {gy Lagrange tétele miatt minden nem nulla elem
kobe az egységelem. De akkor az x(x®> — 1) polinomnak mar minden elem gydke, a 0 is. Ugyanez a fajta
,javitds” szerepel a kis Fermat-tételben is az Euler-Fermat tételhez képest (hogy O-ra is miik6djon).

6.7.6. Nem a 6.7.5. Tétel bizonyitdsa hibds, hanem az idézdjelbe tett mondat vége. Az x> — x polinomnak
ugyanis csak két gyoke van Z, barmely bovitésében: a 0 és az 1, ezek koziil az 1 kétszeres gyok. Ez a példa
azt mutatja, hogy a 6.7.5. Tétel bizonyitdsdnak utolsé bekezdése (a derivéltat haszndlé gondolatmenet) nem
hagyhat6 el. Persze az merd véletlen, hogy az x* — x polinom gyokei résztestet alkotnak Z,-ben, a tipikus
esetben ilyesmi csak akkor igaz, ha x kitevdje a karakterisztika hatvanya.

6.7.9. Ha f irreducibilis K = [F ,» folott és n-edfoku, akkor mér egy gyok hozzéavétele is az L = I ,m testet
generalja (hiszen n-edfokud bovités keletkezik). Mivel véges test minden véges bovitése normadlis, ez egyben
felbontési test is lesz. Ezért (1) igaz.



164 6. GALOIS-ELMELET

A 6.7.8. Tétel szerint K = I részteste L = I nn-nek (és a bdvités foka n). Ha o az L multiplikativ
csoportjdnak generatoreleme, akkor K (o) = L. Ezért @-nak a K folotti minimalpolinomja n-edfoku és
irreducibilis K folott.

6.7.10. Legyen f egy d-edfokii irreducibilis polinom Z, f616tt. Ha f osztdja az x”" — x polinomnak, akkor
f gyoktényezdkre bomlik az I« test f616tt (6.7.5. Tétel). Legyen « az f egyik gyoke, ekkor K (o) < I,
és igy o foka (ami f foka, vagyis d) osztja a bovités fokat (ami n). Megforditva, had | n akkor a 6.7.8. Tétel
miatt F,« részteste Fn-nek. Az f egy gyokével Z,-t bovitve I« adodik. Ezért f-nek van egy o gyoke
F,»-ben, és igy f az o minimdlpolinomja (asszocidltsdg erejéig). De o gyoke xP" — x-nek, ezért f osztéja
ennek a polinomnak. Mivel x”" — x-nek nincs tobbszoros gyoke, ezért minden ilyen f irreducibilis polinom

csak egyszer szerepel benne tényez&ként.

6.7.12. Az f gyokei konjugalt elemek, és ezért egymasba test-automorfizmussal atvihetSk (6.4.12. Kovet-
kezmény). Ez automorfizmusa a multiplikativ csoportnak is, és igy a rendet meg6rzi.

6.7.16. Az FF»; multiplikativ csoportja a Z3, ciklikus csoport. Ebben azoknak az elemeknek a szdma, me-
lyek négyzete az egységelem, a 4.3.24. Allitds szerint 2. Ugyanakkor harmadrendi eleme nincs, mert 3 126.
A 73 csoportban a négyzetre emelés endomorfizmus, melynek magja a fentiek szerint kételemd. Ezért a
képének az elemszdma 26/2 = 13. Ez azt jelenti, hogy a négyzetelemek szdma a nullaval egyiitt 14. Ugyan-
akkor minden elem kobelem, ez hasonléan szamolhat6 ki, de tudjuk onnan is, hogy 3 karakterisztikdban a
kobre emelés minden véges testnek test-automorfizmusa.

J1 Az ilyen tipusu feladatokat szdmoldssal is megoldhatjuk. Példaul ha a négyzetelemeket keressiik, és 8 a mul-
tiplikativ csoport egyik generatora, akkor a B¢ = x? egyenlet megoldasihoz x-et 8% alakban irhatjuk. Ekkor a
2y = k (26) kongruencidhoz jutunk.

Mivel f(x) = x*+ x> +x2+x+1 = (x> = 1)/(x — 1), ezért az f gyokeinek 6todik hatvanya 1. De
5126, és ezért az egyetlen ilyen elem az 1, ami viszont f-nek nem gyoke. Ezért az f polinomnak nincs
gyoke ebben a testben.

A g(x) = x> — x + 1 viszont az x® — 1 polinomnak oszt6ja (hiszen g a hatodik korosztési polinom). Az
eddigiekhez hasonléan szdmolva az x® = 1 egyenletnek csak két gyoke van [Fy;-ben, az 1 és a —1. Ezért
g-nek egyetlen gyoke van ebben a testben, a —1 (ami kétszeres).

Az x* +x3 4+ x% 4+ x + 1 = &5(x) gyokei a multiplikativ csoport 6todrendd elemei az 5.8.14. Feladat miatt, de
ilyen ebben a testben nincs. Tovabba 3 karakterisztikdju testben ®¢(x) = ®y(x)2 = (x — 1)? 2 3.9.23. Feladat
miatt. [gy az eredményt szdmolas nélkiil is megkaphattuk volna.

Hasonléképpen 3 karakterisztikdji testben az x> — x + 1 polinomot is frhatjuk x> + 2x + 1 = (x + 1)?
alakban, ahonnan latszik, hogy az egyetlen gyoke a —1.

6.7.17. Az x? + 1 polinomnak Z;;-ben gyoke a 4, és igy x> + 1 felbontdsi teste maga Z;7. Az x> — 3
polinomnak nincs gydke ebben a testben (ezt legegyszer(ibben az elemek négyzetre emelésével lathatjuk
be, de aki ismeri szdmelméletbdl a Legendre-szimbdlumok elméletét, az gyorsabban is célhoz érhet). Ezért

) )

x? — 3 irreducibilis, és igy egy gyokével bvitve masodfokd bovitést kapunk, vagyis az F»» testet. Ez

pays

felbontasi teste lesz ennek a polinomnak (hiszen minden mésodfokd bdvités normadlis a 6.3.15. Feladat

pays

miatt, vagy mert véges testek esetében minden véges bdvités normadlis a 6.7.8. Tétel miatt).

6.7.18. Az 5.8.14. Feladat szerint az x> + x + 1 = ®3(x) gyokei a test harmadrend( elemei, hiszen a
karakterisztika egyik esetben sem harom. (Ez persze most kénnyen adédik az x> 4+x+1 = (x> —1)/(x — 1)
képletbdl.) Ilyen az IF,; testben van, mert a multiplikativ csoport ciklikus, és rendje 120, ami hdrommal
oszthat6. Ezért ebben az esetben a felbontdsi test maga [F15;. Az 55 testben azonban nincs harmadrendd
elem, mert 124 nem oszthaté hdrommal. Ezért a masodfokd x> 4+ x + 1 polinom irreducibilis, és igy egy

Py

gyokével bovitve masodfoki bdvitést kapunk, vagyis a felbontasi test az Fss.

51 Az x?+x+1 polinom gyokeinek megkeresését a masodfoki egyenlet megolddképlete segitségével négyzetgyok-
vondasra vezethetnénk vissza, hiszen a karakterisztika nem 2 (lasd 5.8.12. Gyakorlat), ez azonban nem segitene
sokat, hiszen nincs négyzetgyok-tablazatunk.
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6.7.19. Legyen L = F,. a keresett felbontasi test. Az Utmutatéban frtak miatt 11 | 2" — 1. Konnyi
ellendrizni, hogy a legkisebb ilyen tulajdonsagi m szdm a 10 (valdjdban arrdl van szd, hogy a 2 rendje
10 mod 11). Megforditva, FF,10 multiplikativ csoportja ciklikus, ezért ¢ (11) = 10 darab 11 rendi eleme van.
Ezért x'! — 1 gyoktényezdkre bomlik. A felbontdsi test Z, folott tehdt Fyo.

Az 5.8.4. Tétel szerint 11 karakterisztikdban tagonként lehet 11-edik hatvanyra emelni. Ezért Z;; f616tt a
felbontdsi test maga Z;;, és x!' — 1 = (x — D',

6.7.20. Ha a IF,» multiplikativ csoportjdnak van n rendii eleme, akkor Lagrange tétele miatt n osztdja a
csoport rendjének, azaz p™ — 1-nek. Megforditva, han | p™ — 1, akkor az F;m csoportban van n rendd

elem, hiszen ez ciklikus csoport (4.3.24. Allitds). De n | p™ — 1 azt jelenti, hogy m j6 kitevSje p-nek mod n,
vagyis hogy k = 0,,(p) | m. Ezzel az (1) allit4st belattuk.

Az (1) miatt az [F « testben is van n rend{ elem. Ennek n kiilonb6z5 hatvanya van, €s igy az x" — 1 gyokté-
nyezdkre bomlik ebben a testben. Persze akkor @, (x) | x" —1 is gyoktényez6kre bomlik. Az 5.8.14. Feladat
szerint tehdt F,» minden n rendi eleme benne van az I« résztestben. Megmutatjuk, hogy minden n rendd
a elem generdlja is ezt a résztestet. Valoban, ha d jeloli az o fokat Z, folott, akkor Z,(a) = F 4, €s igy
(1) miatt k | d. De o € I« miatt d | k (hiszen elem foka osztja a bovités fokat), tehat k = d. Ezzel a (2)
és (3) allitasokat is belattuk.

A @, minden irreducibilis tényezdje egy n rendii elem minimélpolinomja, tehat (2) miatt k-adfoku, és
igy (4) igaz.

A feladat utols6 kérdésére egy vélasz: p =2¢ésn = 7. Ekkor k =3, &;(x) = WP+ + D +x+1),
és itt az Osszes harmadfoku, Z, folott irreducibilis polinom szerepel (3.3.21. Gyakorlat). A példa azért
miikodik, mert az g test multiplikativ csoportjadban minden 1-t61 kiilonb6z6 elem rendje 7, és igy minden

pays

olyan elem, amely generalja a bovitést, hetedrend, azaz gyoke ®;-nek.

6.7.21. Az (1) a hatvany rendjének képletébdl (4.3.10. Gyakorlat) vildgos, hiszen « rendje p™ —1. A (2) ko-
vetkezik az el6z6 6.7.20. Feladat (2) pontjabdl.

Az, hogy B foka m, azt jelenti, hogy B az egész IF ,» testet generdlja, azaz hogy nincsen benne egyetlen
valodi résztestben sem. A 6.7.8. Tétel szerint a valodi résztestek elemszama I, ahol d | m, €s ebben

a résztestben S akkor és csak akkor van benne, ha ,BPd = B. Mivel B = a/ # 0, ez azzal ekvivalens,
hogy P~/ = 1, azaz hogy p™ — 1 | j(p® — 1), ami pontosan a (3)-beli (p" — 1)/(p? — 1) | j feltétel.
Ezzel (3)-at is igazoltuk. Megjegyezziik, hogy (3) elemi szdmelméleti meggondoldsokkal is azonnal adédik
(2)-bél.

6.7.22. A 6.7.21. Feladatban p = 2, m = 4 és j = 3. Az I, testben « rendje 15, ezért B = o 6tédrendf,
és foka a primtest f616tt 2 rendje modulo 5, vagyis 4.

1 A B elem tehdt nem generélja a multiplikativ csoportot, de az [F,4 testet igen. A négy 6tddrendl elem mini-

malpolinomja valéjdban a @5 kdrosztasi polinom. Erdemes meggondolni, hogy (3) persze teljesiil 8 esetében,
hiszen j = 3 nem oszthat6 sem 15-tel, sem 5-tel (de mégsem relativ prim 15-h6z, és B ezért nem generélja a
multiplikativ csoportot).

6.7.23. Barmelyik n-edfoku irreducibilis polinom Z, f616tti felbontasi teste a 6.7.9. Gyakorlat szerint [F ,n.
Ezek a polinomok az [F,» azon elemeinek minimélpolinomjai, amelyek nincsenek benne egyetlen valédi
résztestben sem (hiszen egy elem foka akkor n, ha az egész bovitést generdlja a primtest folott).

Ha p = 2 ésn = 8, akkor a résztestek rendje 2%, ahol k | 8 (a 6.7.8. Tétel szerint). Ezek egymast tar-
talmazzak, hiszen 8 oszt6i 1 | 2 | 4 | 8. Vagyis a keresett elemek azok, amik kiviil esnek az F,4 résztesten,
ez 28 — 2% = 240 elem. Mindegyik minimélpolinomja tehét nyolcadfokd. Azonban mindegyik polino-
mot nyolcszor szdmoltuk, hiszen 8 gydke van. (A véges testek tokéletesek a 6.4.26. Feladat miatt, tehat
tobbszoros gyok nem lehet.) Ezért 240/8 = 30 nyolcadfokii irreducibilis polinom van Z, folott.

Ezt éltalanositva ha ¢ = r", ahol r prim, akkor Z, folott a g-adfoku irreducibilis polinomok szdma

( p - er) /r". Ennek oka az, hogy ¢ = r" egyetlen ,,maximélis” valddi osztéja r"~!.
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Végiil han = 12, akkor hat résztest van. A maximalis résztestek Fy és [F,6, ezek metszete csakis [F,2 lehet
(hiszen 4 és 6 legnagyobb kozos osztéja 2). Ezért a keresett elemek szama 2! — 26 — 24 4- 22, a 12-edfokd
irreducibilis polinomok szdma pedig ennek 12-edrésze, vagyis 335.

6.7.24. Az Utmutatéban megadott szinezésrdl megmutatjuk, hogy megfelels. Az [} csoport 15 elemd,
benne F; egy hdromelemi részcsoport. Ezért minden elem 5-6dik hatvdnya benne van ebben a részcso-
portban, vagyis a szinezés a megadott szinekkel torténik. Ha «, 8, y egyszind haromszog, akkor legyen
0 =(@+pB)/B+y) Ekkor0°> = 16és (@ +1)° = (@ +y)°/(B + y)° = 1 (mert 2 karakterisztikdban
26 =0). DeZ, folottaz x> — 1 = x + DE*+x° +x2+x+Dés @ +1)° -1 =xx*+x>+1)
polinomok relativ primek (3.3.21. Gyakorlat), és igy nem lehet k6zos gyokiik semmilyen bévitésben. Ez az
ellentmondds mutatja, hogy j6 szinezést konstrualtunk.

J) Kozvetlen szamolds is célhoz vezetne: az 1 = (0 +1)° =605 +60* +0 + 1 egyenletbol 6% + 63 +1 = 0 (hiszen
6 # 0), viszont 05 = 1 miatt ugyaninnen 9% +6 + 1 = 0, ahonnan 63 = 6, és igy 92 =1, végiil 6 = 1, ami
nem jo.

Lényegében arrol van sz, hogy ®s(x) irreducibilis Z, folott, és ®s(x + 1) is az, de t6le kiilonbozb. Ez nem
minden primre van igy, példaul Z, folott ®3(x) = 3(x + 1).

Legyen most G egy 17 csticsu teljes graf, melynek éleit harom szinnel szineztiik. Ha A egy csiics,
akkor ennek 16 szomszédja van, és igy létezik olyan szin, mondjuk a piros, hogy A-bdl legaldbb 6 piros él
indul ki. Jelolje H az A-bdl indulé piros élek végpontjait. Ha ezek kozott megy piros él, akkor van piros
hiaromszog. Ha nem megy, akkor legyen B € H, ebbdl a H-beli pontokhoz legalabb harom egyforma szind,
mondjuk fehér él indul. Ha ezek végpontjai kdzott megy fehér él, akkor van fehér haromszog. Ha nem,
akkor e szomszédok kozotti Osszes él mér csak a harmadik szin(i, mondjuk zold lehet. De akkor taldltunk
egy zold hdromszoget.

6.8. Geometriai szerkeszthetoség
6.8.12. Az E.4.2. Tétel szerint ha n kanonikus alakjan = p}' ... p*, ahol egyik ; kitev6 sem nulla, akkor

e =pi L pt T (i =D (e — D).
Ez pontosan akkor lesz 2-hatvdny, ha mindegyik tényezd az. Ezért p; # 2 esetén «; = 1, tovdbba p; — 1 is
2-hatvdny minden j-re. Ha p; = 2™ + 1, akkor a b + 1 | b**! + 1 6sszefiiggés miatt konnyd beldtni, hogy
m maga is 2-hatvany (1asd [1], 1.4.4. Feladat).

6.8.17. Szerkessziink egy Ao, ..., A,—; csucst, O kozéppontu szabdlyos n-szoget, majd minden A; csucs-
bdl kiindulva egy olyan B, g, ..., B ,—1 szabalyos m-szdget, melynek kdzéppontja szintén O, és elsd csu-

csa, B; o = A;. Belatjuk, hogy a kapott nm darab B, ; pont szabalyos nm-szdget alkot. Az AoO B; ; sz6g
360°i  360°;  360°
+ =

. - = (mi+nj).

Ha 0 < k < nm, akkor (n, m) = 1 miatt az mx 4+ ny = k diofantikus egyenlet megoldhat6 x-re és y-ra.
Legyen i az x szam n-nel, j az y szdm m-mel val6 osztasi maradéka. Ekkor mi + nj = k (nm), és ezért a
B, j-hez tartoz6 sz6g k360°/nm. Igy a szabédlyos nm-sz6g k-adik csticsdt megkaptuk minden k-ra.

6.8.18. MIVCIOZ @5(5) = l +8+82+83 +84, l’gy
m+m=mm=c+e*+e+e*=-1.

Ezért 1, és 1, az x* + x — 1 polinom gydkei. De ¢* = ¢~ miatt 2 — ne + 1 = 0. fgy

N 1)’
,_ T ® (F) -4 o1 6+9)
g, & = = +i
2 4 4
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(a val6s rész cos 72°, a képzetes rész +sin 72°). Ugyanigy

2
—/5-1 —/5-1 _
5 3 >+ ( 2 ) 4 _ 5-1 2(5—\/3)
gc, e’ = = +i
2 4 4

(a val6s rész cos 144°, a képzetes rész =+ sin 144°).

6.8.19. Az (1) és (2) esetben, amikor csak az egységszakasz adott, az alaptest a Q. Az /2 nem szerkeszt-
het6, mert 6todfokd, és az 5 nem 2-hatvany. A V2 szerkeszthetd. Ez ldtszik abbdl, hogy a minimélpolinom-
janak felbontdasi teste nyolcadfoki bdvitése Q-nak (6.3.12. Gyakorlat), és a 8 egy 2-hatvany (6.8.15. Tétel).
De egyszeriibb azt mondani, hogy a szerkesztés nyilvanval6an elvégezhets: el6bb 2-b3l, majd /2-bdl szer-
kessziink négyzetgyokot.

A (3) és (4) esetben az alaptest Q(g/i). A2 egy négyzetgyokvondssal megszerkeszthetd. Az 2 foka
viszont a 6.2.11. Gyakorlat miatt efolott a test folott is 5, hiszen 5 és 3 relativ primek. Ezért J2av2 segit-
ségével sem szerkeszthetd.

Az (5) esetben az alaptest a Q(7r). A kornégyszogesités a /7 szerkesztését jelenti, ami most elvégezhets
egy négyzetgyokvondssal. A 6.2.15. Gyakorlat (10) pontja szerint /7 masodfokid Q () folott.

Végiil a (6) esetben az alaptest Q(cos 40°), és cos 20°-ot kell szerkeszteni. Ez nyilvan elvégezhet$ szog-
felezéssel. Valdjdban ha a szabalyos 9-szog csticsait 0sszekotjiik a kozéppontjaval, és az egyeneseket meg-
hosszabbitjuk, akkor a korilirt korrel valé metszéspontjaik pontosan a szabdlyos 18-szog hidnyzo cstcsait
jelolik ki.

A cos2y = 2cos?y — 1 osszefiiggés miatt cos 2y € Q(cos y) minden y szogre. Ezt kétszer alkalmazva
c0s20° = — cos 160° € Q(cos 40°) adodik. Ezért cos 20° els6foki Q(cos 40°) folott.

6.8.20. A koordinatarendszert csak tigy szabad folvenni, hogy (0, 0) és (1, 0) adott, vagy szerkeszthetd pont
legyen. Ebben az esetben ez nem teljesiil.

6.8.21. Az Utmutatéban javasolt a = 1, b = 1, f, = 1 feltehetd, hiszen ha ebben a specidlis esetben nem
szerkeszthet6 meg a (1étezd) haromszog, akkor az altalanos esetben sem. Ekkor § = «a és y = 180° — 2a,
hiszen az A BC haromszog most egyenld szarud. Jelolje T az A cstcsbdl induld szogfelezd metszéspontjat a
BC oldallal. Ekkor CAT is egyenld szard haromszog, és igy a CT A szog is y. Ezért az A BT haromszogben
a szogek osszege («/2) + o + 2 = 180°, ahonnan o = 360°/7. Tehat ha a haromszdget meg lehetne
szerkeszteni, akkor szabdlyos hétszoget is lehetne szerkeszteni, ami ellentmond a 6.8.11. Tételnek.

43 Van ilyen hiaromszog: példdul az A ... A7 szabdlyos hétszogben AjA3A¢, mert az A1 A3 és az A Ag atlok
egyenlbek, és az AgA1A3 szog y = 3 - 180°/7.

6.8.22. Az Utmutaté jeloléseivel a hdromszog teriilete p(x + b) = xm, ahol az alaphoz tartozé m magassig
Pitagorasz tétele szerint +/b? — x2. Az egyenletet négyzetre emelve, p = 1 miatt

x4+ b2 =x2B>—x) =x*b+x)b—x).

Igy egyszertisithetiink x + b-vel. Atrendezve x> —bx?+x +b = 0 adédik. Ha példdul b = 5, akkor a kapott
polinom a raciondlis gyokteszt miatt irreducibilis a Q alaptest f6l6tt. Ezért a kapott x érték harmadfoka,
azaz nem szerkeszthetd.

J1 Némi geometriai intuiciéval elképzelhetjiik, hogy hany megolddsa van a feladatnak. A szdrak A metszéspontjat
helyezziik az egységsugart kor keriiletén kiviilre, de ahhoz nagyon kozel, rajzoljuk meg A-bdl a korhoz a két
érintbt, és mérjiik fol ragjuk A-bol a b tdvolsdgot. A kapott pontokat jeldlje B és C. Ekkor az A-ndl 1évo
szog csaknem 180°, és a BC egyenes nagyon kozel van az A ponthoz. Most kezdjiik el A-t tdvolitani a kor
kozéppontjatol. Ekkor a BAC szog csokken, a BC egyenes pedig kezd atkeriilni a kor tilsé oldaldra. Egy id6
utdn, feltéve, hogy b nem til pici szdm, a BC egyenes ,,atér”, és megoldadst kapunk. Tegyiik fol, hogy b hatalmas
szam. Ekkor a BAC szog még mindig kozel 180°, és a kapott x érték csak picivel lesz kevesebb b-nél. Ha
tovabb tavolitjuk az A pontot, akkor elériink abba az 4llapotba, amikor A tdvolsdga a kor kozéppontjatol durvan
b — 1, és a BAC sz6g mar csaknem nulla fok. Ekkor djabb megoldast kapunk, melyben x értéke csak icipicit
nagyobb, mint 1.
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Mindezt algebrailag is megkozelithetjiik. Az f(x) = x> — bx? +x 4 b-nek mint x polinomjanak mindenképp
van egy negativ valés gyoke —1 és 0 kozott, hiszen f(—1) = —2 és f(0) = b > 0. A diszkrimindnsa
4(b* —11b>—1), ennek egyetlen pozitiv valés gyoke kozelitSleg b = 3,33. Az ennél kisebb (pozitiv) b értékekre
f-nek csak egy valds gyoke van (hiszen a diszkrimindnsa negativ), tehat ekkor a feladatnak nincs megoldasa.
Ha b nagyobb ennél az értéknél, akkor f masik két gyoke pozitiv (hiszen a gyokok osszege b > 0és f(0) > 0).
A fenti esetben, amikor b = 5, a két pozitiv megoldas kozelitéleg x = 1,307 és x = 4,537.

6.8.23. A 3°-o0s sz0g szerkeszthet6, mert ez a szabdlyos 120-szog kozéppontjadban szerepld szog, és az
n = 120 = 2° . 3. 5 kielégiti a 6.8.11. Tétel feltételeit. Emiatt persze szerkeszthetS n fokos szog minden
3 | n esetén. Ha most n tetszbleges, akkor osszuk el maradékosan 3-mal: n = 3qg 4 r. Az el6z6 megjegyzés
miatt a 3g fokos szog szerkeszthetd, és igy az r fokos is. Az r lehetséges értékei 0, 1 és 2. De 1 és 2 fokos
sz0g nem szerkeszthet6, mert akkor 20°-0s szdg (és igy szabdlyos 18-sz0g) is szerkeszthetd lenne. Vagyis

pontosan a 3-mal oszthat6 n-ek felelnek meg.

6.8.24. Tekintsik a K = Q (cos(27r / n)) test folott az i sin(2w/n) szamot. Ennek négyzete K-ban van, és
ezért els6- vagy masodfoku bovitést generdl. A 6.8.11. Tétel bizonyitdsanak végén belattuk, hogy

Q (cos(27r/n), i sin(271/n)) =Q (cos(27r/n) +i sin(27r/n)) ,

és hogy ennek foka Q folott ¢(n). Ez a test nem valés, ha n > 2, a K viszont igen. Ezért a bovités
masodfok, és igy a szorzastétel miatt cos(27/n) foka Q folott ¢(n)/2, han > 2. Han = 1 vagy 2, akkor
az eredmény 1.

6.9. Egyenletek gyokjelekkel val6 megoldhatésaga

6.9.3. A 6.6.12. Feladat megoldasat modositjuk. A K (¢) test folott @,, nem biztos, hogy irreducibilis, de
& minimdlpolinomja ennek osztdja. Ezért ¢ konjugdltjai tovdbbra is ¢ bizonyos hatvanyai lesznek, ezek
benne vannak K (¢)-ban, és igy a bdvités normdlis. A relativ automorfizmusok a v¥;(¢) = &/ képlettel
megadott leképezések kozott lesznek (ahol (j, n) = 1), de nem feltétleniil az 6sszes ilyen leképezést kapjuk
meg. E leképezések kompozicidja azonban ugyanigy szamolhat6 ki, mint a K = Q esetben, és igy a
Galois-csoport részcsoportja Z, -nek.

)

6.9.13. Legyen ¢ egy n-edik primitiv egységgyok, és B az o szdm egyik n-edik gyoke (egy bdvitésben).
Ekkor az x" — « felbontdsi teste K folott L = K (e, ). Ha ¢ relativ automorfizmus, akkor ¢(g) = &9,
ahol (a,n) = 1és1 < a < n, tovdbbd ¢(B) = €’B, ahol 0 < b < n, hiszen ¢ permutilja ®,(x) és
x" — « gyokeitis. Aza € Z) és b € Z, szamok mar egyértelmlien meghatdrozzak a ¢ automorfizmust,
mert K (g, 8) = L. Jeloljiik ezt a ¢ automorfizmust ¢, ;-vel.

Rendeljiik hozza ¢, »-hez az Utmutatéban leirt A(a,b) : x — ax + b permutaciét a Z, halmazon.
Megmutatjuk, hogy ez tartja a kompoziciét. Valéban,

A(a,b)o A(c,d) :x+— a(cx +d)+ b =acx + (ad + b),

azaz A(a,b)o A(c,d) = A(ac, ad + b). Ugyanakkor ¢, »¢. 4(¢) = € (14sd a 6.6.12. Feladat megoldésat),
tovabba

PabPed(B) = 0 (€B) = Pas(©) van(B) = e*'e"B = "M B.

Ezért a ¢, , — A(a, b) megfeleltetés miivelettartd, és igy a keresett Galois-csoport részcsoportja az A cso-
portnak.

Végiil az A feloldhatd, mert az A(1, b) alakd elemek Z:—szal izomorf kommutativ normalosztot alkotnak
benne, és az erre vett faktor Z* lesz, ami szintén kommutativ (v6. 4.9.37. Gyakorlat). Mivel feloldhaté
csoport részcsoportja is feloldhat6 (4.13.17. Feladat), a keresett Galois-csoport is feloldhat6.

JJ Ha azokat az A(a, b) permutacidkat tekintjiik, ahol a = +1, akkor a D,, diédercsoporttal izomorf részcsoportot
kapunk A-ban (n > 3 esetén).
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6.9.14. Legyen az A minimélpolinomja m(x) = (x —X)g(x). Itt g alacsonyabb foku, mint m, igy g(A) # 0.
Ez azt jelenti, hogy alkalmas w vektorra v = g(A)(w) # 0. Tudjuk, hogy 0 = m(A) = (A —AI)g(A), ahol
I az identitds. Ezt w-re alkalmazva (A — AI)v = 0 adddik. Ezért v sajatvektor és A sajatérték.

6.9.15. A ¥ (B) = ¢;B Osszefliggés nyilvanvalé szdmoldssal adodik. Legyen S az (¢}, y) elemek Osszege,
midén j befutjaaz 1,2, ..., p szamokat, és y rogzitett. Elég belatni, hogy S nincs benne K -ban. Valdban,
ekkor az 6sszeg valamelyik tagja sincs benne K -ban, de ez nem lehet (¢, y), mert ezt ¥ sajat magaba viszi,
azaz K-beli.

Az S 6sszeget kozvetleniil kiszdmithatjuk. A p-edik egységgyokok Osszege nulla, és igy az 8]-_6 szdmok
osszege £ # 0 esetén 0, ha meg £ = 0, akkor az 6sszeg p. Ezért S = py. Hatehiat y ¢ K, akkor ez nincs
K-ban (ehhez elég csak annyit foltenni, hogy K karakterisztikdja nulla legyen, s6t, hogy ne legyen p).

A 6.9.9. Lemma bizonyitadsaban ez a gondolatmenet azt a részt valtja ki, amikor belatjuk, hogy a ¥ linearis
transzformdcionak valamelyik 1-t6] kiilonboz6 p-edik egységgyok sajatértéke.

6.10. A legfeljebb negyedfoku egyenletek

6.10.1. A Q(e) Galois-csoportja Zg =ZF (6.6.12. Feladat). Ez kommutativ, tehdt minden részcsoportja
normaloszté, azaz minden kozbiilsé test normalis. A komplex konjugdlds masodrendd, tehat fixpontjai,
azaz Q(¢e) valds elemei egy harmadfokd, normalis L bovitését alkotjak (Q-nak. A Galois-csoport elemeit
& +& = 2 cos 40°-re alkalmazva &2 + 8> = 2 cos 80° és e* + &* = 2 cos 160° ad6dik. Ezek tehat irracionlis
szdmok, amelyek mindegyike L-et generdlja. A k6z6s minimalpolinomjuk

(x—(C+a)(x—E+))(x—("+8H)) =x"-3x+1

(ez beszorzéssal adédik, felhaszndlva, hogy ®(x) = x® 4 x> 4 1 miatt a primitiv kilencedik egységgyokok
osszege nulla, tovabba hogy & + % = —1, hiszen ezek a harmadik primitiv egységgyokok).

51 A fenti egyenl8ségrdl gy is meggy6zddhetiink, hogy az & +& szamot behelyettesitjiik az x> —3x 4 1 polinomba.
Ekkor 0 adédik, és igy ez a polinom csak a minimalpolinom lehet, mert ¢ + €-rdl tudjuk, hogy harmadfokd. De
akkor a polinomnak gyoke lesz ¢ + & két masik konjugdltja is, tehat a fenti gyoktényez8s alakot kapjuk.

Megjegyezziik, hogy a g(z) = z? — 2 fiiggvény korbepermutilja az x> — 3x + 1 polinom gydkeit. Ebbdl is
latszik, hogy egyetlen gyok hozzavételekor a masik két gyok automatikusan bekeriil, és igy normalis bdvitést
kapunk. E polinom gyokei kozott tehat ezek a , rejtett Gsszefiiggések™, ami miatt a Galois-csoportja csak Z7, és
nem a teljes S3. )

A Cardano-képletbdl x* — 3x + 1 gyokei
— 4 —i — = —

2 + 2 + 2 2
lesznek. Ezzel semmi Gjat nem tudtunk meg réluk, hiszen a kobgyok alatt a primitiv harmadik egységgyokok

dllnak, és nem okoz meglepetést az, hogy ha n primitiv harmadik egységgyok, akkor /i primitiv kilencedik
egységgyok. (Persze a kobgyokok 3-3 értékét ugy kell parositani, hogy a szorzatuk 1 legyen.)

6.10.3. Az, hogy a Zj test karakterisztikdja hdrom, mindent elront. Mivel (x + ¢)® = x> + ¢, az
x > x + c helyettesités nem viltoztatja meg az x? egyiitthat6jat, tehat az x2-es tagot nem lehet igy kiejteni.
A Cardano-képletbe sem lehet behelyettesiteni a nevez&ben taldlhaté 3 miatt, de a képlet levezetésének a
modszere sem miikodik. Valdban, a 8. oldalon taldlhat6 (1.3) egyenletrendszer 3uv = — p egyenlete hirom
karakterisztikdban nyilvén csak p = 0 esetén teljesiilhet.

Ha vesziink egy harmadfoki irreducibilis polinomot, mondjuk x3 — x + 1-et Z3 folott, akkor ennek
egyetlen B gyoke az [F; testet generdlja, amiben a polinom tobbi gyoke is benne van, hiszen véges test
minden véges bévitése normdlis. E test minden nem nulla eleme gyoke az x2°—1 polinomnak, tehat x3—x+1
gyokei mind 26-odik egységgyokok. Ezek azonban nem lesznek gyokkifejezések Zs f61ott a 6.9.8. Definicid
értelmében! Ha ugyanis B gyokkifejezés lenne, akkor létezne egy Z3 = Ky < K| < ... < K|, testldnc ugy,

)

hogy B € K,, és mindegyik K;;; egy x — o alaku irreducibilis polinom gyokével val6 bovitéssel kaphatd
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K;-bdl, ahol p prim és o € K;. Mivel 8 harmadfoku, e b6vitések valamelyikének foka 3. De ez lehetetlen:
az x> — o polinom egy véges, 3 karakterisztikdjd test folott nem lehet irreducibilis, mert itt a kobre emelés
automorfizmus (a Frobenius-automorfizmus), és ezért minden elem a test egy elemének a kdbe (vagyis a

kobgyokvonas egyértelmtien elvégezhets). Ha o = y3, akkor x* — a = (x — y)°.

6.10.5. Elég belatni, hogy a felbontési test nem véltozik meg. Ez azért igaz, mert o akkor és csak akkor
gyoke f(cx + d)-nek, ha ca 4+ d gyoke f(x)-nek. De o és ca + d egymassal kifejezhetdk, és igy ugyanazt
a testet generdljak.

6.10.6. Beszorzassal (o) —an) (o —a3) (0 —a3) = s —t €8 () + o) () +a3)(ar +a3) = s +1+ 20 0003.
Tudjuk, hogy a gyokok 0sszege nulla, ezért ez a szorzat valdjdban —o3a300q, azaz s +t = —3aj03 = 3q.
Mivel st = ((s + 1)* — (s — 1)?) /4, innen (2) is leolvashato.

A G Galois-csoport méasodrendii elemei transzpoziciét adnak a gyokok halmazdn ahonnan (4) adddik.
Hasonl6an a harmadrendd elemek harmasciklusok, és igy az s és ¢ elemeket fixéljdk. Ezért s és ¢ benne van
az Aj részcsoporthoz tartozd M résztestben. Az f irreducibilitdsa miatt G tranzitiv, és igy vagy Sz, vagy As.
Ez utébbi esetben M = K, tehat s, ¢ € K. (Ekkor persze s — ¢t € K, vagyis a diszkrimindns négyzetelem
K-ban.) Ha viszont G = S3, akkor M masodfoki bdvitése K -nak. Ezt generdlja s is és ¢ is, mert kiilonben
s,t € K teljesiilne, ami (4)-nek ellentmond. (Ekkor s — ¢ sem lehet K-ban, mert kiilonben s 4+t € K miatt
s,t € K lenne, tehét a diszkrimindns nem négyzetelem K -ban.)

6.10.7. Az Utmutat6ban leirtak szerint jarunk el. ElsGként az Sy tranzitiv G részcsoportjait keressiik, ezek
rendje néggyel oszthato, tehdt Lagrange tétele miatt 4, 8, 12 és 24 lehet. Nyilvan 24 rend( csak az Sy, ha
pedig G rendje 12, akkor G indexe 2, tehat normdaloszt6, ami csak A4 lehet (4.8.15. Alll’tés). Ha G rendje 8,
akkor 2-Sylow, és igy D4-gyel izomorf (4.11.27. Gyakorlat). Végiil ha G rendje 4, akkor vagy ciklikus,
vagy a Klein-csoporttal izomorf (4.5.18. Tétel). Ezért mas Galois-csoport nem fordulhat el§, mint amit a
feladatban felsoroltunk.

A 3.8.8. Feladat miatt f harmadfokd g rezolvensének gyokei benne vannak az f polinom K folotti
L felbontasi testében. Ha g irreducibilis, akkor ezek foka 3, és igy G rendje hdrommal oszthatd, vagyis
G csak A4 vagy S, lehet. Ezek kozott az tesz kiilonbséget, hogy f diszkrimindnsa négyzetelem-e K-ban
(6.10.4. Lemma). Ezért az (1) allitast belattuk.

Tegyiik most f6l, hogy g-nek az u; gyoke K-ban van, ekkor G elemei az u;-et onmagaba viszik. Jeldlje
oy, o, o3, a4 az f gyokeit L-ben, és legyen u; = (0 + a3a4) /2 (3.8.8. Feladat). frjuk fol az f gyokeit
az oy, a3, oy, g sorrendben egy négyzet csicsaira. Konnyd meggondolni, hogy egy permuticié akkor és
csak akkor viszi az u; kifejezést sajat magaba, ha ennek a négyzetnek szimmetridja. Ezért u; € K esetén
G részcsoportja e négyzet szimmetriacsoportjanak, vagyis Ds-nek.

Ha a harmadfoki rezolvens u; = (ojo3 +aptq) /4 gyoke is K -ban van, akkor G elemei ezt is 6Gnmagukba
viszik. Konnyf latni, hogy ilyen permuticié mar csak négy van:

{id, (ojor2) (a30t4), (a3) (a2ts), (@r04) (@203) ),

amelyek az S, csoport szokésos, a Klein-csoporttal izomorf V normalosztéjat alkotjak (4.8.15. Allitas).
Tehat G részcsoportja V-nek, és mivel legaldbb négyelemti, G = V. Ezzel (2)-t is belattuk.

Ha u, (és igy u3) nincs K-ban, akkor G nem részcsoportja V-nek, de u; € K miatt részcsoportja a fent
megadott D,-nek. gy G vagy maga D,, vagy Ds-nek egy V-t61 kiilonbozs, de tranzitiv részcsoportja. Egy
ilyen részcsoport négyelemt, és igy a stabilizitorok trividlisak a pédlya hosszat megadé 4.5.8. Tétel miatt,
vagyis csak a fixpontmentes permutdciékbél valogathatunk. fgy V-n kiviil csak a négyesciklus dltal generalt
részcsoport megfeleld, ami (3)-at igazolja.

Mivel V < A4, de a négyesciklus pératlan permutécio, a (2) esetben az f diszkrimindnsa négyzetelem
K-ban, a (3) esetben pedig nem az.

6.10.8. A 3.8.11. Gyakorlat szerint a harmadfoki g rezolvens gydkei b/2 és £+/d. El&bbi K -beli, a masik
kettd pedig pontosan akkor K-beli, ha d négyzetelem K-ban. Ebben az esetben a 6.10.7. Feladat (2) esete
érvényes, és igy a Galois-csoport a Klein-csoport, amivel az (1) allitdst belattuk.
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Az f polinom gyokei

—b+b>—4d —b — V/b?>—4d
012 = + €S 034 = + .
' 2 ’ 2
Az y? + by + d gydkei a7 és a3, ezért a gyokok és egyiitthatk Osszefiiggése szerint d = (ja3)?. Mivel
b* — 4d e polinom diszkrimindnsa, b> — 4d = (ozf — a%)z. Innen

d(b* — 4d) = (was(a? —ad))’.

Vegyiik még észre, hogy 2u; = ajas + a0y = —af — a3 = b, vagyisu; € K.

fgy Jd ¢ K esetén a 6.10.7. Feladat (3) esete 4ll fonn, azaz G tranzitiv részcsoportja az o, o3, &, 04
négyzet szimmetriacsoportjanak (vagy G = Du, vagy G = Z). Jeldlje ¢ a G csoportnak azt az elemét,
amely a gyokokon az (oja3an0y) ciklus (ez mindkét esetben benne van G-ben). A ¢ az e = a3 (ozl2 — a§
elemet 6nmagdba viszi (hiszen ¢(a3) = a» = —a;). Ha a Galois-csoport Z;, akkor ezt ¢ generilja, és igy
G minden eleme fixdlja e-t, vagyis e € K, és igy d(b> — 4d) négyzetelem K -ban.

Tegyiik most f6l, hogy a Galois-csoport D4. Ekkor benne van az a i elem is, amely a gyokokon az (o o)
transzpozicid. Ennél i/ (e) = —e. Az e nem lehet nulla, mert f irreducibilitdsa miatt egyik gyoke sem nulla,
és minden gyoke kiilonboz6. Ezért yr(e) # e, ésigy e ¢ K, vagyis d(b*> — 4d) nem négyzetelem K -ban.

6.10.9. A 3.8.8. Feladatban bizonyitott dsszefiiggéseket és az Utmutatban bevezetett jeloléseket is hasz-
nélni fogjuk. Legyen e = (a; 4+ oy — a3 — aty)/2, ekkor e = 2u — b és ¢ = e(oa — azory). Mivel ¢ # 0,
ezért e sem nulla.

Az Utmutatéban szerepld egyenlSség kiszdmolasihoz egy vazlatot adunk. A 3.8.8. Feladatbél tud-
juk, hogy ha az u gyok segitségével bontjuk fol f-et két masodfokd tényezbre, akkor ezek a tényezdk
(x — o) (x —ap) és (x — a3)(x — ay) lesznek. Végezziik is el a szamoldst: L?(x) = e*x> — cx + (u?> — d),
és itt a féegyiitthaté nem nulla. Ezért L? egyetlen gyoke c/2¢?, ahonnan

fx) = (x2 + u)2 — (ex — c/2€)2 = (x2 —ex+u— c/2e)(x2 +ex +u+c/2e).

Az x? —ex +u — c/2e diszkriminansa (] — a2)?> = > — 4u +2c/e, ugyanigy (a3 —o4)* = e> —4u —2c/e.
Az e® =2u — b = (o) + o — a3 — a4)? /4 sszefiiggést felhasznalva az Utmutatéban folirt képlet adédik.

Legyen G az f Galois-csoportja. A 6.10.7. Feladat szerint G vagy Z;, vagy D,. Az el6z6 feladat
megoldasdhoz hasonléan van G-ben olyan ¢ automorfizmus, amely az f gyokein az (ojosopoy) ciklus.
Legyen

1= (a1 +ay — a3 —au)(ag —az)(os — o).

Ezt az elemet ¢ fixen hagyja. Ha G = Z, akkor G minden eleme fixen hagyja ¢-t, vagyis t € K és ezért
t?> = Qu — b)(2u + b)* — 4c? négyzetelem K-ban. Ha viszont G = Dy, akkor van olyan ¥ € G, amely
a gy0kokon az («jo;) transzpozicid. Ez a ¢ elemet az ellentettjébe viszi, és mivel ¢ £ 0, a f elem nincsen
K-ban, vagyis 2u — b)2u + b)? — 4¢* nem négyzetelem.

6.10.10. A 6.8.15. Tétel szerint ha f valamelyik gyoke szerkeszthetd, akkor f felbontasi testének foka
2-hatvany, és megforditva is, ha e felbontasi test foka 2-hatvany, akkor f mindegyik gyoke szerkeszthetd.
A 6.10.7. Feladat szerint viszont az f felbontési testének foka akkor és csak akkor 2-hatvany, ha a harmad-
foku rezolvensnek van gyoke K -ban.






7. fejezet
Modulusok

7.1. Részmodulusok, homomorfizmusok
7.1.2. Lasd 2.2.20. Gyakorlat (ide kapcsolédik a 2.2.37. Gyakorlat is).

7.1.5. A 4.6.1. Allitas bizonyitisa lényegében sz6 szerint atvihetd.

7.1.7. Mivel ¢ csoporthomomorfizmus is, a magja részcsoport. Azért lesz részmodulus, mert ha ¢ (m) = 0,
akkor (rm) = reo(m) = r0 = 0. Az aldbbiak elolvasdsa el6tt érdemes dtismételni a 4.7.12. Allitds
bizonyitasat. A faktormodulus szorzdsanak joldefinidltsdga a kovetkez&képpen igazolhatd. Tegyiik fol,
hogy a + N = b + N, meg kell mutatni, hogy ra + N = rb + N. Ez azért igaz, mert a — b € N-bdl
ra —rb = r(a — b) € N kovetkezik (hiszen N részmodulus). Az m +— m + N leképezés azért tartja az
r-rel szorzast, mert r(m + N) = rm + N a faktormodulus szorzdsidnak definicidja miatt.

7.1.8. Az dllitasokat megfogalmazzuk, de bizonyitdsukat az Olvaséra hagyjuk. Ugyanezek a tételek még
altalanosabban is belathatok (lasd 8.2.20. Feladat).

A csoportelméleti 4.7.24. Tétel és a gytirGelméleti 5.2.11. Tétel moduluselméleti valtozata a kovetkezd.
Tegyiik fol, hogy ¢ : M — K sziirjektiv modulushomomorfizmus, melynek magja N. Ekkor a kovetkezd
allitasok teljesiilnek.

(1) Ha U részmodulusa M-nek, akkor ¢(U) részmodulusa K -nak, melynek teljes inverz képe M-ben
azU 4+ N = N + U részmodulus.

(2) A K részmodulusai kolcsondsen egyértelmii megfeleltetésben dllnak az M azon részmodulusaival,
amelyek N-et tartalmazzak. Egy V < K részmodulushoz az U = ¢~ ! (V) teljes inverz kép tartozik.
Ebben az esetben az M /U és a K/ V faktormodulusok izomorfak.

Az els6 izomorfizmustétel szerint ha N és K részmodulusok az M modulusban, akkor az N + K részcso-
port is részmodulus (v6. 7.1.13. Gyakorlat), és (N + K)/N =K /(K N N). A méasodik izomorfizmustétel
azt mondja ki, hogy ha K < N < M részmodulusok, akkor (M/K)/(N/K)= M /N. Végiil a homomorfiz-
mustétel allitdsa az, hogy ha ¢ : M — K modulushomomorfizmus, akkor Im(¢) = M/ Ker(¢).

7.1.9. A modulus-axiomédk mindegyik esetben konnyen ellendrizhetSk (arra is oda kell figyelni, hogy a
miiveletek joldefinidltak-e). Csak néhdny példabizonyitdst mutatunk.

A (3) pont M (A, V) modulusiban igazoljuk az (fg)v = f(gv) szabdlyt. Ehhez meg kell mutatni, hogy
((fg) (A))(v) = f(A) (g(A)(v)). Ez azért igaz, mert linedris algebrabdl tudjuk, hogy (fg)(A) = f(A)g(A)
(ami azon mulik, hogy az A hatvinyai egymassal folcserélhetdk). Természetesen f(A)g(A) kompoziciot
jelol.

A (4)-beli példa abban kiilonbozik a 7.1.2. Gyakorlattdl, hogy a Z,, alapgytirtiben modulo m kell végezni
a miiveleteket. Ez azonban nem okoz gondot, mert A exponense m-nek osztdja, és igy A minden elemének
m-szerese nulla. Igy ha k és n olyan egész szamok, amelyek kongruensek mod m, akkor ka = na minden
a € A-ra. Ezt a példat a 7.3.16. Gyakorlatban altalanositjuk.

Végiil a (6) példaban az R elemeivel val6 szorzas azért értelmes a J halmazon, mert J balidedl, és igy
reRésaec Jeseténra e J.

7.1.10. Tegyiik fol, hogy N részmodulusa 7"-nek, és létezik egy v € N nem nulla vektor. Meg kell
mutatni, hogy N minden 7"-beli vektort tartalmaz. Ez azért igaz, mert minden w € T"-hez létezik egy

ps

olyan A mitrix, amelyre Av = w (példdul a linedris leképezések eldirhatdsagi tétele miatt).
173
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7.1.11. Ha at € T elemet konstans polinomnak értjiik, akkor  (A) = ¢1 (ahol I az identikus transzforma-
ci6). Ezért tv = ¢(I1)(v) (mint konstans polinommal val6 szorzis). De ¢(/)(v) = tv (mint skalarral val6
szorzés). Ebbdl az észrevételbdl latszik, hogy minden részmodulus altér is egyben.

Ha W < V egy részmodulus, akkor minden w € W esetén xw € W. De xw = A(w), és igy
W egy A-invarians altér. Megforditva, tegyiik fol, hogy W < V egy A-invarians altér. Ha w € W, ak-
kor A(w) € W, innen A?>(w) = A(A(w)) € W, és igy tovabb, azaz A'(w) € W minden i-re. Legyen
f(x) =ty +tx+...+ trx* € T[x]. Ekkor

fw=(tol + 1A +...+ (A )W) = tow + HHAW) + ... + tr A*(w) .
Ez az elem W-ben van, hiszen W altér.

7.1.12. Nem izomorfak. Ha ugyanis lenne e két modulus kozott egy ¢ : R — R modulus-izomorfizmus,
akkor minden f € R[x] polinomra

o(f(Dr) =o(fr) = for) = fFQer)

teljesiilne. Specidlisan az f(x) = x — 2 polinomra alkalmazva ¢(—r) = 0 adddik, vagyis ¢ azonosan nulla

(és igy nem bijekcid).

JJ Valgjaban itt az M (A, R) modulusokrdl van sz6, ahol az A az elsd esetben az 1 x 1-es (1) matrix, a maso-
dikban pedig a (2) matrix. Ha az Olvasé eldrelapoz, akkor egyszeriibb bizonyitdst is taldlhat arra, hogy e két

modulus nem izomorf. Ugyanis az elsé modulus exponense x — 1, a mdsodiké x — 2 (v6. 7.3.6. Definicio,
7.3.19. Gyakorlat).

7.1.13. Legyenek N és K részmodulusai az M modulusnak. Az &ltaluk generdlt részmodulusban benne
vannak az n + k alakui elemek, ahol n € N és k € K. Ezek mar részmodulust alkotnak: a csoportelméletbdl
tudjuk, hogy N + K részcsoport, ha pedig r € R, akkorr(n + k) = rn+rk € N + K, hiszenrn €¢ N
ésrk € K. Vagyis N + K alegsziikebb N-et és K-t tartalmazé részmodulus. Tobb dsszeadandé esetén a
bizonyitas hasonl6 (de hivatkozhatunk a 7.1.5. Gyakorlatra is: a linedris kombinaciok egy M;-be esd darabjai
az M; egyetlen elemévé vonhatdk 6ssze).

7.1.14. Ahhoz, hogy a ¢ leképezés joldefinialt, azt kell ellendrizni, hogy ha m; + N = m, 4+ N, akkor
@o(my) = @o(my). Ez vildgos, hiszen ilyenkor my — my € N C Ker(¢p). A kapott ¢ 0sszegtartd és
skalarszorostartd, ez utébbit latjuk be. A faktormodulusban a miiveletet a reprezentdnsokkal végezziik, és
ezértr € R esetén

¢(r(m + N)) = p(rm + N) = @o(rm) = rgo(m) = re(m + N).

Az Osszegtartds hasonléan igazolhat6.

7.2. Direkt 0sszeg és fiiggetlenség

7.2.2. Csak a kiilonbségeket mutatjuk meg a 4.9.14. Gyakorlat megolddsahoz képest. Az tijdonsag egyrészt
az, hogy normélosztok helyett most részmodulusokrdl beszéliink, mésrészt az, hogy végtelen sok tényezd
van. Az M nyilvan részmodulus, és e részmodulusok 0sszege azért az egész M, mert az M minden elemé-
nek csak véges sok komponense nem nulla. Haazm = (..., m;, ...) € M elemnek csak az elsd, hatodik és
tizedik komponense nem nulla, akkor

m=my,0,..)+(..,0,me0,..)+(..,0,m,0,...).

Vagyis m € M{ + M{ + Mj,. Az is vildgos, hogy M csak a nulldban metszi a tobbi M 0sszegét, hiszen
ebben az 6sszegben minden elem i-edik komponense nulla.
Most tegyiik fol, hogy az M} részmodulusokra teljesiil az (1) és a (2). Tekintsiik a

<p:(...,ml~,...)|—>Zm,-
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leképezést az M modulusok direkt 6sszegébdl az M modulusba. Ez a definicié értelmes, mert az 8sszegnek
csak véges sok nem nulla tagja van. Megmutatjuk, hogy a ¢ leképezés R-izomorfizmus. A mivelettartds
nyilvdnval6. Mivel M minden eleme eldéll véges sok M-beli elem Osszegeként, a ¢ sziirjektiv. Az in-
jektivitashoz azt kell belatni, hogy ha ¢(m) = 0, akkor m = 0. Legyenek m nem nulla komponensei
mj,, ..., m;,, ekkor

om)=m; +...+m;, =0, azaz m; =-m;, —...—m;, .

Ez azonban azt jelentené, hogy a 0 # m;, elem benne van M; -ban is, és a tobbi M} Osszegében is. Ez az
ellentmondds bizonyitja az allitast.

7.2.3. A 7.2.2. Gyakorlat (2) feltétele (a megolddsbdl lathatéan) tigy fogalmazhatd, hogy ha my, ..., my
csupa kiilonbozé indexti M; részmodulusnak az elemei, és m| + ...+ my = 0, akkorm; = ... = m; = 0.
Ezért (1) és (2) ekvivalens. A (3) 1ényegében ugyanazt 4llitja, mint a (2), csak a (2) allitdsit az m; helyett
az r;m; € M; elemekre kell alkalmazni.

7.2.5. Ha r invertalhat6 eleme az R gyfirinek, akkor rm = 0-bdl m = 0 kovetkezik (az r inverzével kell
balrdl szorozni, lasd a 2.2.29. Tétel, illetve az 1.3.7. Kovetkezmény bizonyitdsat). Specidlisan vektortérben
(s6t, ferdetest folotti modulusban is) igaz, hogy ha rm = 0, akkor r = 0 vagy m = 0. Ezért egy nem nulla
vektorokbdl all6 gyengén fiiggetlen rendszer fiiggetlen lesz.

7.2.6. Az 1 generdtorrendszer, és (mint minden egyelemi rendszer) gyengén fiiggetlen. A 3 és 4 gene-
ratorrendszer, mert 4 — 3 = 1 kifejezhetd vele. A gyenge fiiggetlenség igazolasdhoz tegyiik fol, hogy
n-3+4¢k-4 =0, azaz egészekre attérve 6 | 3n + 4k. Mivel 3n oszthaté harommal, 4k is oszthaté 3-mal,
de 3 és 4 relativ primek, ezért 3 | k. De ekkor k - 4 = 0 a Z; csoportban, és igy n - 3 is nulla. A Z;}-nak
nemhogy bazisa, de egyetlen fiiggetlen rendszere sincs, hiszen minden b elemre 66 = 0, de 6 # 0.

7.2.7. A 6 nem tehet§ be Z}, egyetlen gyenge bdzisaba sem. Ha ugyanis 6 = by, b, ..., b, gyenge bézis,
akkor 3 = r by +...+r,b, alkalmas r; € Z elemekre, ahonnan 2-vel szorozva —b; +2r,b>+. ..+ 2r,b, =0
(hiszen by = 6 miatt 2r1b; = 0, és —by = 2 - (—3)). Ez ellentmond a gyenge fliggetlenségnek, hiszen
—b; = 6 nem nulla.

7.2.8. A 7.2.2. Gyakorlat (1) feltétele azzal ekvivalens, hogy m; (i € I) generatorrendszer, a (2) feltétel
pedig azzal, hogy ez a rendszer gyengén fiiggetlen (vo. 7.2.3. Gyakorlat).

7.2.10. Ham; (i € I) fiiggetlen, akkor nyilvan gyengén fiiggetlen. Ha rm; = 0, akkor ebbdl a fiiggetlenség
miatt » = 0, vagyis m; rendje nulla. Megforditva, ha m; gyengén fiiggetlen, és minden elemének rendje
nulla, akkor az rim| + ... + rpm; = 0 Osszefiiggésbdl a gyenge fiiggetlenség miatt r;m; = 0 kovetkezik
minden i-re. Mivel m; rendje nulla, innen r; = 0.

7.2.11. A J C R pontosan akkor részmodulus, ha részcsoport, és r € R, a € J esetén ra € J. Itt az
ra modulus-szorzat ugyanaz, mint az R gyriibeli ra szorzat, mert igy definidltuk az g R modulust. Igy
pontosan a balidedl fogalmat kaptuk (5.1.6. Definici6).

7.2.12. Az Osszegtartds a 7.1.1. Definicié (2) axidmdjabol kovetkezik. Har,s € R és m € M, akkor az,
hogy ¢ tartja az s-sel szorzést, azt jelenti, hogy s¢(r) = @(sr), vagyis hogy s(rm) = (sr)m, ez pedig a
(3) modulus-axiéma.

7.2.14. Nyilvan rie; + ... + rye, = (r1,...,1,), ahonnan kénnyen latszik, hogy ey, ..., e, generator-
rendszer €s fiiggetlen is. Végtelen sok tagi Osszeg esetén az e; azt az elemet jelenti, amelynek az i-edik

komponense 1, a tobbi nulla. Ezek (véges) linedris kombindci6i pont a €D, ., R direkt Osszeg elemei.
A fiiggetlenség kozvetleniil is trividlis, és kovetkezik a 7.2.8. Gyakorlatbdl is.

7.2.16. Igen, ha (0,0) = k(1,2) + n(1,1) = (k 4+ n, 2k + n), akkor az els6 komponensbdl 2 | k 4+ n, a
masodikbdl 4 | 2k + n. Igy n paros, ezért k is, de akkor 4 | 2k, azaz 4 | n. Tehat k(1,2) = n(1, 1) = (0, 0).

7.2.17. Igen, s6t {(1, 0), (k, 1)} is bazis minden k egészre (v0. 7.4.3. Gyakorlat).
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7.2.18. Tegyiik fol, hogy M az M; részmodulusok direkt 6sszege, és legyen b a b; vektorrendszerek unidja.
A 7.2.2. Gyakorlat miatt b generdtorrendszer M-ben. Vegyiik a b elemeinek egy (véges) linedris kombina-
cigjat, ami nulla, és az Osszeg tagjait csoportositsuk aszerint, hogy az egyes tagok melyik M; modulusbol
valok. A 7.2.3. Gyakorlat miatt ezek a rész-6sszegek is nulldval egyenléek, és igy a b; (gyenge) fliggetlen-
ségét tagonként alkalmazhatjuk.

Megforditva, tegyiik fol, hogy b gyenge béazis. Ekkor generitorrendszer is, és ezért az M; modulusok
generaljak M-et. A 7.2.3. Gyakorlat feltétele konnyen adodik a b gyenge fiiggetlenségébdl.

7.2.19. A kicserélési tételt els6sorban annak megmutatdsara hasznaljuk, hogy az F' elemszama legfeljebb
akkora, mint a G elemszdma. Ehhez az kell, hogy egy-egy kicserélés soran F elemszama ne csokkenjen.
Ha F-et halmaznak tekintjiik, akkor a kicseréléskor csokkenhet az elemszama abban az esetben, ha a g elem
madr benne volt az F — { f }-ben. Ha rendszerekkel fogalmazzuk az allitast, akkor ez nem okoz bajt, mert egy
fliggetlen rendszernek nem lehet két egyforma eleme, és igy ilyen g-t nem vélaszthatunk. Ha halmazokkal
fogalmazunk, akkor azt kell megkovetelni, hogy minden f € F-hez létezzen olyan g € G, amely nincs
benne F — { f}-ben, és (F — { f}) U{g]} fliggetlen.

7.2.20. Ferdetest folott igaz, hogy ha r1by + . .. + r,b, = 0, akkor mindegyik olyan b; kifejezhetd a tobbiek
linedris kombindcidjaként, amelynek az r; egyiitthat6ja nem nulla (mert szorozhatunk balrél r; inverzével).
Az pedig tetsz6leges modulusban teljesiil, hogy ha Y linedrisan fiigg X-t6l (azaz ¥ < (X)), és Z fiigg
Y-t6l, akkor Z fiigg X-t6l is (hiszen Z C (Y) C (X)). Ebbdl a két tulajdonsdgbdl kovetkezik, hogy minden
minimélis generdtorrendszer fliggetlen (azaz bazis), és a kicserélési tétel (lasd 7.2.19. Gyakorlat) is.

7.2.21. Az Utmutatéban megadott u és v vektorok egy-egy A-invaridns alteret (valéjaban sajétalteret) gene-
rdlnak, mert A(v) = v € (v) és A(w) = —w € (w). gy ez a két altér részmodulus (7.1.11. Gyakorlat), és a
direkt 6sszegiik a sik, ez adja a kivant felbontast. Ha a tiikkr6zés helyett a +90 fokos forgatést vessziik, akkor
ennek nincs nemtrividlis invaridns altere (mert minden nem nulla vektor fiiggetlen az elforgatottjatdl, és igy
ezek ketten az egész sikot generaljak). Ezért csak trividlis részmodulusok vannak (vagyis ez egy egyszer(
modulus).

7.3. Elem rendje modulusban
7.3.2. Nyilvan rm = 0 pontosan akkor, ha 0 = ¢(rm) = re(m). Ezért O (m) = O(go(m)).

7.3.3. A ,bolhas” feladat (1.5.9. Feladat) megoldasat kovetjik. Az O(rm) elemei azok a t € R elemek,
melyekre trm = 0, vagyis tr € O(m). De
o(m) "
trm =0 < o(m) | tr & ————— osztdja t-nek
(o(m),r)
(ugyanigy, mint egész szdmokra.)
7.3.5. Ugyanaz a szdmolds, mint az 5.3.7. Lemma bizonyitdsa (most X részhalmaza a modulusnak, a és r

2

pedig gy(rielemek).

7.3.7. Ha az exponens e, akkor em = 0 minden m moduluselemre. Tehdt e minden modulus-elemnek
,JO egyiitthat6ja”, és igy minden elem rendjének tobbszorose. Megforditva, az elemrendek f legkisebb
koz6s tobbszorose minden elemet nulldba szoroz, ezért az exponensnek tobbszorose. Igy e és f egymas
osztoi. A legkisebb kozos tobbszoros ,,nem létezése” csak annyit jelent, hogy nincs olyan nullatdl kiilonb6z6
gytirGelem, amely mindegyik elemrendnek tobbszordse volna, €s ilyenkor a modulus annullatora csak a {0},
vagyis az exponense is nulla.

7.3.9. Ha m generdlja az M modulust, akkor m képe generdlja M homomorf képeit, tehat (3) igaz. Az
&R ciklikus, mert az 1 generélja. Igy minden faktormodulus is ciklikus. Megforditva, ha (m) ciklikus,
akkor a ¢ : r — rm modulushomomorfizmus sziirjektiv g R-bSl (m)-re, és igy a homomorfizmustétel
miatt (m) izomorf g R egy faktordval. Ennek a homomorfizmusnak a magja pontosan O(m). Ezért ha
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két ciklikus modulust egyenld (vagy asszocidlt) rendd elemek generalnak, akkor ezek egymadssal izomorfak
(mert mindkett6 az g R ugyanazon faktordval izomorf).

Legyen m és my az M modulus két generdtora. Ekkor sm; = m, alkalmas s € R elemre. Ha rm; = 0,
akkor rmy = rsm; = srm; = s0 = 0, hiszen R kommutativ. Ezért O (m) C O (m;). Hasonléan adddik az
O (my) € O(m,) tartalmazds is, vagyis m és m, rendje egyenlG.

J1 Ebben a gondolatmenetben csak R kommutativitdsat hasznaltuk fol. Egy madsik bizonyitast nyerhetiink, ha
alkalmazzuk a hatvany (pontosabban a tobbszoros) rendjének képletét (7.3.3. Gyakorlat), amib6l kovetkezik,
hogy m; és m, rendjei osztjdk egymast. Ez azonban csak féidedlgy(ir(i f616tt miikodik (mert itt az elem rend-

2

jérdl mint gytirtelemrdl, és nem mint idedlrdl beszéliink). Az el6z6 gondolatmenetbdl l4tszik ltaldban, hogy
O(sm) 2 O(m) minden kommutativ gy{irl f616tti modulusban.

Belattuk tehat, hogy ugyanannak a ciklikus modulusnak barmely két generatora egyenld rendd. Tegyiik
fol, hogy ¢ izomorfizmus az (m;) és (m,) modulusok kozott. Ekkor ¢(m;) generdlja (m,)-t, és mivel az
elemrend izomorfizmusnal megdrzddik, a rendjiik ugyanaz. De m, és ¢ (m) rendje is ugyanaz (mert ezek
ugyanannak a ciklikus modulusnak a generatorai). Ezzel az (1) allitast igazoltuk.

Az gR/(r) modulusban az 1 + (r) rendje (r), hiszen s(1 + (r)) = s + (r) akkor és csak akkor nulla, ha
s € (r). fgy (2) is igaz.

A (4) bizonyitdsdhoz az Utmutatéban hasznalt Stlettel latjuk, hogy (m) minden részmodulusa ciklikus.
A 7.1.8. Gyakorlatot a ¢ : r — rm homomorfizmusra alkalmazva azt kapjuk, hogy (m) részmodulusai
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetésben dllnak az g R modulusnak az O(m) = (o(m)) ideélt tartalmazéd
részmodulusaival. Mivel R (kommutativ) féidealgyfird, ezek idedlok, €s igy o(m) osztéinak felelnek meg
(5.5.4. Lemma). Megjegyezziik, hogy ebbdl a masodik allitasbdl is kovetkezik, hogy minden részmodulus
ciklikus (hiszen f6éidedlnak, azaz ciklikus modulusnak homomorf képe).

Végiil ciklikus modulusban minden elem rendje oszt6ja a generator rendjének a hatvany rendjének kép-
lete miatt, ezért (5) is igaz (hiszen a 7.3.7. Gyakorlat miatt az exponens az elemrendek legkisebb k6zos
tobbszorose).

7.3.10. Az aldbbiak elolvasdsa el6tt érdemes atismételni az analdg csoportelméleti allitdsok bizonyitdsat. Az
(1) azért igaz, mert r(. .., m;, . ..) akkor és csak akkor nulla, ha rm; = 0 mindegyik i-re. A (2) az (1)-bél
kovetkezik, hiszen az exponens az elemrendek legkisebb k6zos tobbszordse (és a direkt 6sszeg elemeinek
komponensei kdzott mindegyik modulus mindegyik eleme eléfordul). Most beldtjuk a (4) allitast (amelynek
(3) persze specidlis esete).

Tudjuk, hogy R alaptételes. A vy, ..., v, egyiittvéve relativ primek. Valéban, ha egy p prim mind-
egyik v;-nek osztéja, akkor p | u, vagyis p | u; valamelyik i-re. De p | v; miatt p osztéja valamelyik
i-t0l kiilonbozd indexl u ;-nek is (hiszen v; ezek szorzata), ami lehetetlen, mert u; €s u; relativ primek.
Ezért a (vy, ..., vy) idedl az egész R, vagyis (az 5.1.9. Allitds miatt) vannak olyan r; € R elemek, hogy
rivy + ...+ v = 1. Ekkor

m=(rivi+...+rvpm=ri(vim)+ ...+ r(vym).

Ez azt jelenti, hogy (m) C (vym)+. ..+ (vim). A forditott tartalmazas nyilvanvald, hiszen v;m € (m). Ezért
madr csak azt kell megmutatni, hogy a vim, ..., vym elemek gyengén fiiggetlenek (a 7.2.8. Gyakorlat miatt).
Tegyiik f6l, hogy sjvim + ...+ spvgm = 0. EKkor o(m) = u osztdja syv; + ...+ sxvg-nak. Mivel u; | v; ha
J # i, innen kapjuk, hogy u; | s;v;. De u; és v; relativ primek, ezért u; | s;. Ekkor viszont u = u;v; | s;v;,
ahonnan s;v;m = 0O (hiszen az m rendje u). Tehat a v;m elemek tényleg gyengén fiiggetlenek. A hatvany
rendjének képlete miatt o(v;m) = u/v; = u;, és ezzel a (4) éllitast belattuk.

Hétra van még az (5) bizonyitdsa. Ha r és s relativ primek, akkor a (3) allitds miatt az rs rendd ciklikus
modulus tényleg izomorf az r rendd és az s rendd ciklikus modulusok direkt szorzatdval. S6t 4ltaldban

hau = uy...uy, ahol uy, ..., u; paronként relativ primek, akkor az u rendi ciklikus modulus is izomorf
az uy, ..., u; rendd modulusok direkt szorzatdval a (4) miatt. Ezt Ggy is fogalmazhatjuk, hogy paronként

relativ prim rendd ciklikus modulusok direkt szorzata is ciklikus.
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Megforditva, tegyiik f6l, hogy M az r rendd, N pedig az s rend ciklikus modulus, és az M x N modulus
ciklikus, generdlja az (m, n) elem. Persze akkor M = (m) és N = (n), mert a m; : (x,y) > x és
m, ¢ (x,y) — y projekcibhomomorfizmusokndl generdtorelem képe generdtorelem lesz. Ezért m rendje r
és n rendje s. Mivel ((m,n)) = M x N, vanolyan u € R, hogy u(m,n) = (m,0). Innen (u — 1)m = 0 és
un = 0, vagyisr | u — 1 és s | u. De akkor (7, s) osztdja u — 1-nek is és u-nak is, ezért r és s relativ primek.

Tegylik fol végiil, hogy M; x ... x M, ciklikus modulus. Ekkor ezt My és N = M, x ... x M, direkt
szorzatanak is felfoghatjuk. Mivel ciklikus modulus homomorf képe ciklikus, a projekcidkra alkalmazva
latjuk, hogy M, és N is az. Az el6z6 bekezdésben latottak miatt a rendjeik relativ primek. Igy k szerinti
indukciéval beléttuk, hogy az M; paronként relativ prim rend ciklikus modulusok.

7.3.12. Legyen T az M torzié-részmodulusa. Haa, b € T, akkor ra = 0 és sb = 0 alkalmas r, s nem nulla
gylrlelemekre. De akkor rs sem nulla, mert R nullosztémentes, és (rs)(a = b) = 0. Ezérta £ b € T.
Ugyanigy lathat6 be, hogy T zirt az R elemeivel val6 szorzdsra is.

Hac + T az M/ T tetszbleges eleme, és r(c + T) nulla, akkor rc € T, azaz van olyan s # 0, hogy
s(rc) = 0. Ezért ¢ € T, vagyis ¢ + T is nulla. Ezzel igazoltuk, hogy M /T-ben csak a nulla elem rendje
lehet nem nulla.

A Z¢ gytr(it onmaga folott modulusnak képzelve 2 és 3 torziéelemek, hiszen rendjiik 3, illetve 2, de az
0sszegiik nem az, mert az 5 rendje nulla.

7.3.14. A Z! [m] részcsoportban azok a k elemek vannak, amelyek rendje oszt6ja m-nek. Mivel k € Z?, a
k rendje osztéja n-nek is, ezért osztdja az (m, n) legnagyobb ko6zos oszténak. Az ilyen elemek egy (m, n)
rendi ciklikus részcsoportot alkotnak a 4.3.24. Allitas miatt. Ezért Z [m] = Zz;n,n)'

Tekintsiik a ¢ : x > mx homomorfizmust Z'-bdl Z'-ba. Ennek magja Z, [m], a képe pedig m Z;.
A homomorfizmustétel miatt m Z: elemszdma ugyanaz, mint Z," / Z: [m] elemszdma, vagyis n/(n, m). De

akkor Z /m Z, elemszdma (n, m). Ez ciklikus csoport, tehat Z,, /m Z; =7, .

7.3.15. A szamolasok nyilvanval6ak, az R kommutativitdsa ahhoz kell, hogy részmodulust kapjunk (és ne
csak részcsoportot).

7.3.16. Ahhoz, hogy (s + (r))m = sm jo6ldefinidlt, azt kell beldtnunk, hogy ha s; + (r) = s, + (r), akkor
sym = s,m. Ez azért igaz, mert ilyenkor r | s; — 55, és rm = 0. A modulus-axiémdk trividlisan teljesiilnek.
Ugyanezt a gondolatot specidlis esetben mar lattuk a 4.9.34. Feladatban.

Legyens; = s; + (r). Ekkor symq + ... +5cmy = symy + . ..+ spmy. Specidlisan az R és az R/ () folott
»ugyanazok” a linedris kombindcidk egyenlSk nulldval, és igy a gyenge fiiggetlenség is ugyanazt jelenti.

J1 Vigydzzunk, a fiiggetlenség nem ugyanaz R és R/(r) folott! Ez utbbi ugyanis mar nem csak linedris kom-

binacidkrodl sz616 allitas, mint a gyenge fiiggetlenség. Az s;m; = 0 ekvivalens azzal, hogy s;m; = 0, de

természetesen az s; = 0 nem ekvivalens azzal, hogy 5; = 0. Példaul a Zgr csoportban {3, 4} gyengén fiiggetlen

Z és Ze folott is. Ez a rendszer fiiggetlen is Zg folott, de nem fiiggetlen Z folott (vo. 7.2.6. Gyakorlat).

Végiil N akkor és csak akkor részmodulusa M-nek R/(r) folott, ha minden s € R és n € N esetén
(s + (r))n € N. De ez a szorzat pont sn, tehat ez a feltétel azzal ekvivalens, hogy N részmodulus R f6lott.

7.3.17. Mivel A> = I, minden v € V vektorra (x> — 1)v = 0. Ezért v rendje az x> — 1 polinomnak
osztéja. A normalt oszték 1,x — 1,x + 1,x> — 1. Az 1 pontosan a nullvektornak a rendje. A v rendje
akkor és csak akkor x — 1, ha v # 0, de (x — 1)v = 0, vagyis ha Av = v. Ezek az y = x egyenes
vektorai (v0. 7.2.21. Feladat). Ugyanigy pontosan az y = x-re merdleges egyenes nem nulla vektorainak
lesz x + 1 a rendje, a tobbi vektor rendje tehat csak x> — 1 lehet. A modulus exponense igy x> — 1 (ami az
A minimélpolinomja). A modulus ciklikus, hiszen mindegyik x> — 1 rendi v eleme generilja, ilyenkor v és
Av = xv példaul bazist alkot.

Altaldban M (A, V) akkor lesz ciklikus, ha van olyan v vektor, hogy fv alakban V minden eleme folirhat6
(ahol f e R[x]). Mivel V kétdimenzids, ehhez elegendd, hogy v és xv = Av fiiggetlen legyen (mert akkor
ez bazis is, és (Ax + w)v alakban minden vektort megkapunk). Ha tehdt M (A, V) nem ciklikus, akkor A-nak
V minden vektora sajatvektora kell, hogy legyen, vagyis a sajatalterek unidja az egész V. Mivel A-nak csak
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legfeljebb két sajataltere lehet (hiszen V kétdimenzids, és igy A karakterisztikus polinomja mésodfoka),
e két altér unidja csak akkor lehet az egész V, ha valamelyik V-vel egyenl6 (4.4.27. Gyakorlat). Vagyis van
olyan A € R, hogy Av = Av minden v-re (tehdt A nyujtds). Megforditva, egy nytjtashoz tartozé modulus
nem ciklikus, mert minden vektor benne van egy egydimenzids invaridns altérben, vagyis részmodulusban
(7.1.11. Gyakorlat). Osszefoglalva: ha V kétdimenzids, akkor M (A, V) akkor és csak akkor ciklikus, ha
A nem nyujtas.

7.3.18. Konny(i belatni, hogy az u, xu = Au € (u), és x’u = A’u € (u) vektorok linedrisan fiiggetlenek, te-
hat vektortér-bdzist alkotnak V-ben. Ezért u generdlja az M modulust. (A 7.1.11. Gyakorlat szerint ugyanis
az M éltal generélt részmodulus altér is, vagyis a fenti hdrom vektor linedris kombinécidit is tartalmazza.)
Nyilvén

M+ doAu + A3A%U = (A + hox + AsxD)u
(ezért elég a legfeljebb mésodfokud polinomokat haszndlni). Most meghatdrozzuk, hogy az u rendje (vagyis
az M ciklikus modulus rendje, vo. 7.3.9. Feladat) melyik polinom.

Az A Karakterisztikus polinomja f(x) = —x(1 — x)? (hiszen fels§ hdromszog-matrixrél van szo).
Igy f(A) = 0 (ez kozvetlen szdmolassal l4thaté, vagy a Cayley—Hamilton-tétel segitségével). De akkor
fu = f(A)(u) = 0, és igy u rendje osztdja f-nek. Valddi oszté azonban nem lehet, mert ez legfeljebb
masodfoku lenne, és ha

gu = (1 + Ax + A3x2)u =0,
akkor Aju + AyAu + A3A%u = 0, ahonnan az u, Au és A’u fiiggetlensége miatt mindegyik A; nulla, azaz
g = 0. Tehdt u rendje f. Szokds a rendet normdlt polinomnak venni, ekkor x (x — 1)? adédik.

11 Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy x (x —1)2 egyiittal az A minimélpolinomja is. Valéban, ha ez a minimalpolinom
m4, akkor ma(A) = Omiatt mau = 0, és igy f = o(u) | ma. Masrészt lattuk, hogy f(A) =0,ésigyma | f.
Természetesen x (x — 1)2 egyiittal az M exponense is, a 7.3.9. Gyakorlat (5) pontja miatt.

A 7.3.9. Feladat (4) pontja miatt az M részmodulusai kolcsondsen egyértelmi megfeleltetésben dllnak az
u rendjének, vagyis az x (x —1)? polinomnak a normdlt osztéival. Ezek szdma (a 3.1.22. Gyakorlat (2) pontja
miatt) hat. Ha g | x(x — 1)?, akkor a hozz4 tartozé részmodulus (gu) lesz, ez leolvashaté a 7.3.9. Feladat
megold4sabol.

7.3.19. Tegyiik fel, hogy v € M(A, V) rendje nulla. Ekkor az 1v, xv, x?v, ... elemek linedrisan fiiggetle-
nek, hiszen ha lenne kozottiik egy linedris 0sszefiiggés, mondjuk

0=1to(1v) +11(xV) + ... + 1, (x*v) = (fo + tix + ... + txF)v,

akkor, mivel v rendje nulla, #p + t;x + ... + txk =0, de egy polinom csak akkor nulla, ha minden
egylitthatdja nulla, vagyis a fenti linedris kombindcio trividlis. Egy véges dimenzids vektortérben azonban
nem lehet végtelen sok fiiggetlen vektor. Ezért v rendje nem lehet nulla.

Annak megmutatdsihoz, hogy M = M (A, V) exponense az A minimdlpolinomjdnak asszocidltja, azt
kell észrevenni, hogy ezek ugyanannak az idedlnak a generdtorelemei. Hiszen az A minimdlpolinomja
esetében

(ma) ={f € Tlx] : f(A) =0},
az e exponens esetében pedig
(e) =ann(M) ={f € T[x] : fv=0minden v € V-re}.
De 0 = fv = f(A)(v) minden v-re pontosan akkor teljesiil, ha f(A) = 0. Tehat a fenti két idedl tényleg

ugyanaz.

7.3.20. A faktormodulus definicidja miatt r(b 4+ M[p]) = rb + M| p] akkor és csak akkor nulla az M /M| p]
faktormodulusban, ha rb € M| p]. Ez azzal ekvivalens, hogy prb = 0, vagyis hogy o(b) | pr.

Ha b rendje nulla, akkor innen r = 0, vagyis ekkor b + M[p] rendje is nulla. Ha o(b) nem nulla, de
nem oszthaté p-vel, akkor o(b) | r (hiszen ekkor o(b) és p relativ primek). Ezért ilyenkor a b + M|[p]
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O egylitthatéi pontosan az o(b) tobbszorosei, vagyis b + M|[p] rendje o(b). Végiil ha p | o(b), akkor
o(b) | pr azzal ekvivalens, hogy o(b)/p osztéja r-nek, és igy b + M|[p] rendje o(b)/p.

7.3.21. Az M, azért zart az dsszeaddsra, mert két p-hatvany legkisebb kdzos tobbszordse is p-hatvany. Az,
hogy M az M, részmodulusok Osszege, abbdl kovetkezik, hogy M minden elemét 6l lehet bontani prim-
hatvanyrend( elemek 0sszegére. Ez a 7.3.10. Gyakorlat (4) allitdsanak specidlis esete, amikor az u; elemek
az u elemnek a primhatvanyosztoi.

Végiil annak bizonyitdsdhoz, hogy az M, modulusok 6sszege direkt dsszeg, a 7.2.3. Gyakorlatot hasz-
néljuk. Tegyiik fol, hogy m; € M,, és my + ...+ my = 0. Az m; rendje legyen pi'. Ezzel szorozva
pi'ma+ ...+ p{'my = 0 adédik. Ez mar egy rovidebb sszeg, tehdt (k szerinti indukciéval bizonyitva)
azt kapjuk, hogy mindegyik tagja nulla. Ez azt jelenti, hogy o(m;) | p{'. De m; rendje relativ prim p{’-hez
(mert m; € M, és p; nem asszocialtja p-nek). Ezért o(m;) = 1, azaz m; = O minden i > 2-re. Az eredeti
Osszefiiggésbdl m; = 0.

7.3.22. Az allitdsokat méar beléttuk a 7.3.9. Feladat megoldasdban.

7.3.23. Alljon M; azokbdl a matrixokbdl, amelyeknek az i-edik oszlop kivételével mindegyik eleme nulla.
Ezek balidedlok, és a csoportelméleti direkt 6sszegiik 7"*". A linedris transzformécidk nyelvén ez a kovet-
kez6képpen mondhaté el. Legyen ey, ..., e, a T" szokdsos bézisa, ekkor M; azokbdl a transzformacidkbdl
all, amelyek az e; kivételével mindegyik e; vektort a nulldba viszik (ebbdl latszik, hogy M; balidedl). Az
M; egyszerli R-modulus (vagyis minimdlis balidedl), mert ha 0 #£ A, C € M;, akkor az eldirhatdsagi tétel
miatt konnyen konstrudlhatunk egy olyan D linedris transzforméciot, melyre DA = C (mert ehhez csak az
kell, hogy DA(e;) = C(e;) teljesiiljon).

Az M; modulusok paronként izomorfak lesznek. Legyen ugyanis A;; az a (bijektiv) lineéris transzfor-
macid, amely kicseréli e;-t e;-vel, €s a tobbi e; bazisvektort onmagaba viszi. Ekkor A € M; akkor €s csak
akkor, ha AA;; € Mj, és konnyen ellendrizhet6, hogy A — AA;; modulus-izomorfizmus M;-b6l M ;-re.
Megjegyezziik, hogy az M; modulusok izomorfidja a 7.9.22. Feladatbdl is kovetkezik.

7.4. Végesen generalt modulusok
7.4.3. Helyettesitsiik bi-et b| = by 4 rb,-vel. Nyilvan
ri(by +rby) + by +r3bs+ ... +riby =riby + (rp +rir)by +1r3bs + ...+ by .

Ezért (b}, by, ..., b,) C (b1, ..., b,). De megforditva, by = b} — rb,, vagyis b, is kifejezhets b)-vel és
by-vel, tehat a forditott tartalmazas is teljesiil. Igy a régi és az dj rendszer ugyanakkor lesz generétorrend-

szer. Ha by, ..., b, fiiggetlen, akkor az dj rendszer is az, mert ha a fenti linedris kombinacié nulla, akkor
rn=r3=...=r, =08 r, +rr =0.Igy viszont r; is nulla, és igy az 4j rendszer tényleg fiiggetlen.

Gyenge fiiggetlenségre ez a gondolatmenet nem miikodik: csak azt kapjuk, hogy riby = 0 = (rp+r1r)by,
és innen nem tudunk tovabblépni. Ha példaul M = Z., b; = 3 és b, = 4, akkor ez gyenge bazis (7.2.6. Gya-
korlat). Legyenr = 1,1igy b; = 344 = 1. De az 1 és a 3 nem gyengén fiiggetlenek, hiszen 3-14+41-3 = 0,
és egyik tag sem nulla.

7.4.4. Csak az (1) allitast bizonyitjuk abban az esetben, amikor i = 1 és j = 2, a tobbi szdmol4s hasonld.
Tegyiik fol, hogy b} = by +rb,, és

g=rby+rby+...+rib,

vagyis a ,,régi” matrix valamelyik sora (r1, 5, 13, . .., rx). Ekkor
/
g=rib, + (rp —rr)by+ ...+ by,
vagyis az ,,ij” métrixban ez a sor (ry, ry — rir, 13, ..., ) lesz.

7.4.10. Ha s, ..., s;_ egység, akkor a 7.4.8. Allitds miatt M egy s; rendii ciklikus modulus, hiszen egy
egység rendd ciklikus modulus csak a nulldbdl 411, ami minden direkt felbontdsbdl elhagyhat6. Megforditva,
ha M ciklikus, akkor a 7.3.10. Gyakorlat (5) pontja miatt minden direkt felbontasaban a ciklikus tényezok
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rendjei paronként relativ primek. Az sy | s | ... | s; oszthat6sdg miatt ez csak akkor lehetséges, ha
S1y ..., Sp—1 €2ySég.

7.4.11. A 7.4.8. Allitds miatt (1) esetében a métrix sorai olyan (u, v) egész szamokbdl allé szamparok,
melyekre a Z; csoportban u -2 + v -3 = 0, azaz 6 | 2u + 3v. Innen létszik, hogy 3 | u és 2 | v, hiszen 2
és 3 relativ primek.

A matrix elsd soraba tegyiik a (3, 0), a masodikba a (0, 2) szdmokat. Ennek a sornak a segitségével a
tobbi (u, v) sort kinullazhatjuk. Valdban, mivel 3 | u, kivonhatjuk az elsé sor u/3-szorosat, és ugyanigy a
masodik sor v/2-szeresét. Ezeket a csupa nulla sorokat nem irjuk ki. A kapott matrixot a kdvetkezképpen

alakithatjuk 4t.
30 20 2 0 2 =2 1 2 10
0 2 0 3 2 3 2 1 -2 2 0 6|

Az elsS 1épésben egy sor és oszlopcserével a legkisebb normdju (abszoludt értéki) 2 elemet a bal felsé sarokba
vittiik. Ezutdn az els6 sort hozzdadtuk a misodikhoz, a médsodik oszlopbdl kivontuk az elsét, és igy a jobb
alsé6 sarokban 1 keletkezett. Ezt két cserével a bal felsd sarokba vittiik, és segitségével kinullaztuk az elsd
sort és oszlopot.

Igy a szabad Z* x Z* modulusban létezik egy olyan b, b, bazis, amelyre Zi=(Z xZY)/K, és a
K részmodulust generaljak az j matrix sorainak megfelel 15, + 0b, és 0b| + 6b, elemek. (A matrix tobbi
sora, amit nem {rtunk ki, csupa nulla, az ezekhez tartoz6 generatorelem is nulla.) Vagyis

Zg_ E(Z+ X Z+)/<b1, 6[?2) .

Ez a 7.4.7. Lemma szerint azt jelenti, hogy b1 + K = 0 és 6b, + K generatorrendszert alkot Zg—ban, ésez
utébbi elem rendje 6.

] Természetesen Zgr—rc’)l madr eleve tudtuk, hogy ciklikus, az el6z6 szdmolds arra szolgdl, hogy lassuk a tétel
bizonyitdsat egy nagyon egyszer( specidlis esetben.
A fenti gondolatmenet nem adja meg, hogy Zg melyik generatorelemét kaptuk. Altaldban fontos lenne, hogy
a felbontandé modulusban konkrétan ki is tudjunk szdmitani egy gyenge bézist. Ehhez végig kell kovetni a
matrixok atalakitdsa sordn azt is, hogy hogyan véltozik a szabad modulus bazisa. Ennek semmi akadélya, de
ezzel az eljardssal ebben a konyvben nem foglalkozunk. (Ide kapcsolddik a 7.6.6. Tétel utdni megjegyzE€s is.)

A (2) esetben a métrix (a csupa nulla sorok elhagyédsaval)

200 1
020 amelynek normédlalakja 0
0 0 3 0

[ S Ten)

0
0
6

Ezért ez a csoport Z; x ZF -ként bomlik fel. A Z} tényez6t tovabb bonthatjuk Z; x Z7 -ra a 7.3.10. Gya-
korlat alapjan.

A (3) esetben el6szor azt ellendrizziik, hogy {3, 5} tényleg generatorrendszer-e. A 3 altal generalt rész-
csoport elemei 1, 3,9, 11. Ennek indexe 2, de az 5 nincs benne, ezért a 3 az 5-tel egyiitt mar biztosan az
egész csoportot generdlja. Mellesleg a 3 és az 5 rendje is 4. Ez nem gyenge bézis, mert 32 - 52 = 1 (vi-
gydzzunk, itt a miivelet a szorzds, ezért egylitthat6bdl kitevd lesz, és a linedris kombinédciéban szorozni kell
0sszead4s helyett).

A mitrix soraiban az olyan (u, v) egészek szerepelnek, amelyekre a Z;¢ csoportban 3* - 5 = 1. A
fentiekhez hasonléan konny meggondolni, hogy a matrixba elegendd az alabbi harom sort beirni:
4 0 2 0
0 4 amelynek normalalakja 0 —4
2 2 0 O

Persze —4 helyett a vele asszocidlt 4 rendrdl beszéliink, tehdt Z; = 73 x Z .
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7.4.12. A negyedik matrix atalakitdsa a kovetkezd.

—x 1 0 I —x O 1 0 0 1 0 0
0 —x O —x 0 0 —x —x* 0 0O —x O
0 0 —x 0 0 —x 0 0 —x 0 0 —x?
A tobbi matrixnal az eredmény rendre az alabbi:
0 | 0 1 0 0 1 0 0
0 —x 0 -2 0 —x 0 0 —x O
0 0 x*—x 0 0 —x?

7.4.13. Két oszlop (vagy sor) cseréjekor minden determindns elGjelet valt. Ha egy aldeterminansban egyik
oszlop sincs benne, akkor ugyanannyi marad az értéke, ha mindkét megcserélt oszlop benne van, akkor
el6jelet valt. A harmadik eset az, amikor az aldetermindnsban a két megcserélt oszlop koziil csak az egyik
van benne. Jeldlje ezt az aldetermindnst (v, ..., v;), és képzeljiik azt, hogy az els6 oszlopot u-ra cseréljiik.
Természetesen az u, v, . .., v; oszlopvektorok valamilyen sorrendben szintén egy aldetermindnst alkotnak
(av,, ..., v, ebben asorrendben van, de az u kozottiik barhol lehet). EbbSl a masik aldeterminansbdl a csere
utdn a vy, ..., v; alkotta aldeterminéns lesz az oszlopok valamelyik sorrendjében. Ezért ebben a harmadik
esetben két i x i méretli aldetermindns ,helyet cserél” (és még az elgjeliik is megvaltozhat). De ekkor az
Osszes ilyen aldetermindns kitiintetett k6zos osztdja nem véltozik.

Ha az egyik oszlophoz egy madsik r-szeresét adjuk, akkor a bizonyitds hasonlé. Csak abban az esetben

véltozhat meg egy a = det(vy, v, ..., v;) aldetermindns, ha ennek valamelyik, mondjuk az els6 oszlopidhoz
egy olyan u oszlop r-szeresét adtuk, ami ezen az aldetermindnson kiviil van. Ekkor azonban szerepel a
+b = det(u, vy, ..., v;) aldetermindns is (az oszlopok valamelyik sorrendjében). Az Utmutatéban irtak

miatt a két régi aldetermindnsnak, és a két djnak ugyanaz lesz a kitiintetett k6zos osztdja.

Ezzel belattuk, hogy az eliminédcié sordn a determindnsosztok (és igy az elemi osztok) asszocidltsidg
erejéig ugyanazok maradnak. Ha a matrix mér diagonélis alakban van, és a f64tléban szerepld elemek
st | 2] ... | sk, akkor A;(L) = s152...5;, és ezért az i-edik elemi osztd s; (az Olvasora bizzuk annak
atgondoldsat, hogy ez utébbi allitds akkor is igaz, ha az s; sorozat elemei valamettl kezdve nulldval egyen-
16ek). Valdban, a bal fels6 sarokban 4ll6 i x i méretd aldetermindns értéke s1s; . ..s;. Ugyanakkor ha egy
i x i méretii aldetermindns nem nulla, akkor minden sordban és oszlopdban pontosan egy s; szerepel, és igy
az sy | 2 | ... | sx oszthatésdg miatt ez a determindns oszthato s;s, . . . s;-vel.

7.4.14. Legyen T az R hanyadosteste. A T folott érvényes a determindnsok linedris algebrabdl ismert
szorzdstétele, vagyis det(L) det(L~') = 1. Ha L~ minden eleme R-beli, akkor persze det(L~!) € R, és igy
det(L) invertalhat6 (vagyis egység). Megforditva, ha det(L) egység, akkor 1/det(L) € R, és igy az inverz
matrix képlete ([2], 2.2.3. Lemma) miatt az L matrix 7" folott kiszdmitott inverzének minden eleme R-beli.

7.4.15. Az el6z6 feladat miatt L~ = ((sij)) € Rk Ekkor
bjISj1C1+...+Sjka (]:1,,k)

kozvetlen behelyettesitéssel igazolhat6. Erre a kovetkezGképpen is gondolhatunk. Irjuk a by, ..., by vek-
torokat formélisan egy v oszlopvektorba. Ekkor az Lv oszlopvektorban pont cy, ..., ¢ lesz. Ha ezt balr6l
L~'-gyel szorozzuk (ezt fejezi ki a fonti képlet), akkor az eredeti v vektort, tehdt a b;-ket kapjuk vissza.

Har, ..., € Reseténtici+. ..+t = 0, akkor visszahelyettesitve, és a b; fliggetlenségét kihasznélva
azt kapjuk, hogy az L matrix sorainak a #q, ..., f; egyiitthatékkal vett linedris kombinacidja nulla. Tudjuk
linearis algebrabol, hogy egy matrix determindnsa pontosan akkor nulla, ha sorai linedrisan 6sszefiiggenek.
(Ezt testre bizonyitottuk, de az R szokasos gyfrfire is igaz: az R hanyadostestére kell alkalmazni, majd
a nevezdkkel folszorozni.) Mivel L determindnsa nem nulla, azt kapjuk, hogy ez a linedris kombinaci6
trividlis, vagyis ty = ... = = 0. Ezért ¢y, . .., ¢, fliggetlen.

Az allitds masodik felét a kovetkezOképpen is megmutathattuk volna. Legyen T az R hanyadosteste.
Tudjuk, hogy M szabad modulus, izomorf g R¥-val, és van olyan izomorfizmus is, ahol b; az xR szokdsos
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e; bazisvektoranak felel meg. Ezért R¥ helyett T*-ban is kiszdmolhatjuk a c; vektorokat, amelyek a fentiek
szerint generdtorrendszert alkotnak. De T* mér vektortér, tehdt itt egy dimenziényi elemszdmi generator-
rendszer biztosan bézis.

7.4.16. Az el6z6 két feladat képleteivel szamolva
by =ucy —tc, €és by =vcy +sc;.

A (2) allitas specialis esete az el6z0 feladat masodik allitdsanak (egy alkalmas matrixot kell folirni, amely-
nek a determindnsa 1 lesz), de kdzvetlen szdmoldssal is igazolhatd.

7.4.17. Az (1) azért igaz, mert az el6z6 gyakorlat jeloléseivel
riby 4+ rizby = d(sby +thy) = dcy + 0c, .

A (2) esetében legyen d az ry; és rp; Kkitilintetett kozos osztdja, d = ryys + rot, tovabbd u = ryy/d és
v =1p/d, végil

hy =sg1+1tg é hy=—vg +ug.

Ekkor g1, g>-t hy, hy-re cserélve ismét generatorrendszert kapunk a 7.4.15. Feladat miatt, s az 4j matrixban
az elsd sor els6 eleme srq; + tro; = d, a masodik sor elsé eleme pedig

—vry + ury; = —vud +uvd = 0.

Ezekkel a Iépésekkel nyilvan kivalthat a maradékos osztds a 7.4.5. Lemma bizonyitdsdban (az persze kérdés
marad, hogy ha nem euklideszi gyfirliben vagyunk, akkor milyen eljardssal irjuk fol mondjuk ry; és rp
legnagyobb k6z0s osztdjat riju + rpv alakban).

Azt, hogy az eljaras véget ér, a kovetkez6képpen bizonyithatjuk. Az R f6idedlgydrd, igy az 5.4.3. Tétel
miatt érvényes benne idedlokra a maximumfeltétel. Tekintsiik az eljaras soran készitett matrixokban a bal
fels6 sarokban taldlhat6 elem altal generdlt féidedlt. A fenti 1épések sordn ez csak novekedhet, és igy az
eljaras a maximumfeltétel miatt véget ér.

7.5. A felbontas egyértelmiisége

75.1. Azm = ria; + ...+ reag + s1by + . .. + s¢b, elemrdl kell belatni, hogy pontosan akkor nem nulla
rendd, hary = ... = r, = 0. Tegyiik fol, hogy m rendje nem nulla. Ekkor van olyan r # 0, hogy rm = 0.
Mivel ay, ..., ax, by, ..., by gyengén fiiggetlen, rm = 0-b6l rr;a; = 0 €s rs;b; = 0 kovetkezik minden i-re
és j-re. Mivel g; rendje nulla, innen rr; = 0, és r # 0 miatt r; = 0 kdvetkezik mindegyik i-re. Megforditva,
ha mindegyik r; = 0, akkor nyilvdn rm = 0, ahol r a by, ..., b, elemek (nem nulla) rendjeinek a szorzata.

Mivel b; € T minden j-re, az M/T modulust nyilvanvaldan generédljak az a; + T, ..., a; + T elemei,
azt kell megmutatni, hogy ezek fiiggetlenek. Tegyiik f6l, hogy

rna+T)+...+rn(a+T)=ra~+...+ra)+T
értéke nulla (az M /T nulleleme, vagyis T). Ekkor rja; + ... 4+ rrar € T, vagyis véges rendli. Az el6z6
bekezdésben ebbdl belattuk, hogy mindegyik r; = 0.

-1

7.5.3. Mivel o(c;) = p%“, ezértac; = p*~'c; elem p-szerese mdr nulla, és igy ¢/ € M[p]. Tegyiik fol,

hogy

O=ric)+...4rmc =rp" e +...+r,p™e,.
Mivel cy, ..., c, gyengén fiiggetlen, r; p%~'¢; = 0, és igy ric! = rip% ~!¢; is nulla minden i-re. Ezért
cy,...,c, gyengén fliggetlen.

Annak belétdsdhoz, hogy generatorrendszer is M[p]-ben, legyen b € M| p]. Ekkor
b=rici+...+rc,+s1di+ ...+ sudy.
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Mivel pb = 0, a gyenge fiiggetlenség miatt pr;c; = 0 minden i-re, és ps;d; = 0 minden j-re. A d; rendje
nulla, vagy relativ prim p-hez, és ezért s;d; = 0. Tovabba pr;c; = 0 miatt o(c;) = p% | pr;, ahonnan
ri = t; p%~! alkalmas f;-re. De akkor

b=tp“ e+ . +tp e, +0+. . +0=tc]+...+ .

7.5.4. Nyilvan ric|+. . .+r,c, +s1d|+. . .+, akkor és csak akkor nulla az M /M| p] faktormodulusban,
harici+ ... +rep +51d1 + ... + spuc, € M[p], vagyis ha a p-szerese nulla. Innen pr;c; = 0 minden
i-re és ps;jd; = 0 minden j-re, de ez pontosan azt jelenti, hogy r;c;, s;d; € M[p], azaz ric; = sjd} =0.
Ezzel a gyenge fiiggetlenséget belattuk. Az, hogy generétorrendszerrdl van szd, nyilvanvald, hiszen egy
generdtorrendszer homomorf képe. Az elemrendekre vonatkozé allitds a 7.3.20. Gyakorlatbdl kovetkezik.

7.5.5. Mivel pv = (x — A)v = 0 akkor és csak akkor, ha A(v) = Av, az M[p] a A-hoz tartozé sajataltér.
A maésodik allitds nyilvanvald, hiszen a p-komponensben azok a v vektorok vannak, amelyekre p”v = 0
alkalmas m egészre, és p"'v = (A — AE)" (v).

7.5.6. Az m € M pontosan akkor van benne az N|[p] teljes inverz képében, ha m + M[p] benne van
N[p]-ben, azaz a p-szerese nulla. Ez azt jelenti, hogy pm € M][p], ami tényleg azzal ekvivalens, hogy

p*m = 0.

7.5.7. Nyilvan
ri(by —I—pM) + ...+ (b —I—pM) = (riby + ...+ rby) +pM
pontosan akkor nulla M/pM-ben, harib; + ...+ riby € pM. Ez azt jelenti, hogy

p(siby + ...+ skby) =rib1 4+ ...+ by

alkalmas s; € R elemekre. Mivel by, ..., b, fliggetlen, ps; = r;, azaz r; 4+ (p) nulla az R/(p) faktorgy(ri-
ben. Ezért a b; + pM elemek fiiggetlenek M/pM-ben R/(p) folott. Az nyilvanvald, hogy generdtorrend-
szert alkotnak, tehat a keresett dimenzi6 tényleg k.

Ebbdl az allitasbol kovetkezik, hogy a bazis elemszama egyértelmd, feltéve, hogy R-ben van prim. EI6-
fordulhat, hogy nincs prim, példaul ha R test (persze ebben az esetben kozvetleniil is igazolhatjuk az allitast).
A 7.5.2. Lemmaban leirt bizonyitas viszont minden kommutativ gydrtiben mtikodik.

7.5.8. Az (1) és (2) dllitasok az eddigi szdmoldsokhoz teljesen hasonlé mddon igazolhaték. A (3)-beli
bizonyitds vazlata a kovetkez6. A torziémentes részt ugyanugy kezeljiik, mint a mdasik bizonyitasban,
a p-komponensekre bontést pedig a 7.3.21. Gyakorlat segitségével. Igy elegendd a gyakorlatban meg-
adott (c1) @ ... & (c,) modulussal foglalkozni. Az (1) 4llitds megadja a tényez6k szamat. Ezutan attériink
a pM részmodulusra, amelyben (2) miatt gyenge bazist alkotnak azok a pc; elemek, amelyekre o; > 2.
Itt megismételjiik az eljarast, majd tovdbb haladunk p?>M-re (amelyben az o; > 3 feltételnek eleget tevd
p’c; elemek alkotnak bdzist), és igy tovabb. Természetesen a bizonyitds tényleges lefrdsakor egyszer(ibb
indukcidéval bizonyitani (példaul a lehetséges legnagyobb «; szerint), és az indukcios feltevést a p M modu-
lusra alkalmazni.

7.6. A Jordan-féle normalalak

7.6.3. Ha c rendje az f polinom (ami p”c = 0 miatt p™-nek valédi osztéja), akkor f | p™~!, azaz

¢m = p™'c = 0 (és a nullvektor nem lehet benne fiiggetlen rendszerben).
p gg

7.6.4. Legyen B = A — Al. A mitrixbél leolvashaté, hogy ¢; = B~!(c), és B"(c) = 0. Innen p(A) = B
miatt ¢; = pi_lc hai < m,és p"c =0. Mivel ¢y, ..., c, bazis W-ben, a 7.6.2. Lemma szerint ¢ generdlja
W-t mint 7' [x]-modulust, a 7.6.3. Gyakorlat miatt pedig c rendje p™.

7.6.7. A 7.4.13. Feladat miatt elegend6 megmutatni, hogy az L — x E matrixnak és a transzpondltjdnak
ugyanazok a determindnsoszt6i, ami nyilvdnvald, hiszen transzpondldskor egy matrix determindnsa nem
véltozik.
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7.6.8. A 7.6.6. Tétel miatt a minimalpolinomok leolvashaték a 7.4.12. Gyakorlat megolddsdban megadott
normadlalakd matrixokrél, mint a jobb alsé sarokban all6 polinom. A felsorolt matrixok transzponaltjai koziil
az elsd, a harmadik és a negyedik mar Jordan-alakban van, a fennmarad6 két matrixnak a Jordan-alakja

| 0 , 0 0O
0 —1 és 1 00
0 0O

Példaul az utolsé matrix esetében azért, mert a karakterisztikus matrix normalalakjiban szerepl6 1, —x és
—x? polinomok koziil a masodiknak a 0 egyszeres, a harmadiknak pedig kétszeres gyoke, és igy a O sajétér-
tékhez egy 1 x 1-es és egy 2 x 2-es Jordan-blokk tartozik.

7.6.9. A 7.6.6. Tételt alkalmazzuk. A karakterisztikus métrixok normélalakjai és a Jordan-alakok rendre a
kovetkez6k (1, €1, €, a harmadik egységgyokok).

o 0 10 1 0 0 000
0 —(x—1)2:| [1 1] 0 x 0 0 00
L 0 0 xB—x)| |0 0 3
10 0 1 00 1 0 0 1 0 0
0 -2 0 0 00 0 1 0 0 & 0
0 0 P —xH/2] [0 10 (0 0 1=x*] [0 0 &

A minimélpolinomok a megfeleld matrix jobb als6 sarkdban vannak.

7.6.10. A 7.6.6. Tétel miatt a miniméalpolinom mindegyik esetben a sorozat utolsé eleme, a Jordan-alakok
pedig a kovetkezok.

S O O
oS O O
(=N ele)
oS = O
— O O
S O O

o)

SO OO OO O oo

SO OO OO oO|I0|Io
[ecNeNeNel el -l N
SO OO OO0 O
OO OO0 OO0 O
SO =IO O OO
el el lecloleNeNe)
—_—_0 O OO o o O
— OO0 O OO o o 0o

7.6.11. Ha a blokk n x n-es, és a sajatérték A, akkor a f64tléban n — 1 darab 1-es, és 1 darab (x —A)" szerepel
(elgjeltdl eltekintve). Ez nyilvan kévetkezik a 7.6.6. Tételbdl, de az Olvasénak ajanljuk, hogy legalabb egy
3 x 3-as, 0 sajatértékhez tartoz6 blokk esetében végezze el gyakorldsul a szdmolast.

7.6.12. Legyen T végtelen test, V egy k-dimenzids vektortér T folott, A linedris transzformacidja V-nek
és M = M (A, V). Minden sajitaltér legfeljebb egydimenzios lehet, mert egy legaldbb kétdimenzids vek-
tortérben végtelen test f6lott végtelen sok altér van, amelyek mind A-invaridnsak. (Végtelen sok kiilonb6z6
»iranytangensti” egyenest kell venni, pontosabban a (b, b, 4+ Ab;) altereket, ahol by, b, fiiggetlen rendszer,
és A eleme az alaptestnek.) Most ezt dltalanositjuk a kdvetkezoképpen.

Legyen p € T[x] prim (azaz irreducibilis polinom). Mivel 7" nem feltétleniil algebrailag zart, nem tehet-
jiik f6l, hogy p els6foki. De most is tekinthetjiik az M| p] részmodulust (ami els6fokd p esetén sajataltér a
7.5.5. Gyakorlat miatt). A 7.5.3. Gyakorlat megold4sabdl tudjuk, hogy M felbontdsaban a p-hatvany rendi
ciklikus tényez6k szdma ugyanaz, mint M[p] dimenzidja a T[x]/(p) test folott. Tegyiik fol, hogy ez a
dimenzi6 legaldbb kett6. A T[x]/(p) test végtelen, hiszen T-nek bdvitése (kiilonbdz6 T-beli skaldrok nem
lehetnek egy mellékosztalyban (p) szerint). A fenti megjegyzés miatt igy M| p]-nek végtelen sok altere van.
Ezek részmodulusok 7' [x] f6lott is, azaz invarians alterek.
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Ha tehat véges sok invaridns altér van, akkor M primhatvanyrendd ciklikusok direkt 6sszegére valo fel-
bontdsdban minden primhez legfeljebb egy tényez6 tartozhat, vagyis a tényezék paronként relativ primek.
Ezért M ciklikus modulus (7.3.10. Gyakorlat).

Megforditva, ha M ciklikus, és egy u elem generalja, akkor a 7.3.9. Feladat miatt a részmodulusok kolcso-
nosen egyértelml megfeleltetésben dllnak az u rendjének osztdival (asszocidlt osztékat nem kiilonboztetjiik
meg). gy véges sok invaridns altér van. Az u rendje a modulus exponense, vagyis az A minimalpolinomja.
Egy konkrét ilyen példat elemeztiink a 7.3.18. Gyakorlatban.

Végiil a 7.4.10. Gyakorlat miatt M pontosan akkor ciklikus, ha az A karakterisztikus matrixdnak nor-
madlalakjdban szerepld s1, . .., s; koziil az els6 k — 1 polinom egység. Mivel a szorzatuk a karakterisztikus
polinom, ez pontosan akkor teljesiil, ha A minimdlpolinomja és karakterisztikus polinomja asszociéltak. De
a karakterisztikus polinom foka a tér dimenzidja (és a minimalpolinom osztdja a karakterisztikus polinom-
nak), tehat ez dgy is fogalmazhat6, hogy m 4 foka dim(V)-vel egyenld. Az invaridns alterek szdma ilyenkor
a minimalpolinom normalt osztéinak a szdma (hiszen a minimalpolinom a modulus exponense).

7.7. Homomorfizmusok csoportjai

7.7.2. A szamolasok tobbsége trivialis (és ugyanaz, mint linedris algebraban), ezért csak néhany megjegyzést
tesziink. Ha R kommutativ, ¢ € Homgz(M, N), akkor be kell latni, hogy r¢ € Homg(M, N) minden r € R
esetén. Az Osszegtartds nyilvanvald, a skaldrral szorzast pedig azért tartja r, mert m € M, s € R esetén
(rg)(sm) = r(p(sm)) = r(sp(m)) =
= (rs)(pm)) = (sr)(p(m)) = s((rg)(m)).
Az Olvasénak tandcsoljuk, hogy a fenti 4talakitds-sorozat mindegyik 1€pésénél vizsgélja meg, hogy az miért
megengedett. A Homg (M, N) nulleleme az azonosan nulla leképezés.

7.7.3. Az, hogy v, Osszegtartd, nyilvanvald. A skaldrral szorzdst azért tartja, mert R szorzdsa asszociativ:
Vr(sx) = (sx)r = s(xr) = sy, (x)
tetszbleges x, s € R esetén. Ha ridg € Homg (g R, g R), akkor
(ridg)(sx) = s((ridg)(x)) .

A bal oldal rsx, a jobb oldal srx, és ezek egyenl6ek minden x és s esetén. Specidlisan x = 1-re azt kapjuk,
hogy r folcserélheté R minden elemével.

7.7.5. Legyen ¢ € Hom(Z,, Z"), és ¢(1) rendje d. Ekkor d oszt6ja n-nek, mert ¢(1) € Z', és d osztoja

m’ n
m-nek, mert 1 rendje Z;—ban m. Bzért ¢ (1) = 0, de akkor ¢ (k) = k(1) = 0.
7.7.7. Lasd a 7.7.9. Gyakorlat megold4sat.

7.7.9. A kozvetlen szdmolds helyett oldjuk meg a 7.7.26. Gyakorlatot, majd alkalmazzuk a 7.3.14. Gyakor-
latot.

7.7.10. Feleltessiik meg a b € M-nek azt a ¢, : R — M leképezést, amelyre ¢(r) = rb. A 7.2.12. Gyakor-
latban mar belattuk, hogy ez R-homomorfizmus. Az is vildgos, hogy ha ¢ € Homgz (g R, M), és ¢(1) = b,
akkor ¢ = ¢,,. Igy a b <> ¢, megfeleltetés kolcsondsen egyértelmti M és Homg (g R, M) kizott. Ez 6sszeg-
tartd, hiszen az r(b; + by) = rb; + rb, Osszefiiggés kovetkezik a modulus-axiémédkbol. Ha R kommutativ,
akkor ez a megfeleltetés skaldrszorostart6 is, mert

@sp(r) =r(sb) = s(rb) = s, (r) .

7.7.11. Csak a megfeleltetéseket adjuk meg, annak egyszeri ellendrzését, hogy izomorfizmusrdl van szé
(tehat a mivelettartast is), az Olvaséra hagyjuk. Annak igazoldsahoz, hogy

Homp (@M,-, K) = [[Homz(M;, K).
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legyen (..., ¢;,...) € []; Homg(M;, K) képe ¢ € Homg (D, M;, K), ahol

oC..,m;,...)= Z(pi(mi).

Ez az 6sszeg értelmes, mert a direkt 6sszeg egy elemének csak véges sok komponense nem nulla. Megadjuk
ennek a megfeleltetésnek az inverzét is. Ha v € Homg (@D, M;, K), akkor rendeljiik ehhez hozzé a

(.oi¥i...) € [ [Homg(M;, K)

elemet, amelyben a i; definicidja m; € M; esetén

1//,‘(171,‘) = @[/(,0, m,»,O, )

(vagyis ¥; a ¥ megszoritdsa az M} < €D, M; részmodulusra). Kénnydi megmutatni, hogy a megadott két
megfeleltetés egymads inverze.
Misodszor belatjuk, hogy

Homg (M, I1 K,-) = [ [Homz (M, k).

Legyen (..., ¢;,...) € [[; Homg(M, K;) képe ¢ € Homg (M, Il K,»), ahol

om)=_(..,oi(m),...).

Ennek a megfeleltetésnek az inverze a kovetkez. Ha v € Homg (M, []; K;), akkor rendeljiik ehhez
hozza a

(..os V... € [ [Homg(M, K;)

elemet, amelyben a ;(m) a ¥ (m) € [[; K; elem i-edik komponense (vagyis y; = m; o ¥, ahol 7; az i-edik
projekcid).

J1 Hasonl6 osszefliggések nem érvényesek akkor, ha a Hom els§ argumentumaban van direkt szorzat, vagy ha a
mdsodik argumentumdban van direkt 6sszeg. Annyi latszik a fenti szdmolasbdl, hogy 1éteznek

€D Homg (M. K;) > Homg (M, @K,) <> [ Homg (M, K;)
i i i

injektiv homomorfizmusok (azaz bedgyazdsok).

7.7.14. Oszthat6é csoport homomorf képe oszthaté (mert ha a = nb, akkor ¢p(a) = ne(b)). Ezért ha
¢ : A — B homomorfizmus, akkor ¢(A) oszthaté részcsoportja B-nek. Ez a feltétel miatt csak a nulla
lehet, ezért ¢ = 0.

7.7.15. Tekintsiik a b 4ltal generdlt A részcsoportot, ennek rendje n, és elég belatni, hogy ebben b oszt-
hat6é minden n-hez relativ prim m szdmmal. Ezt kongruencidkkal azonnal lathatjuk, s6t mar igazoltuk is a
4.3.35. Gyakorlatban. Most egy mésik, algebrai jellegli bizonyitdst adunk. Tekintsiik a ¢(x) = mx leképe-
zést A-bdl A-ba. Mivel (m, n) = 1, ennek magja csak a nulla, vagyis ¢ injektiv. De A véges halmaz, és igy
@ szirjektiv is.

7.7.17. Legyen o(e) = p" és o(n) = p™ két komplex egységgyok. Ha n < m, akkor ¢ hatvanya n-nak
(mert n”"" rendje p”, és a primitiv p”-edik egységgyokok egymds hatvanyai az 1.5.13. Tétel miatt). Ha
tehdt H < Z ), és H-ban van akdrmilyen nagy rendii elem, akkor H = Z,~, ha pedig H-ban a legnagyobb
elemrend p", akkor H az 6sszes p"-edik egységgyokokbdl all.

7.7.18. Ahhoz, hogy egy csoport oszthatd, elég beldtni, hogy a csoport minden eleme minden primszdmmal
oszthatd. A Z,~ csoportban ez nyilvdnval6 a p primre (hiszen egy p-hatvéinyadik egységgyok p-edik gyoke
is p-hatvdnyadik egységgyok), a tobbi primre pedig a 7.7.15. Gyakorlatbdl kovetkezik.
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7.7.19. Legyen A véges, oszthat6 csoport, €s a # 0 egy eleme, melynek rendje a lehetd legnagyobb. Jelolje
ezt a rendet n. Mivel A oszthat6, van olyan b € A, melyre nb = a. A 4.3.36. Gyakorlat miatt b rendje n>.
Az n maximalitdsa miatt igy n> < n, vagyis n = 1. Bz ellentmond annak, hogy a # 0.
7.7.21. Tegyiik fol, hogy ((a;;) az A leképezés matrixa a (b, ¢) bazisparban, ahol b = (by, ..., b,) és
c=(c1,...,cm). Legyenc* = (c], ..., c) ésb* = (b}, ..., b}) a dudlis bézis (ldsd az thmutatét). Ekkor
A* métrixa a (¢*, b*) bazisparban az ((a;;)) transzpondltja lesz. Val6ban,

Abj) =ajjer + ...+ apjcy ,
azt kell belatni, hogy

A*(Cl*) = Cl,’]br +...+ Clinb;lk .
Ez két linedris fliggvény egyenldsége, ezért elég a b bazison igazolni. Tudjuk, hogy

(A*(c;k))(bj) = (c; 0 A)(bj) =ci(aijc1 + ...+ amjcn) = a;j,

mert ¢} linedris, €s ¢; (c;) értéke 1 vagy 0 aszerint, hogy i = j-e vagy sem. A masik oldalba b -t helyettesitve
ugyanez az érték adddik.
7.7.23. Az 6sszegtartés azt jelenti, hogy

Yo(fi+fop=vofiop+yofop.

Ez egy éltalanos n € N elem behelyettesitésével igazolhat6. A skalarszorostartds azt jelenti, hogy

Yo(rflopg=r(ofop).

Ez azért igaz, mert ¢ tartja a skaldrral szorzést. Lathatjuk, hogy R kommutativitidsat nem hasznéltuk ki, az
azért sziikséges, mert dltaldban az r f mar R-homomorfizmus sem lesz.

7.7.24. Az els6 allitashoz azt kell belatni, hogy ha f € Homg (L, K), akkor
foWop)=(foy)ogp,

ami nyilvdnval6é. A mdsik 4llitds hasonldan igazolhato.

7.7.25.

(1) Hom(Z},Z") = 0, mert véges rendii elem homomorf képe véges rendd. Altalaban igaz, hogy
Hom(A, B) = 0, ha A torziécsoport, B pedig torziémentes.

(2) Hom(Q*, Z") = Hom(Q*, Z) = 0, mert Q" oszthat6 csoport, Z*-nek és Z-nak pedig csak
a {0} oszthat6 részcsoportja (7.7.14. és 7.7.19. Gyakorlatok).

(3) Hom(Q™, Q") = Q™", mert a homomorfizmusok pontosan a ¢, (x) = rx leképezések, ahol r € Q.
Ehhez azt kell végiggondolni, hogy ha ¢(1) = r, akkor ¢(1/n) egy olyan elem, amelynek az
n-szerese r, tehat csakis r/n lehet.

(4) Hom(Z =, Z;") = 0 ugyanazért, mint a (2) pontban, hiszen Z ,~ is oszthaté csoport (7.7.18. Gya-
korlat).

7.7.26. Ha ¢ € Hom(Z/, B), akkor legyen b = ¢(1). Mivel m - 1 = 0, ezért mb = 0 is teljesiil, vagyis
b € B[m]. Persze ¢(x) = xb minden x € Z'-ra (itt xb-t Ggy értjiik, mint a b csoportelem x egész
szdmszorosat, vo. 2.2.37. Gyakorlat). Megforditva, jelolje b € B[m] esetén ¢, azt a leképezést, amelyre
@(x) = xb minden x € Z/-ra. Megmutatjuk, hogy ez homomorfizmus. Ehhez azt kell beldtni, hogy

(X +n y) = @) +@(y).

A bal oldalon (x+,,y)b, ajobb oldalon xb+yb 4ll. Ez utébbi (x+y)b-vel egyenl6 a tobbszorss tulajdonsdgai
miatt. Az, hogy (x+,,y)b = (x+y)b azért teljesiil, mert (x +y) — (x +,, y) oszthatdé m-mel, viszont mb = 0.

JJ Ha az Olvasé nem érti, hogy miért kell ilyen részletesen indokolni a fentieket, akkor nézze meg a 2.2.43. Gya-
korlat megoldésat. Ide kapcsolédik a 7.3.16. Gyakorlat is, mert valdjaban arrél van sz6, hogy B[m] modulus
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lesz a Z,, =7 /(m) gy(ri folott (s6t, az mA = 0 tulajdonsagui Abel-csoportok kozott a ZZ az 1 elemmel gene-
ralt szabad). Mivel m B[m] = 0, a fenti szdmol4s helyett a 7.7.10. Gyakorlatot is alkalmazhattuk volna. Nagyon

Py

fontos pontosan latni, hogy a kiilonb6z6 jéldefinidltsagok milyen viszonyban dllnak egyméssal.

Be kell még latni, hogy a b <> ¢, leképezés izomorfizmus Hom(Z;, B) és B[m] kozott. Ez azért igaz,
mert az x(b; + by) = xby + xb, Osszefliggés kovetkezik a tobbszoros tulajdonsigaibdl.

7.7.27. Legyen f € Hom(A, B), ekkor Hom(ida, ¢) : f — f o ¢. De

(fow)@) = f(¢@) = f(na) =nf(a).
Ezért f o ¢ = nf. Hasonldan lathatd, hogy a Hom(g, id4) leképezés, amely minden f € Hom(B, A)-hoz
a ¢ o f-etrendeli, szintén az n-szerezés.

7.7.28. A pozitiv valds szamok csoportja a szorzasra oszthatd, hiszen minden pozitiv valds szambol vonhatd
(pozitiv) n-edik gyok minden n-re. Ez a csoport R*-szal izomorf a 4.3.3. Példa (4) pontja szerint. Oszthaté
Abel-csoport nem lehet szabad, hiszen a szabad generdtorokat csak 1-gyel és —1-gyel lehet elosztani egy
szabad csoportban (miként Z " -ben is).

A pozitiv raciondlis szdmok csoportja a szorzdsra viszont szabad (és nem oszthat6). Szabad generitor-
rendszert alkotnak benne a primszdmok, hiszen minden pozitiv raciondlis szdm egyértelmiien frhat6 véges
sok primszam egész kitevSs hatvanyanak szorzataként. Ez a csoport a Z™ megszdmlalhat6 sok példdnyban
vett direkt 6sszegével izomorf.

7.7.29. A Hom(idk, ¢) injektivitdsa azt jelenti, hogy a magja nulla, vagyis ha f € Homg (K, N), akkor
po f = 0esetén f = 0. Ez igaz, mert ha f # 0, akkor van olyan k € K, hogy f(k) # 0, de akkor
¢ injektivitdsa miatt (¢ o f)(k) = @(f (k)) # 0. Ezért (1) igaz.

Legyen N = Z*, M = Z, ¢ a mod n vett maradék képzése és K = Z'. Ekkor Hom(K, N) = 0,
hiszen K = Z, torziécsoport, N = Z* pedig torziémentes. Ezért az f : K — M identikus leképezés
biztosan nem kaphat6 meg Hom(K, N) = 0 egy elemének képeként, vagyis Hom(idk, ¢) nem sziirjektiv.
Ezért (2) hamis.

A Hom(gp, idk) injektivitdsa azt jelenti, hogy ha f € Homgz(M, K), akkor f o ¢ = O esetén f = 0.
Ez igaz, mert ¢ sziirjektiv, és igy f o ¢ = 0 azt jelenti, hogy f a ¢ képén, azaz a teljes M-en nulla. Ezért
(3) igaz.

Legyen N =Zt, M = Q™, ¢ : Z* — Q" az identikus bedgyazds és K = Z*. Ekkor Hom(M, K) = 0
a 7.7.25. Gyakorlat (2) pontja miatt. Ezért az f : N — K identikus leképezés biztosan nem kaphatd meg
Hom(M, K) = 0 egy elemének képeként, vagyis Hom(g, idg) nem sziirjektiv. Ezért (4) hamis.

7.7.30. Az allitasok rutinszer( ellendrzését az Olvasdra hagyjuk.

7.8. A tenzorszorzat

7.8.2. Az Osszegtartas az elsd, illetve a masodik valtozéban pontosan a két disztributiv szabaly, ez nem-
kommutativ gyfrtiben is igaz. A skalarszorostartds az elsd valtozéban azt jelenti, hogy (rx)y = r(xy), ez
az R szorzdsanak az asszociativitdsdbdl kovetkezik. A skaldrszorostartds a masodik valtozéban azt jelenti,

hogy x(ry) = r(xy). Ennek igazoldsdhoz R kommutativitasat is fol kell hasznalnunk.

7.8.3. Legyeney, ..., e, illetve g1, ..., g¢ a Tk, illetve a T* vektortér szokdsos bazisa, és tij = f(ei, g)).
Ekkor u = x1e1 + ... + xpex, és v = y181 + ... + yege. Innen az allitas a bilinearitds miatt adédik.

7.84. Ha f : N x M — K bihomomorfizmus, és s € R, akkor sf is teljesiti a 7.8.1. Definiciéban kir6tt
négy tulajdonsigot. Példaul a (4)-et azért, mert s» = rs, és igy

(sf)(m,rn) = s(f(m,rn)) = s(rf(m,n)) = (sr) f(m,n) = r((sf)(m,n)).

Hasonldan igazolhat6 a mésik hdrom tulajdonsdg is. Be kell latni, hogy két bilinedris fiiggvény Gsszege is
bilinedris, tovdbb4, hogy a pontonkénti 0sszeaddsra és skaldrral vald szorzésra teljesiil az 6sszes modulus-
axiéma. A 7.7.2. Gyakorlat megolddsdhoz hasonldan ezt is az Olvaséra hagyjuk.
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7.8.5. A bihomomorfizmus-tulajdonsadgokat tigy fogalmazhatjuk, hogy az egyik véltozot rogzitve a masik-
ban R-homomorfizmust kapunk. Igy az 4llitas abbdl kovetkezik, hogy R-homomorfizmusok kompozicija
is R-homomorfizmus.

7.8.7. Természetesen a Z; testen is bihomomorfizmus a szorzas (sét, akkor is az, ha a Z; -t nem Zs, hanem
Z folott tekintjiik modulusnak). Legyen f (1, 1) = g, akkor nyilvén f (m, n) = mng. Tekintsiik a ¢(n) = ng
leképezést Z;’ -b6l K -ba. Ha errdl sikeriil megmutatni, hogy homomorfizmus, akkor készen vagyunk. De ez
igaz, mert (n) = f(n, 1).

7.8.17.

(1) Z*®ZI =7Z'. A szdmolds hasonl6 a 7.8.6. Példa megoldédsahoz, dltaldnossdgban a 7.8.18. Gya-
korlat megoldasaban szerepel.
(2) Z} @ L =L, - Akozvetlen szamolds helyett megtehetjiik, hogy megoldjuk a 7.8.19. Gyakorla-
tot, majd alkalmazzuk a 7.3.14. Gyakorlatot.
3) Q" ®Z =0.
(4) Zp= ®Z' = 0.
(5) Zpx @ Zp~ = 0.
Az utolsé hdrom csoport a 7.8.20. Gyakorlat miatt nulla.

7.8.18. Legyen M egy bal R-modulus, r;, s; € R és b; € M, ekkor

Zri(si ®b)=1® (Zr,-s,h) )

Ezért xk R ® M minden eleme 1 ® b alakban irhat6 alkalmas b € M-re. Tekintsik azta ¢ : M — RkRQM
leképezést, amelyre ¢ (b) = 1 ® b, ez tehat sziirjektiv homomorfizmus.

A ¢ inverzének a megkonstrudlasahoz legyen f(r, b) = rb. Ez nyilvan bihomomorfizmus g R x M-bdl
M -be, igy atvezethet6 a tenzorszorzaton (7.8.12. Tétel), vagyis létezik olyan ¢ : kR ® M — M homomor-
fizmus, hogy

Y(r®b)= f(r,b) =rb
minden r € R-re és b € M-re. Specidlisan ha r = 1, akkor azt kapjuk, hogy ¥ az imént definialt ¢-nek
inverze.

7.8.19. Han; € Z, m; € Z,, és b; € B, akkor

Z”i(mi ®b)=1® (Znimibi> )

1 1

Ezért Z, ® B minden eleme 1 ® b alakban {rhat6 alkalmas b € B-re. Tekintsiik azta ¢y : B — Z ® B
leképezést, amelyre ¢y (b) = 1 ® b, ez tehat sziirjektiv homomorfizmus. De m B C Ker(¢g,), mert

po(mb) = (1@mb) =m(1b)=m-10b) =0b=0.
Ezért (a7.1.14. Gyakorlat miatt) a ¢(b+mB) = 1 ® b leképezés joldefinidlt, és homomorfizmus B /m B-bol
L, ® B-be.
A ¢ inverzének a megkonstrudldsdhoz tekintsiik az f(n, b) = nb + m B képlettel definiélt leképezést. Ez
nyilvdn bihomomorfizmus Z* x B-bl B/m B-be, mi azonban az elsd tényezdbe az Z helyett a Z,, elemeit

szeretnénk irni. Ehhez azt kell megmutatni, hogy n; = n, (m) esetén f(n;,b) = f(n,, b). Ez azonban
vildgos, mert ha n, = n; + mk, akkor

f(na, b) =nob+mB =n1b+mkb) + mB =n1b+mB = f(n,b).
Ezért f-et tekinthetjiik egy Z x B — B/mB bihomomorfizmusnak is (igazdbol azt hasznaltuk fol, hogy

Zm =7 /(m), hasonlé gondolatmenet szerepelt a 7.7.26. Gyakorlat megolddsédban is). Igy f 4tvezethets a
tenzorszorzaton (7.8.12. Tétel), vagyis létezik olyan ¢ : Z ® B — B/m B homomorfizmus, hogy

Y(n®b) = f(n,b) =nb+mB
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minden n € Z,,-re és b € B-re. Specialisan ha n = 1, akkor azt kapjuk, hogy ¥ az imént definidlt p-nek
inverze.

7.8.20. Legyen A oszthatd, B torzidcsoport. Haa € A és b € B, ahol o(b) = n (ami véges, hiszen
B torziéesoport), akkor mivel A oszthatd, van olyan ¢ € A, hogy nc = a. Igy

a®b=mc)®b=n(c®R®b) =cRmnb) =cx0=0.
7.8.21. A 7.8.10. Tételben kir6tt kivanalmakat fjy-ra és fi-re is alkalmazhatjuk. Ezért olyan ¢ és i
homomorfizmusokat nyeriink, melyekre tetszéleges (m,n) € M x N esetén fi(m,n) = @fo(m,n) és

Jo(m,n) = ¥fi(m,n). Azt kell megmutatni, hogy ¢ és ¥ egymds inverzei. Ehhez az egyértelmiiséget
hasznéljuk. Tudjuk, hogy

(W o) folm,n) = fo(m,n) = idg, fo(m, n).
Az egyértelmiiség miatt tehdt ¥ o ¢ = idg,, és ugyanigy ¢ o ¥ = idg,.

7.8.22. Az (1)-beli izomorfizmus igazoldsahoz tekintsiik az f(m,n) = n ® m bihomomorfizmust. Ezt a
tenzorszorzaton atvezetve egy ¢ : M @ N — N ® M homomorfizmust kapunk, melyre p(m @ n) = n @ m.
A ¢ inverzét az M és N megcserélésével konstrudlhatjuk meg.

A (2) bizonyitasa hasonlé. Rogzitett m € M esetén tekintsiik az

fm,n, k) =(m®n) @k
bihomomorfizmust N x K-b6l (M ® N) ® K-ba. Ez egy
On  NOQK > (MN)®K
homomorfizmust eredményez, amelyre ¢,,(n @ k) = (m @ n) @ k. Most legyen
gm, x) = @n(x).
Ez egy bihomomorfizmus M x (N ® K)-bol (M ® N) ® K-ba, amit a tenzorszorzaton keresztiilvezetve egy
menk) — (mn) @k

homomorfizmust kapunk. Ennek az inverzét is hasonléan konstrudlhatjuk meg.
A (3) dllitas esetében az Utmutatéban megadott izomorfizmust bizonyitjuk. Tegyiik fol, hogy

m=(...,mi,...)€@M,'

ésk € K. Ekkor f(m,k) = (...,m; ®k, ...) bihomomorfizmus, amely egy olyan
Q. (EDMi>®K — @(Mi®K)

homomorfizmust eredményez, melyre (p((. LM, )R k) =(...,m; ®k, ...). Ennek inverzét a kdvetke-
z6képpen kapjuk meg. Legyen m; € M; esetén

fimi k) =(...,0,m;,0,..)®k € (EBM,-)@K.

Ezt a tenzorszorzaton keresztiilvezetve egy ¢, : M; ® K — (@l M,~) ® K homomorfizmust kapunk. Le-
gyen

YC.xi, )=y oix)

a @, (M; ® K) csoporton értelmezett homomorfizmus. Ez értelmes, mert az osszegnek csak véges sok nem
nulla tagja van, és nyilvan a ¢ inverze.
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3 Egy végtelen direkt szorzatnak egy M modulussal vett tenzorszorzatét altalaban nem lehet lefrni a tényez6knek
az M-mel vett tenzorszorzataival. Példaul megmutathatd, hogy ha p prim, akkor

(M2 )eo*
i=1

nem nulla (ez azon muilik, hogy ennek a direkt szorzatnak van végtelen rendii eleme is), de mindegyik Z; ®Q*
csoport nulla a 7.8.20. Gyakorlat miatt.

Végiil a (4) bizonyitdsdhoz legyen ¢ : M @ N — K egy homomorfizmus. Ehhez rendeljiik hozza azt az
o : M — Hom(N, K) homomorfizmust, melyre

(2(m))(n) = p(m@n).

Az inverz megkonstrudldsdhoz o : M — Hom(N, K) esetén tekintsiik az

fm,n) = (a(m))(n)

bihomomorfizmust. Ezt a tenzorszorzaton atvezetve egy ¥ homomorfizmust kapunk, rendeljiik hozza ezt
az «-hoz.

7.8.23. Legyen A = Z*, B = Q' és C = Z]. Ekkor A® C =7, (7.8.18. Gyakorlat), és B C = 0
(7.8.20. Gyakorlat). Az 1 ® 1 az els6 csoportban nem nulla, a masodikban nulla. Ha A direkt 6sszeadand6
B-ben, akkor a 7.8.22. Feladat (3) pontjanak megolddsa miatt ez nem fordulhat el&.

7.8.24. Tudjuk, hogy
W x)a®b) =vy(a)® x(b) = (na) ®(mb) = (nm)(a®Db).

Vagyis ¥ ® x az a ® b alaki elemeket nm-szerezi. Mivel ezek generatorrendszert alkotnak, ezért ¥ ® x az
A ® B minden elemét nm-szerezi.

7.8.25. Legyen m € M és k € K. Mivel ¢ sziirjektiv, van olyan n € N, hogy ¢(n) = m. Ezért
(idg @ p)(k ®@n) = idx (k) @ p(n) = kQ@m .

Igy idx ® ¢ képe tartalmazza a k ® m alaku elemeket. Mivel ezek generétorrendszert alkotnak K ® M-ben,
ezért idx ® ¢ sziirjektiv. Ezért (1) igaz.
Legyen N =Z*, M = Q", ¢ : Z" — Q" az identikus bedgyazds és K = Z,". Ekkor

(dg @)(1®1) =idg (1)@ ¢(1) =1®1=(m-1)®(1/n) =01®(1/n) =0.

Ugyanakkoraz 1 ® 1 € Z ® Z elem nem nulla, mert f(x, y) = xy olyan bihomomorfizmus Z; x Z,-bdl
Z-ba, amelyre f(1,1) # 0 (han > 1,14sd a 7.8.17. Gyakorlat (2) pontjdnak megolddsat). Vagyis idx ® ¢
nem injektiv, és igy (2) hamis.

7.8.26. A Hom(Z3 , Z}) csoport izomorf a Z -szal (7.7.26. Gyakorlat), és ennél az izomorfizmusnal ¢ <> 1.
Persze 1 ® 1 nem nulla a Z] x Z3 =77 csoportban (7.8.19. Gyakorlat). Az els§ értelmezés szerint viszont
¢ ® ¢ = 0, mert

(PRP)(IR®])=22=2(112)=12-2)=10=0.

7.8.27. Legyens € T,és f : T x M — T ® M az a bihomomorfizmus, amelyre f (¢, m) = (st) @ m.
Ez é4tvezethet$ a tenzorszorzaton, vagyis létezik egy olyan ¢, : T ® M — T ® M homomorfizmus, hogy
os(t @m) = (st) @ m. Ezt az elemet nevezziik el s(t ® m)-nek. Konny( belatni, hogy

Ps14+s55 = Psy + Ps, €S Qg5p = Ps; O P, -

Ezért a most definidlt szorzds modulussd teszi 77 ® M-et T folott (ez 1ényegében kovetkezik a 7.7.30. Gya-
korlatbdl). Megjegyezziik, hogy nem hasznéltuk ki azt, hogy T az R hdnyadosteste, valjdban minden olyan

o ozt

kommutativ T j6, amelynek az R részgylirije (és T egységeleme ugyanaz, mint R egységeleme).
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Ha most M -et folbontjuk az M; ciklikus modulusok direkt 6sszegére, akkor 7 ® M is folbomlik a T ® M;
modulusok direkt dsszegére. Ez kovetkezik a 7.8.22. Feladat (3) pontjabdl, ha T ® M-et mint R-modulust
tekintjiik. Az s € T-vel val6 szorzas definicidja miatt 7 ® M; részmodulusa lesz T ® M-nek T folott is.

Mivel T az R hanyadosteste, a 7' oszthaté6 R-modulus abban az értelemben, hogy R minden nem nulla
elemével oszthatunk benne. Ezért a 7.8.20. Gyakorlathoz hasonléan latjuk, hogy 7 ® M; = 0 akkor, ha
az M; ciklikus modulus rendje nem nulla. Ha viszont M; nulla rendd ciklikus, vagyis g R-rel izomorf,
akkor T ® M; izomorf T-vel a 7.8.18. Gyakorlat miatt. Kénnyi megmutatni, hogy ez az izomorfizmus a
T elemeivel szorzdst is tartja. Ezért beldttuk, hogy a 7 ® M vektortér T folott, melynek dimenzidja az
M barmelyik ciklikusok direkt 6sszegére val6 felbontdsdban a nulla rendi ciklikus 6sszeadand6k szdma. Ez
a 7.5.1. Gyakorlat mésodik 4llit4sat, és a 7.5.2. Lemmat helyettesiti az egyértelmiiség bizonyitdséban.

7.9. Nemkommutativ gyirik

7.9.3. Paros szamlaléju tort alatt természetesen olyat értiink, amelynek a nevez§je paratlan (hiszen kiilonben
minden tortet 2-vel bdvitve paros szadmldl6ja tortet kapnank). Konnyli meggondolni, hogy az R gyfird
invertalhat6 elemei a paratlan szamlalgju tortek.

Ha b pératlan egész szam, akkor az 1 — (2a/b) invertdlhat6 R-ben, inverze b/(b — 2a) (hiszen b — 2a
pératlan sz4dm). Mivel 2a/b minden g tSbbszordse is paros szamlalGji, ezért 1 — g is invertdlhat6. fgy J(R)
tartalmazza a paros szamlél6ju torteket. Ha viszont c is, b is pdratlan, akkor ¢/b nincs benne J(R)-ben,
mert mar 1 —c/b = (b — ¢)/b is paros szdmlal6ji (nevezdje pedig pératlan), és igy nem invertdlhat6. Ezzel
az elsé allitast belattuk.

A Z Jacobson-radikélja viszont csak a nullabdl dll. Valéban, Z invertalhat6 elemei 1 és —1. Ha tehat
1 — ra minden r € Z-re invertdlhatd, akkor 1 — ra = 1 minden r esetén. De itt végtelen sok szdmrdl van
sz0, kivéve, haa = 0.

Megjegyezziik, hogy Z-ben az 1 — 2 = —1 invertdlhatd, de a 2 még sincs benne a Jacobson-radikalban.
Ez a példa mutatja, hogy a definiciéban valéban minden r-re meg kell kévetelni 1 — ra invertdlhatosdgat.

7.9.5. Tegyiik fol, hogy e = e € J(R). Ekkor 1 — e-nek létezik egy s balinverze, azaz s(1 — e) = 1.
Jobbrol e-vel szorozva e = s(1 — e)e = s(e — ) = 0.

7.9.16. Legyen n = p{'...p,* az n primtényezSs felbontdsa, ahol mindegyik o; > 1, ésm = p;y... px.
Megmutatjuk, hogy J(Z,) = (m).

Valéban, az m szamot az «; kitevok maximumara emelve n-nel oszthaté lesz, Ezért m nilpotens eleme
Z,-nek, és igy a 7.9.2. Allitds miatt benne van J(Z,)-ben. Ekkor persze m tobbszorosei is benne vannak.
Mas elem viszont nem lehet benne, mert a Wedderburn—Artin-tétel szerint J(Z,) minden eleme nilpotens.
Ha pedig a € Z,, nilpotens, akkor p; | a® alkalmas ¢ egészre, azaz p; | a. Ez minden i-re igaz, és igy m | a.
41 Természetesen a Wedderburn—Artin-tétel felhasznaldsa nélkiil is kihozhattuk volna, hogy (m)-en kiviil nincs

eleme a radikdlnak, akdr az inverzek kiszdmol4sdval, akar annak megmutatdsdval, hogy a Z,, maximadlis idedljai
a p; altal generalt k darab f6idedl, és ezek metszete (m).

Tudjuk, hogy Z, = 7Z /(n), és az (m) < Z, idedlnak a teljes inverz képe Z-ben (m) lesz. Igy az 5.2.11. Tétel
miatt Z, /(m) = Z,,. Az 5.1.23. Gyakorlat szerint tehat Z,, /J(Z,,) izomorf a Z,, , ..., Z,, testek direkt
szorzataval.

7.9.17. Egy fels6 haromszogmatrix akkor és csak akkor invertdlhatd, ha determindnsa nem nulla, azaz ha a
féatlojaban nem fordul el$ a nulla. Ebbdl azonnal latszik, hogy ha M fels6 haromszogmatrix, és E —(AE)M
minden A skaldr esetén invertalhat6, akkor M fatl6jaban csupa nulla kell, hogy szerepeljen. igy J(R)-ben
csak szigort fels6 haromszogmatrixok lehetnek (amelyek f64tldja végig nulla).

Megmutatjuk, hogy a szigort fels6 haromszdgmatrixok mind benne vannak a radikdlban. A 7.9.2. Gya-
korlat miatt ehhez elég belétni, hogy nilpotensek, és idedlt alkotnak R-ben. A nilpotencia kdzvetlen szé-
moléssal kaphatd, az 5.3.19. Gyakorlat miatt pedig tényleg idedlrdl van sz6, amely szerinti faktor 7"-nel

izomorf.
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43 Természetesen konnyd ,.kézzel” is kiszamolni, hogy ha M szigord fels haromszogmatrix és N felsé harom-
szogmatrix, akkor N M is szigoru felsé haromszogmatrix, és igy E — N M determindnsa 1, azaz invertalhato.
Tehat M benne van a radikdlban. A radikal szerinti faktorizalasnal a matrixokbdl ,.eltiintetjiik” a f64atl6 folotti
elemeket, tehdt a faktorban csak a f6atl6 elemei ,,szdmitanak”, és ezért lesz a faktor 7" -nel izomorf.

7.9.18. Az R gyfirtiben nem lehet nulltdl kiilonb6zd nilpotens elem. Valéban, ha r* = 0, akkor r minden
elég nagy kitevsjti hatvanya is nulla. Maérpedig az " = r egyenletbdl kivetkezik, hogy r!+¢=D =
minden £ > 1 esetén. Ez tényleg csak r = 0 esetén lehetséges.

Ebbdl a Wedderburn—Artin-tétel szerint kovetkezik, hogy J(R) = {0} (hiszen a radikdl minden eleme

2

nilpotens). Adunk azonban erre az dllitdsra egy mdsik bizonyitist is, ami végtelen R gy{r(re is miikodik.
Legyen e = r"~!, akkor e? = r?"=2 = y"r"2 = rr"~2 = r"! = ¢. Har € J(R), akkor tehit e idempotens
eleme J(R)-nek, ami a 7.9.5. Gyakorlat szerint csak e = 0 esetén lehetséges. De akkor r = r"* = er = 0.

7 2 o

Tehat a Wedderburn—Artin-tétel szerint R teljes matrixgy(riik direkt szorzata. Egy teljes matrixgy(r{iben
azonban mindig van szigorud felsé hdromszdgmatrix, ami nilpotens, kivéve ha a méatrixgy(iri 1 x 1-es. Ezért
R ferdetestek direkt szorzata. Ezek végesek, és igy a 6.7.13. Wedderburn-tétel szerint kommutativak. Ezért

R is kommutativ.

7.9.19. Tekintsiik az {N}U{M; : i € I} halmaz azon részhalmazait, amelyek fiiggetlenek, és N-et tar-
talmazzdk. A Zorn-lemma miatt ezek kozott van maximadlis, mondjuk {N}U{M; : j e I'}. Legyen
K = Y {M; : j eI}, ez persze direkt Osszeg, miként N + K is az. Ha i € I, akkor M; egyszeri-
sége miatt vagy M; € N+ K, vagy M; N(N + K) = {0}. Az utébbi eset ellentmond az {N}U{M; : j € I'}
halmaz maximalitdsdanak. Ezért N + K = M.

7.9.20. Az (1) allitas faktorokra vonatkozo része igaz, mert egyszeri modulus homomorf képe egyszerti,
vagy nulla. Ha N része M-nek, akkor az el6z6 feladat miatt direkt 6sszeadandd, és ha M = N & K,
akkor N = M /K, azaz teljesen reducibilis. A (2) bizonyitdsdhoz legyen M /N egyszer(i. Ekkor (1) miatt
M = N @K alkalmas K -ra, azaz M /N = K . Igy elég részmodulusra bizonyitani. Legyen N < M egyszerii
részmodulus. Az el6z6 feladat miatt M = N @ K, ahol K = ) {M; : j € I'}. Mivel K < M, van olyan
i €l,hogy M; £ K. Ekkor M = K @& M;, hiszen M/K = N egyszer, ésezért N=M/K = M,.

7.9.21. A szabad R-modulusok teljesen reducibilisek, hiszen ezek g R diszkrét direkt hatvanyai, és ezek
is eléallnak az M; modulusok példdnyainak direkt osszegeként. De minden R-modulus egy szabadnak

homomorf képe, ezért az el6z6 7.9.20. Gyakorlat miatt teljesen reducibilis. Ha ez a modulus egyszerd is,
akkor az idézett gyakorlat (2) pontja miatt valamelyik M;-vel izomorf.

7.9.22. Legyen r € R, ekkor az r elemmel vald jobbszorzds, vagyis az s +— sr leképezés egy xR — R
modulushomomorfizmus. gy x(Jr) vagy nulla, vagy izomorf gJ-vel. Mdsrészt I = Y {Jr : reR}
kétoldali idedl, és igy R egyszerlisége miatt I = R, azaz gR teljesen reducibilis. Mivel gz R izomorf az
rJ példanyainak Osszegével, ezért az el6z6 7.9.21. Gyakorlat miatt minden egyszeri R-modulus izomorf
R J-vel.

7.9.23. Legyen R = A| x - - - x Ay ateljes matrixgy(riik direkt szorzatdra valé felbontas. A 7.9.22. Feladat
allitdsa minden ferdetest folotti teljes matrixgytrtire vonatkozik, hiszen ezek egyszeriiek (5.3.18. Feladat),
és Artin-félék (mert véges dimenzids algebrak), tehat van minimadlis balidedljuk. (A minimadlis balidedljaik
leirdsa a 8.7.10. és a 8.7.12. Feladatokban olvashatd.) A 7.3.23. Feladatban lattuk, hogy hogyan lehet ezt a
gylrdt minimdlis balidedlok direkt 6sszegére bontani.

Legyen tehat J; az A; egy minimdlis balidedlja, ekkor A; el6dll J; példanyainak (direkt) Osszegeként.
Mivel j # i esetén A;J; = 0, ezért r J; is egyszerli modulus, az A; minimalis balideéljai mint R-modulusok
is izomorfak, és gJ; nem izomorf rJ;-vel (hiszen A; masképp hat rajtuk). Ezért ha g R-et eldallitjuk az
Osszes A; minimadlis balidedljainak (vagyis az gJ; balidedloknak) 0sszegeként, akkor éppen k-féle izomor-
fiatipus fog szerepelni. A 7.9.21. Gyakorlat miatt minden egyszerli R-modulus izomorf valamelyik g J;-vel,

és mindegyik R-modulus teljesen reducibilis.

7.9.24. Jelolje J az g R minimélis balidedljainak Osszegét (ha nincs ilyen, akkor J = 0). A Krull-tétel
bizonyitdsahoz (292. oldal) hasonldan latjuk, hogy ha J # R, akkor J része egy K maximalis balidedlnak.
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Ez direkt 6sszeadandd, vagyis kR = K @ N alkalmas N balidedlra. Mivel K maximalis, R R/K =N
egyszeri modulus, vagyis minimaélis balidedl. Ezért N € J C K, ami ellentmondds, azt mutatja, hogy
J = R, vagyis hogy g R teljesen reducibilis.

7.9.25. Tegyiik fol, hogy R = J(R) & B egy B balidedlra. Ekkor 1 = a + b, ahola € J(R) és b € B.
Legyen s inverze 1 — a-nak, akkor 1 = s(1 —a) = sb € B, ésigy B = R, tehat J(R) = {0}.

7.9.26. Az 5.1.23. Gyakorlat szerint Z, a Z, gytriik direkt szorzata, ahol g befutja az n kanonikus alakjaban
szerepl§ primhatvényokat. A Z,-ban csak a 0 és az 1 idempotens, mert ha p* = g | €* — e = e(e — 1),
akkor p az e és e — 1 szamok koziil csak egynek lehet osztéja, és ezért g | e vagy g | e — 1. A direkt
szorzatban egy elem akkor idempotens, ha minden komponense az, ezért Z, idempotenseinek szdma 2,
ahol k az n primosztéinak a szdma.

7.9.27. Nyilvan r = re + r(1 — e), ezért Re + R(1 — e) = R. Tegyiik fol, hogy r € ReN R(1 — e), akkor
r =se =t(1 — e). Jobbrdl e-vel szorozva r = se = se> = t(1 — e)e = t(e — e?) = 0.

7.9.28. Ha e idempotens, r tetszéleges eleme R-nek, akkor (er — ere)?> = 0. Ezért ha R-ben nincs nem
nulla nilpotens elem, akkor er = ere. Ugyanigy re = ere, tehit er = re.






8. fejezet
Altalanos algebrak, halok

8.1. Halok

8.1.2. Ha D C B és D C C, akkor D minden eleme benne van B-ban és C-ben is, tehdt B N C-ben is.
Ezért D € BN C. Részcsoportokra ugyanez a bizonyitds (csak hozz4 kell tenni, hogy H N K, azaz H és K
halmazelméleti metszete szintén részcsoport).

8.1.4. Ha m; és m, is legnagyobb eleme X-nek, akkor m; > m, (mert m; legnagyobb elem és m, € X),
tovabba m, > m; (mert m, legnagyobb elem és m; € X). A rendezés antiszimmetridja miatt tehat m; = mo.
Igy (1) igaz, és ebbdl (2) is vildgos, hiszen az X legnagyobb alsé korldtja az alsé korlatok halmazinak
legnagyobb eleme. Végiil ha m legkisebb eleme X-nek, és m’ als6 korlatja X-nek, akkor m € X miatt
m’ < m, tehat m tényleg legnagyobb alsé korlit.

8.1.6. A rendezés megforditasa is reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, vagyis rendezés. Ami az eredeti
rendezésnél alsé korlat, az a megforditott rendezésnél felsé korlat lesz, egy részhalmaz legnagyobb eleme a
legkisebb elemmé, a maximalis elemei minimalis elemekké valnak.

8.1.8. Az egyetlen, amelyik nem hdlé, a felsé sor jobb oldali eleme, hiszen itt az a és b elemeknek nincs
legkisebb felsd korlatja. Azt, hogy a tobbi hald, vagy ugy igazolhatjuk, hogy az 6sszes elemparnak megke-
ressiik a legnagyobb als6 €s legkisebb felsd korlatjat, vagy pedig tigy, hogy megmutatjuk, hogy egy ismert
halé rajzardl van sz6 (1asd a 8.1.27. és a 8.1.10. Gyakorlatokat). Példaul M3 a Klein-csoport 0sszes részcso-
portjainak a héldja (a 8.1.20. Tételben latjuk majd be, hogy a részcsoportok mindig halét alkotnak).

8.1.10. Ha i < k, akkor {&, k}-nak & a legkisebb eleme, és igy a legnagyobb alsé korlatja (8.1.4. Gyakorlat).
Ugyanigy h Vv k = k (ez a dudlis 4llitds). Ezért barmely két 0sszehasonlithat6 elemnek van legnagyobb alsé
és legkisebb felsd korlatja, és igy minden lanc tényleg hal6. A raciondlis szdmok halmaza a szokdsos
rendezésre olyan lanc, amelyben nincs fedés, hiszen barmely két kiilonboz6 raciondlis szdm kozott van
harmadik.

8.1.12. A C2, a C; és az M5 hdlékban minden nem nulla elem atomok egyesitése és minden 1-t81 kiilon-
bo6z6 elem koatomok metszete. A D;-ben minden elem atomok egyesitése, de nem minden elem koatomok
metszete, a dudlis D,-ben pedig pont forditva.

J1 Egy darab atom természetesen onmagédnak az egytagu egyesitése. Kényelmesebb sz6hasznalatot eredményez, ha

a nullelemet nulla darab atom egyesitésének, az egységelemet pedig nulla darab koatom metszetének tekintjiik
(vo. 8.1.19. Gyakorlat). A fenti utolsé6 mondatban mar hasznaltuk is ezt a konvenciét.

8.1.13. Mivel u,v < u Vv, az u Vv v fels6 korlatja x-nek és y-nak. Az x Vv y legkisebb felsé korlat, tehat
xVy < uVv. A misik allitds az els6nek a dudlisa. Vigyazzunk azonban, az els6 allitds pontos dudlisa
a kovetkez8: x > u ésy > vesetén x Ay > u Av. Igy ahhoz, hogy a masodik 4llitast megkapjuk, még
valtozok cseréjére is sziikség van.

8.1.14. Az asszociativitds azért teljesiil, mert mind (x A y) A z, mind x A(y A z) az {x, y, z} halmaz legna-
gyobb alsé korlatja. Az elnyelési tulajdonsag azért igaz, mert x > x Ay, és igy e két elem legkisebb felsd
korlatja x lesz.

8.1.15. Ha h < k,akkor h vk =k és h Ak = h (8.1.4. Gyakorlat). Megforditva, ha & és k legnagyobb alsé
korlétja h, akkor h alsé korldtja k-nak, vagyis h < k. Ugyanigy h V k = k-b6l is kovetkezik, hogy h < k.
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8.1.17. Legyen y = x Ax. Ekkor x Vy = x V(x Ax), ami (4) miatt x. Messiik el ezt az egyenlGséget
(balrdl) x-szel: x Ax = x A(x V y), és ez (4) miatt ismét x. A bizonyitds dualizdldsaval x v x = x adddik.

8.1.19. Az iires halmaznak minden elem alsé (és fels6) korldtja, hiszen minden x € L és y € (J elemre
tényleg teljesiil, hogy x < y (hiszen ilyen y nincs is). Az lires halmaz legnagyobb alsé korldtja tehat az
L 6sszes elemei koziil a legnagyobb, ami 1;.

41 Akit zavar az el6z6 gondolatmenet, az gondolja végig a kovetkez6t. Tudna-e ellenpéldat adni arra az allitdsra,
hogy az iires halmaznak minden elem alsé korldtja? Egy ilyen ellenpélda az x elem lenne akkor, ha x nem
also korlatja az iires halmaznak. Csak attdl lehetne nem alsé korlat, ha lenne az iires halmaznak egy y eleme,
amelynél x nem lenne kisebb vagy egyenld. De ilyen y nincs, hiszen az iires halmaznak nincs eleme. Hasonlé
jelenséggel mar taldlkoztunk az iires feltétel vizsgdlatakor, a 3.9.7. Kovetkezmény bizonyitdsa utdni megjegy-
zésben. Erdemes elolvasni ezzel kapcsolatban az E.1. szakaszban talalhatd logikai 6sszefoglalot is.

8.1.22. Tegyiik fol, hogy 6, < 6, és x =; y. Ez azt jelenti, hogy x és y a 0; particiénak ugyanabban a
V1 osztdlydban vannak. Mivel 6; < 6,, a V| része egy alkalmas 6,-osztdlynak, és igy x =, y is teljesiil. Meg-
forditva, tegyiik fol, hogy =; részhalmaza =;-nek, vagyis minden x,y € U esetén x =, y — x = y.
Legyen V) egy tetszbleges 0;-osztdly, meg kell mutatni, hogy van olyan V, osztilya 6,-nek, hogy V| C V,.
Legyen x € V| egy tetszbleges elem, és V, az x elem 6,-osztdlya. Annak beldtdsdhoz, hogy V| € V,,
valasszunk egy tetsz6leges y € V) elemet. Ekkor x =, y, és igy a feltételiink szerint x =, y is igaz. Ezért
y benne van az x elem 6,-osztdlydban, vagyis V,-ben.

8.1.24. Az eredmény 14589|23|67.

8.1.25. El6szor a feladat utols6 kérdésére valaszolunk. Tegyiik fol, hogy x €s y kozott van egy olyan sorozat,
amit a feladat lefr, azzal a kiilonbséggel, hogy z¢ és z; kozott nem 6, hanem p szerepel, és azutan kovetkezik
0 és p valtakozva. Ekkor dupldzzuk meg zo-t, €s a kapott elemek koz¢é irjunk 6-t. Ez megtehetd, mert a
0 particiéndl zy egy osztalyban van onmagaval. A kapott, eggyel hosszabb sorozat mar 0-val kezdddik.
Hasonléan javithatjuk ki egy sorozat végét is igy, hogy p-val végz6djon.

Legyen x = y akkor és csak akkor, ha x és y kozott van a feladatban leirt sorozat, belatjuk, hogy = ek-
vivalenciareldcié. A reflexivitds nyilvanvald, hiszen nulla hosszu sorozatokat is vehetiink. A tranzitivitas is
vildgos, hiszen két megfeleld sorozatot egymas utdn flizve ismét megfeleld sorozatot kapunk. A szimmetria
igazoldsdhoz az x és y kozotti sorozatot forditsuk meg, majd egészitsiik ki az el6z6 bekezdésben leirt mo-
don. Igy = tényleg ekvivalenciarel4cié, jeldlje ¥ a hozza tartoz particiét. Meg kell mutatnunk, hogy v a
0 és p legkisebb felsd korlatja.

Ha x 6 y, akkor az (x, y, y) sorozat mutatja, hogy x = y, vagyis 8 < . Hasonléan p < . Ezért
Y fels6 korlat. Ha 0 < ¢’ és p < 9’ teljesiil valamilyen v particiéra, akkor be kell l4tni, hogy ¥ < .
De ez vildgos, mert ha x ¢ y, akkor x és y kozott van a feladatban leirt sorozat, és ennek minden eleme
ugyanabban a y/'-osztalyban kell, hogy legyen.

8.1.27. A kételemti és a haromelemi halmaz 6sszes részhalmazainak héldja a 8.3. dbran (484. oldal) a C%
és a CS halé (ezt a jelolést a direkt szorzat fogalméanak a bemutatdsa utdn magyarazzuk meg). A kételemd
halmaz particiéhdldja a kételemd lanc, a haromelemt halmaz particiohaldja pedig az ugyanezen az abran
taldlhaté M5 halé.

8.1.28. C3, C5, M5, Ns.

8.1.29. Legyen 6 particié az U halmazon, ehhez keresiink egy p komplementumot. Vélasszunk ki a & min-
den osztdlydbdl egyetlen elemet, ezek halmazat jelolje V. A p partici6 osztdlyai legyenek V mellett csupa
egyelemi halmazok. Nyilvdn 6 A p = Oy, és U barmely két x és y eleme kozott van a 8.1.25. Feladatban

leirt sorozat: x-b6l elmegyiink a vele egy 9-osztalyban 1év6 V-beli elembe, innen pedig p mentén az y-nal

sz 2

egy 0-osztilyban 1évS V-beli elembe. Ezért 6 v p = 1y.

8.1.30. A 4.4.25. Gyakorlat miatt az S5 részcsoporthdldja a 8.3. dbrdan (484. oldal) lathaté M3 héldhoz
hasonlit, csak a k6zéps6 sorban nem harom, hanem négy elem van. A Q kvaterniécsoportnak minden
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részcsoportja normdalosztd (4.8.33. Gyakorlat), a normdlosztéhaldja izomorf a D, normélosztéhaldjaval
(v0. 6.1. dbra, 374. oldal a konyvben), és a 8.5. dbrén is lathat6 (488. oldal a konyvben).

Az A, alternal6 csoportnak nincs hatelemi részcsoportja (mert az kett6 index{, és igy normaloszté lenne,
ami a 4.8.33. Gyakorlat szerint lehetetlen). Az egyetlen 2-Sylow részcsoport a Klein-csoporttal izomorf nor-
maloszto, és igy minden 2-hatvany rendi részcsoport ennek része. A fennmaradé nemtrividlis részcsoportok
a négy darab 3-Sylow. A rajz szintén a 8.5. dbran lathato.

8.2. Algebrai struktirak

8.2.4. A részcsoport az, ami a szorzdsra, és az inverzképzésre zart, tovabba egy részcsoport egységeleme
ugyanaz, mint az egész csoporté (lasd 2.2.16. Feladat). Ha az inverzképzést nem vessziik be miiveletnek,
akkor példaul az egész szamok additiv csoportjdnak a pozitiv egészek részhalmaza részalgebrija lesz, de ez
nem részcsoport. Az egységelemet viszont nem sziikséges bevenni miiveletnek, mert egy részalgebra nem
lehet iires, és igy az egységelem megkaphaté hh~! alakban, vagyis minden részalgebrdban benne lesz.

8.2.6. Igen, haldt alkotnak, (amely ,,ugyanigy néz ki”, mint a C% halo), de nem alkotnak részhalot, mert a
metszetképzés kivezet ebbdl a halmazbdl.

8.2.7. Pontosan a lancokban, hiszen {4, k} akkor és csak akkor részhald, ha h és k 6sszehasonlithatd.

8.2.13. Mivel ¢ tartja az egyesitést, o(h VvV k) = @(h) VvV ¢(k). Specidlisan ha h < k, akkor & VvV k = k, ezért
k) = @h) v k) = ¢(h).

8.2.14. Jeldlje a C4 négyelemti lanc elemeit 0 < ¢ < d < 1, és tekintsiik a 8.3. dbrdn (484. oldal) l4that6
C22 hélét. Ha ¢ (0) =0, p(a) = ¢, (b)) = d, ¢(1) = 1, akkor ¢ : Cg — C4 rendezéstart6 bijekcid, de nem
tartja a és b metszetét.

8.2.20. Az illitasokat megfogalmazzuk, az Utmutaté jeloléseit hasznalva, a bizonyitasokat az Olvaséra
hagyjuk. Legyen ¢ : A — C sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja 6.

Ha B részalgebrdja A-nak, akkor ¢ (B) részalgebraja C-nek, és ennek teljes inverz képe ¢-nél éppen a
B[0] részalgebra lesz. Specidlisan az A /6 részalgebrai kdlcsondsen egyértelmid megfeleltetésben allnak az
A azon részalgebrdival, amelyek 6-osztalyok egyesitései.

Ha  kongruencidja C-nek, akkor ¢ osztdlyainak teljes inverz képei kongruenciat alkotnak az A algebrén.
Ez a megfeleltetés kolcsondsen egyértelm, rendezés-, metszet-, és egyesitéstarté a C 9sszes kongruencidi
és az A algebra 6-t tartalmazé kongruencidi kozott.

Elsd izomorfizmustétel: B[0]/60 = B/(B|y).

Mdsodik izomorfizmustétel: (A/0)/(p/0) = A/p.

8.2.21. Legyenek 60; kongruencidk (j € J), és 6 a metszetiik. Ekkor a tetszdleges a, b € A elemek akkor és
csak akkor akkor kongruensek 6-ndl, ha mindegyik 6;-nél kongruensek. Tegyiik f6l, hogy f egy n-valtozos

miivelet, és a; = b; (0) (1 < i =< n). Ekkor minden j € J-re a; = b; (f;). Mivel 6; kongruencia,
flai,...,a,) = f(by,...,b,) (6;). Ez minden j-re igaz, ezért f(ay,...,a,) = f(by,...,b,) (0). Tehit

6 kongruencia.

8.2.30. Az vildgos, hogy 6 o p mindig részhalmaza 6 Vv p-nak. Ha 6 és p folcserélhetdk, akkor a 8.1.25. Fel-
adat megolddsdnak mintdjdra csak azt kell megmutatni, hogy 6 o p mir maga is ekvivalenciareldcié. A ref-
lexivitds nyilvdnval6, a szimmetria azonnal latszik 6 és p folcserélhet6ségébdl. Végiil a tranzitivitds azért
igaz, mert a o miivelet asszociativitdsat felhaszndlva

(Bop)o(@op)=0o(pob)op=0o(@op)op=(@ob)o(pop)=0op,
hiszen 8 00 =60 és po p = p.

8.2.33. Egy kétvaltoz6s miivelet megaddsdhoz az Osszes a * b szorzat értékét meg kell mondani, azaz
4 .4 = 16-féle eredményt. Mindegyiket értéket 4-féleképpen valaszthatjuk, a lehetéségek szama tehat
416 = 4 294 967 296. Azaz t6bb mint négymillidrd ilyen algebra van.
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8.2.34. Csak az eredményeket adjuk meg, néhdny mintabizonyitassal és otlettel. Az (1) és (2) izomorfak
(a négyelemti ciklikus csoporttal). A (9) és (10) is izomorfak a dualitis elve miatt. Mds izomorfia nincs a
felsorolt struktirdk kozott. Ezt a szokdsos mddon, invaridnsok megaddsaval bizonyithatjuk. Példaul kiilon-
valaszthatjuk azokat, amelyek minden eleme idempotens (vagyis minden elemre x * x = x), ezek: (6), (8),
9), (10), (11), (12). Kikereshetjiik azokat, amelyekben van nullelem (azaz 0 % x = x % 0 = 0 minden x-re).
Hasonl6 vilasztoviz az egységelem létezése is. A (3) és (4) azért nem izomorf, mert a (4)-ben minden
szorzat értéke a nullelem. Ezek egyike sem izomorf az (5)-tel, mert az utébbiban van olyan elem, amelynek
hatvanyaiként az 6sszes elem eldall.

A megadott struktirdk kozott nincs egyszer(i. Példaul (5)-6n kongruencia, ha a 27 és a 81 egy osztdlyban
van, a 3 és a9 két egyelemti osztalyban. A (6)-ban x*y = x teljesiil minden x, y-ra, és ezért minden particié
kongruencia (és mellesleg minden részhalmaz részalgebra). A (7)-ben is 0sszeejthetjiik a két konstans
fliggvényt, és kongruenciat kapunk.

Az egy elemmel generdlhat6 struktdirdk az (1), (2), (5). Direkt szorzatra bonthaté a (4), a (6) (ezekben
minden particié kongruencia), a (8) (ez nemcsak félcsoportként, hanem gy(rtiként is izomorf a kételem test
direkt négyzetével), a (9), a (10) és a (12). A bizonyitiashoz a legegyszer(ibb, ha a szerepld struktirdknak
lerajzoljuk a kongruenciahdl6jét, és komplementumokat keresiink.

8.2.35. Ha = halé-kongruencia és a = b, akkor ezt ¢ = c-vel egyesitve és metszve a kivant tulajdonsag
adoédik. Megforditva, ha a gyakorlatban kir6tt tulajdonsédg teljesiil a = ekvivalenciareléciora, és a = b,
c=d,akkora =b-bblavec=>bvcésc=d-bblbvc=bVd kovetkezik, ahonnan a tranzitivitds miatt
aVvc = bvd. A metszetrol sz616 allitas dualizalassal adédik. Ezt a gondolatmenetet érdemes Osszevetni a
8.3.19. Gyakorlat megoldésdval.

8.2.36. Legyen C egy = hal6-kongruencidnak osztdlya. Haa, b € C, akkora = b,igyaVvb =aVa = a,
tehdt a Vv b, és hasonldéan a A b is eleme C-nek. Ezért C részhalé. Tegyiik fol, hogy h <a < késh,k € C.
Ekkor & = k, ahonnan a-val egyesitvea =aVh=aVvk =k Igya e C.

8.2.37. El6szor részletesen megmutatjuk, hogy M; egyszeri hdlé. Tegyiik fol, hogy = egy nem nulla
kongruencia, meg kell mutatnunk, hogy M3 barmely két eleme kongruens. Mivel = nem nulla, van egy nem
egyelemi C osztdlya, amely a 8.2.36. Gyakorlat miatt konvex részhdl6. Mivel C véges, van egy legkisebb
u és egy legnagyobb v eleme. Ha u = 0 és v = 1, akkor C konvexitdsa miatt készen vagyunk. Ha nem,
akkor szimmetriaokokbdl (a dualitdst is ide sorolva) foltehetd, hogy u = 0 és v = a (a 8.3. dbra (484. oldal)
jelolése szerint). Tehata = 0, ahonnan 1 = bVva = b Vv 0 = b, és b helyett c-vel egyesitve 1 = c. De akkor
1 =1A1=bAc=0.Igy akonvexitds miatt =-nek csak egy osztilya van.

Hasonl6 szamoléssal (és megfeleld esetszétvalasztassal) kaphatjuk meg az Ns halé kongruencidit is. Az
eredmény a konyvben, a 8.8. dbrén lathat6 (495. oldal).

Az Ns/(0 A p) a négyelemi C% halé, a 6 és p szerinti faktor pedig a kételemi lanc. A D; és D, ha-
16k kongruenciahdldja is ugyanaz, mint az N5 kongruenciahaldja, és a faktorhaldk is ugyanazok lesznek.
A D esetében a legkisebb nem nulla kongruencia az, amelynél a 0 a b-vel, az a az egyetlen feddjével, a c is
az egyetlen fedgjével esik Ossze, az 1 pedig egyediil van.

A 8.3. dbra (484. oldal) héléi koziil csak az M3 egyszerli. Az abrédn a, b és c-vel jelolt elemek mindegyik
haléban egy minimaélis elemszamu generatorrendszert alkotnak (konnyli megmutatni ugyanis, hogy egy két
elemmel generalt hdlénak maximum négy eleme lehet). Kivétel a D hald, ahol a, b, 0 lesz minimaélis
generatorrendszer. Végiil az dbran szerepl6 halok koziil csak kettd bonthaté nemtrividlisan direkt szorzatra.
A Cj izomorf a kételemdi ldnc direkt négyzetével (ez indokolja a jelolését is). A C; a kételemdi hdl6 direkt
kobével izomorf.

8.2.38. A legfeljebb haromelemi halék lancok (Cy, C,, C3). Négyelem( halé izomorfia erejéig kett6 van,
a lancon kiviil a C3 hdlé. Az dtelem( halok szdma ot, ezek, vagy a dudlisuk a Cs ldnc kivételével mind
szerepelnek a 8.3. dbran (484. oldal).

8.2.39. Az Utmutatéban megadott  miiveletre nézve nincs részalgebra, mert x * x = x —+4 1, és ezért
minden elem generdlja az algebrdt mér erre az egyvéltoz6s miiveletre nézve is. Ha @ < b kongruensek egy
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= kongruencidndl, akkora + 1 =ax (a+ 1) =b* (a+ 1) = a +4 2. Az x * x undris miiveletet tobbszor
alkalmazva adédik, hogy barmely két szomszédos elem kongruens, és igy a tranzitivitds miatt barmely két
elem kongruens.

8.2.40. Tegyiik fol, hogy ay, ..., ay tetszbleges elemei az adott félcsoportnak és s; = aja;...a;_1a;
(az egymds mellé irds a félcsoport miiveletét jeloli). Ha N nagyobb, mint a félcsoport elemszdma, ak-
kor a kapott elemek kozott a skatulyaelv miatt van két egyenld, mondjuk s; = s;, ahol i < j. Legyen

k — 5; minden k-ra. A feltétel szerint ¢” = 0 alkalmas

€ =a;11ai4> ...4aj, ekkor s;e = 5; = s;, ahonnan s;e
n-re, de akkor s; = s;e¢” = 0. Igy pedig aia; . . . ay is nulla. Vagyis minden olyan szorzat nulla, amelyben a

tényez8k szdma tobb, mint a félcsoport elemszama.

8.2.41. Legyen = egy null4tdl kiilonbdzd kongruencia egy véges U halmaz particiéhdl6jan. A 8.2.36. Gya-
korlat szerint minden kongruenciaosztily konvex részhdld, ezért vannak olyan 6 < p particiék az U-n,
amelyek kongruensek. A fedés a particiéhdléban azt jelenti, hogy p a 6 két osztdlydnak egyesitésével kap-
hat6. Legyen a, illetve b eleme ennek a két osztilynak, és ¢ az a particié, amelynek az egyetlen nem
egyelem osztilya {a, b}. Ekkor 6 Vi = p és 6 Ay = Oy. Ezért 6 = p-bdl (Y-vel metszve) Oy = ¢
adodik.

Legyen most V tetszbleges részhalmaza U-nak, amely a és b koziil pontosan egyet tartalmaz, és n az
a particié, amelynek az osztilyai V és U — V. Ekkor n komplementuma ¥ -nek, ezért Oy = 1-bdl n-val
egyesitve n = 1y kovetkezik. Ez minden igy gyartott n komplementumra igaz. Mivel minden =-osztdly
részhald, ezeknek az n komplementumoknak a metszete is kongruens 1y -val. De ez a metszet Oy, hiszen
U barmely két eleme elvdlaszthat6 egy alkalmas V' részhalmazzal.

8.3. Kifejezések, polinomok, szabad algebrak

8.3.3. Nyilvan g(x2, x2) = g1 (nz (x1, X2, x3), 2 (X1, X2, X3)), ezért valtozokat azonosithatunk, tovabba
g3(x3, x1) = g3(m3(x1, X2, X3), 1 (x1, X2, X3)), ami véltozok tetszGleges cserélgetését teszi lehetdvé. Végiil
29((x3) =g (n3 (x1, x2, x3)) bevezeti az extra x; és x, valtozokat. Igy a gyakorlatban szerepld fiiggvény min-
den argumentumat sikeriilt haromvéaltozdssa alakitanunk, vagyis a kompozicié immadr a 8.3.1. Definiciéban
kivant tipusu.

2

8.3.6. Ha M egy (unitér) R-modulus az (egységelemes) R gy(ri folott, akkor a kifejezésfiiggvényei az
rixy + ...+ r,x, alakid fiiggvények. Az nyilvanvald, hogy ezek el@allithaték kompozicio segitségével az
0sszeaddsbol, és az x +— rx alaku skaldrral szorzdsokbdl. Ahhoz, hogy nincs més kifejezésfiiggvény, elég
megmutatni, hogy a fenti alakd fiiggvények halmaza zart a kompoziciéra, és tartalmazza a projekcidkat.
Utébbi vildgos, hiszen az i-edik projekci6 az 1 - x; fliggvény. A kompozicidra zértsdg egyszer(i szimoldssal
adédik: ha egy linedris kombindcidba linedris kombindcidt helyettesitiink, és felbontjuk a zardjeleket, akkor
az eredmény is egy linedris kombin4cio lesz.

8.3.9. Azt kell megmutatni, hogy egy ¢ o (g1, ..., g) kompoziciét, ahol ¢ is tetszéleges, mar kordbban
megkapott kifejezésfiiggvény, eldallithatunk tobb Iépésben tigy, hogy a -t alapmiiveletek kompozicidjara
bontjuk. Ennek formadlis bizonyitdsa a ¢ komplexitdsa szerinti indukcidval, a 8.3.8. Lemma bizonyitasa-
hoz hasonléan torténhet. Azon mulik igazabdl, hogy az altaldnos kompozicio is asszociativ (a megfeleld
értelemben).

8.3.10. A 8.2.16. Definicié kompatibilitdsi feltétele igy fogalmazhaté, hogy ha mindegyik (a;, b;) par
eleme 6-nak, akkor ( flay,...,ay), fby,..., b,,)) is eleme. A direkt szorzatban komponensenként végez-
ziik a miiveleteket, ezért amikor az f (nev(i) miiveletet alkalmazzuk ezekre a parokra, akkor az eredmény
( flay,...,ay), f(by,..., bn)). Vagyis a kompatibilitds feltétele azzal ekvivalens, hogy 6 zart az A x A
alapmiiveleteire, azaz részalgebra.

8.3.11. Legyen f egy n-valtozés miivelet, és b; = ¢(q;) (ha 1 < i < n), ekkor mindegyik (a;, b;) par
eleme ¢ grifjdnak. Az, hogy ¢ homomorfizmus, azt jelenti, hogy ilyenkor ( flay,...,ay), f(by1,..., bn))
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is eleme a ¢ grafjanak. Ez pedig az el6z6 gyakorlat megolddsaban l4tott érvelés szerint azzal ekvivalens,
hogy ez a graf részalgebra A x B-ben.

8.3.14. A 8.3.8. Lemma szerint minden részalgebra zart az Osszes kifejezésfiiggvényre. Ezért azt kell
megmutatni, hogy ha ¢ kifejezésfiiggvény az A-n, akkor ¢-t komponensenként alkalmazva az A" direkt
hatvany egy kifejezésfiiggvényét kapjuk. Ez nyilvanvald, hiszen az alapmiiveleteket a direkt hatvanyban
komponensenként alkalmazzuk (s6t az is vildgos, hogy az A”-nek nincs is mas kifejezésfiiggvénye). (Ehhez
hasonléan irhatjuk le az A x B direkt szorzat kifejezésfiiggvényeit is, 1dsd 8.3.23. Gyakorlat.)

8.3.15. Mir lattuk, hogy minden kifejezésfiiggvény monoton. A megforditdshoz adott (a;, ..., a,) € A"
esetén legyen f (x|, ..., x,) egy n tagi ES, amelynek az i-edik tagja x; ha a; = 1, és —x; ha a; = 0. Ekkor
nyilvan f(ay,...,a,) = 1, és a tobbi A"-beli helyen f értéke 0. Egy tetszGleges g : A" — A fiiggvényt
ugy kaphatunk, hogy minden olyan A”-beli helyhez, ahol a g értéke 1, legyartjuk az iménti f fiiggvényt, és
ezeket 0sszeVAGYoljuk.

8.3.16. Legyen g monoton fiiggvény. Minden olyan (aj, ...,a,) € A" helyhez, ahol g értéke 1, készi-
tink egy f(xy,...,x,) fliggvényt, ami az ES-e azoknak az x; véltozknak, melyekre a; = 1. Ezeknek a
fliggvényeknek az 6sszeVAGYoltja megfeleld lesz.

8.3.18. Ha a 8.3.6. Gyakorlat képletében néhany x; helyébe konstansokat irunk, akkor a kivant eredmény
jon ki, modulusok esetében r1x; + ... + r,x, + ¢, ahol ¢ tetszbleges eleme a modulusnak.

8.3.19. Legyen p(xy,...,x,) = t(xq,...,X,,d1,...,a;) egy polinomfiiggvénye az A algebranak, ahol
t egy kifejezésfiiggvény, ay,...,a, € A pedig rogzitett elemek. Mivel minden 6 kongruencia reflexiv
relacié, az (a;, a;) parok elemei 8-nak. A 8.3.14. Gyakorlat miatt r meg6rzi a 0 részalgebrat, és igy p is
megdrzi azt.

Megforditva, tegyiik fol, hogy egy = ekvivalenciarelaciét az A minden egyvaltozds polinomfiiggvénye
megdriz, meg kell mutatni, hogy = kompatibilis. Az egyszeriibb jelolés érdekében haromvaltozés f alap-
miiveletre szoritkozunk (a kétvéltozos eset a 8.2.35. Gyakorlat megolddsiban szerepel). Haa; = by, a, = b,
és az = b3, akkor

flar, az,a3) = f(by, a2, a3)
mert az f(x, a;, a3) egyvaltozos polinomfiiggvény, és igy megorzi az = relaciét. Szintén egyvaltozds poli-
nomfiiggvény az f(by, x, az) és az f(by, by, x) is, és ezért

f(bi,a2,a3) = f (b1, by, a3) = f(by, by, b3).

Ezzel a kompatibilitast igazoltuk. Lathatjuk, hogy elegendd lenne csak nagyon specidlis polinomfiiggvé-
nyekrdl foltenni, hogy tartjak az = relaciét: azokrél, amelyek az alapmiiveletekbdl gy keletkeznek, hogy
egy kivételével az Osszes véltozdjuk helyébe konstansokat frunk. Azt is ldthatjuk, hogy = tranzitivitdsa
fontos szerepet jatszik.

A 8.2.23. Tétel pontosabb bizonyitdsdban a most bizonyitott észrevétel azért segit, mert ha tekintjiik
a bizonyitasban szereplé 6§ — p sorozatot a és b kozott, és alkalmazunk rd egy tetszdleges egyvaltozds
polinomfiiggvényt, akkor nyilvdnvaléan ugyanilyen tipust sorozatot kapunk. Igy pedig az olyan (a, b)
parok halmaza, amelyek kozott van ilyen sorozat, kompatibilis relacié (és igy kongruencia) lesz.

8.3.23. Az elsé éllitas vildgos abbdl, hogy a direkt szorzatban a miiveleteket komponensenként végezziik.
A masodik allitds abbdl kovetkezik, hogy a homomorfizmusok pontosan azok, amelyeknek gréfja részal-
gebra (8.3.11. Gyakorlat), és hogy a részalgebrakat tartjak a kifejezésfiiggvények is (8.3.8. Lemma).

8.3.25. Mivel G € X és F szabad, 1étezik egy olyan ¢ : F — G homomorfizmus, amely X-en az identikus
leképezés. Hasonldan 1étezik egy ¥ : G — F homomorfizmus is, amely X-en az identitds. Ahhoz, hogy
F és G izomorfak, elég beldtni, hogy ¢ o ¥ = idg és ¢ o ¢ = idp. Ez azért igaz, mert ezek a kompozicidk
a G, illetve az F algebra X generatorrendszerén az identitassal egyenldk (és egy generatorrendszeren felvett
értékek a homomorfizmust méar meghatdrozzak, lasd a 4.6.9. Gyakorlatra adott masodik megoldést).
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8.3.28. Konnyli meggondolni, hogy egymadsba helyettesitgetésekkel megkapjuk az 6sszes olyan x; 4. . . +x;
alaku fiiggvényt, ahol k pératlan, tovdbbd hogy masmilyen fiiggvényt mar nem kapunk. Pontosabban: az
0sszes olyan fiiggvényt kapjuk, amely paratlan sok valtozé osszege (mint példaul x3 + x4 + x7).

Ez azonban nem jelenti azt, hogy a klénban példaul kétvaltozés fiiggvény egyéltalan nincs! Hiszen az
X, eleme a klonnak, és ez kétvaltozés fliiggvénynek is tekinthetd, ahol a véltozok x; és x; (csak éppen az
elsd véltoz6jatdl nem fiigg; ez valdjaban a 7 projekcid). Ezért az dsszes olyan kifejezésfiiggvényt, amely-
nek véltozéi x4, ..., x,, Ugy kaphatjuk meg, hogy kivélasztunk e valtozok koéziil paratlan sokat, és azokat
osszeadjuk. Igy az n-viltozés fiiggvények szdma nem mds, mint egy n elemi halmaz paratlan elemszama
részhalmazainak szdma, vagyis 2" ! (E.2.4. Tétel).

Ha a polinomokat akarjuk megszdmolni, akkor vegyiik észre, hogy x + z is polinom, hiszen az alapm{ve-
letbe szabad y helyére nullét helyettesiteni. Vagyis az dsszeadds polinom, és persze a skaldrral valé szorzés
is, hiszen az vagy konstans nulla, vagy pedig az 1 - x = x fiiggvény, vagyis az identitds (ami projekcio).
Tehat ennek az algebrdnak a polinomjai ugyanazok, mint a kételemd test folotti egydimenzids vektortéré,
és ezeket a 8.3.18. Gyakorlatban mdr lefrtuk. A Ayx; + ...+ A,x, + v képletben mindegyik A; skaldr, és a
v elem is kétféleképpen valaszthatd, vagyis az n-valtozés polinomok szdma 2"+

8.3.29. Egy 1 elemmel generalt halé csak egyelemi lehet, hiszen minden egyelemi részhalmaz részhald
(a miiveletek idempotencidja miatt). Hasonl6an, ha egy hélét az a és b elemek generdlnak, akkor maximum
négy eleme lehet: a, b, a A b és a v b (hiszen ezek biztosan részhdlét alkotnak).

Megmutatjuk, hogy a 8.3. dbrdn (484. oldal) lathaté C; halét az a és b elemei szabadon generaljak.
Ha ugyanis L tetszSleges hdld, és ¢, d € L, akkoraza ¢ : C; — L leképezés, amelyre ¢(a) = ¢, p(b) = d,
9(0) =cAd, (1) = ¢ vd, konnyen ellendrizhetéen hdléhomomorfizmus.

s

8.3.30. Az Utmutatéban megadott gyiiriik azért szabadok, mert egy polinomba tetszGleges értékeket be sza-
bad helyettesiteni, és ez a hozzarendelés homomorfizmus (ldsd a 2.4.28. és a 2.6.9. Gyakorlatokat). Ezekben
a gyakorlatokban csak az alaptest elemeit helyettesitettiik, de ugyandgy igazolhatd, hogy tetsz6leges kom-
mutativ gyir{ elemeit is helyettesithetjiik (az egyvaltozos eset a 2.4.30. Gyakorlat). Az egész egyiitthatokkal
nincs probléma, hiszen gyfirlielem egész szdmszorosat definidltuk a 2.2.19. Definiciéban. A konstans taggal
csak egységelemes gytird esetében kell foglalkoznunk, ekkor az n konstans taghoz az egységelem n-szeresét
rendelhetjiik.

8.3.31. Az Utmutatéban megadott % miiveletre x % x = x + 1, ezt i-szer alkalmazva kapjuk, hogy x + i
kifejezésfiiggvény minden i-re. Specidlisan i = k — 1 esetén az x — x — 1 fiiggvény adddik, és igy
min(x, y) = x x y — 1 is kifejezésfiiggvény. Ezt tobbszor onmagéba helyettesitve a sokviltozés minimum-
fiiggvényt is megkapjuk. Mivel x, x 4+, 1,x 4+ 2,...,x 4+, (k — 1) minimuma tetsz6leges x esetén O,
ezért a konstans nulla fiiggvény is kifejezésfiliggvény, és igy x 4 i alkalmazdsaval lathatjuk, hogy az 6sszes
konstans fiiggvény is az.

Ha O <i < k — 1, akkor fi(x) = min(1,x —; i) — 1 értéke i-nél k — 1, mdsutt nulla. Legyen

(ai, ..., a,) € A" tetszdleges, akkor az f,, (x;) fiiggvények minimuma (ay, ..., a,)-nél kK — 1, mdsutt nulla.
Ezt a fiiggvényt a min és a konstansok segitségével az (ay, ..., a,) = a helyen el6re adott b magassaguira

vaghatjuk, jelolje a kapott kifejezésfiiggvényt f, ».

Ha g : A" — A tetszbleges fiiggvény, akkor minden a helyhez készitsiik el a fenti f,; kifejezésfiigg-
vényt, ahol b = g(a). Az Utmutatébeli v(x, y) kifejezésfiiggvényre v(0,x) = v(x,0) = v(x,x) = x
teljesiil. Ezért a fenti f,, fiiggvényeket a v segitségével tetsz6leges sorrendben ,,0ssze VAGYolva” végiil
g addédik (minden 1épésben a g-t eggyel tobb helyen interpoldld, médsutt azonosan nulla kifejezésfiiggvényt
kapunk).

8.4. Varietasok

8.4.3. A részalgebrikra vonatkozé allitas nyilvanvald, hiszen csak kevesebb egyenl8séget kell ellendrizni.
A homomorf képre vonatkoz6 allitds abbdl kovetkezik, hogy a homomorfizmusok tartjdk a kifejezésfiiggvé-
nyeket (8.3.23. Gyakorlat). Ugyanebben a gyakorlatban leifrtuk az A x B direkt szorzat kifejezésfiiggvényeit,
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amibdl vildgos a (kéttényezs) direkt szorzatra vonatkoz6 allits is. Tobb (akar végtelen sok) tényezd esetén
a bizonyitds ugyanaz (hiszen a formalis kifejezéseket itt is komponensenként kell kiértékelni, hogy a direkt
szorzat kifejezésfiiggvényeit megkapjuk).

8.4.4. A testek, illetve a nullosztomentes gylriik osztidlya nem zért a direkt szorzat képzésére, példaul R x R
nem nullosztémentes (mert (1, 0) - (0, 1) = (0, 0)), és igy nem is test. Ha a csoportok definiciéjdban csak
a szorzst tekintjiik miveletnek, akkor nem kapunk varietdst, péld4ul a Z" csoportnak ekkor részalgebrajat
alkotjék a pozitiv egészek, ami nem csoport. Tehdt a csoportok azonossdgokkal valé definicidjdhoz az
inverzképzésre, mint miiveletre is sziikség van.

8.4.6. Ha az azonossig mindeniitt teljesiil, akkor a szabad algebrdk generatorain is. Megforditva, tegyiik
fol, hogy ¢ (x1,...,x,) = 5 (x1,...,x,). Annak igazoldsdhoz, hogy a 1 ~ 1, azonossdg az A algebra
ai, ..., a, elemein is teljesiil, tekintsiink egy olyan ¢ : F — A homomorfizmust, amelyre ¢(x;) = q;
minden i-re, és haszndljuk fol, hogy ez tartja a kifejezésfiiggvényeket.

8.4.8. A (4) és (5) nyilvanval6 (példaul homomorf kép homomorf képe az eredeti algebrdanak is homomorf
képe, mert két sziirjektiv homomorfizmus kompoziciéja is sziirjektiv homomorfizmus). Az (1) abbdl ko-
vetkezik, hogy a homomorf kép egy részalgebrija a sajét teljes inverz képének a képe (8.2.20. Feladat). Ha
¢ : A; — B; sziirjektiv homomorfizmusok, akkor definidljuk a ¢ leképezést a [ A; direkt szorzatrdl a
[ [ B; direkt szorzatba komponensenként, ez is nyilvan sziirjektiv homomorfizmus lesz, igy (2) is igaz. Ha
B; < A, részalgebrék, akkor [ [ B; nyilvan részalgebrdja [ [ A;-nek, ami (3)-at bizonyitja. A (6) végiggon-
dol4sét az Olvasora hagyjuk, de megjegyezziik, hogy ez az éllitds felfoghat6 egy 4ltaldnos asszociativitdsi
szabdlynak is a direkt szorzatra nézve.
A HSP(X) azért zart a direkt szorzatra, mert

PHSP(X) CHPSP(KX) CHSPP(KX) CHSP(X)

a most bizonyitott (2), (3) és (6) miatt. Hasonléan lathatjuk, hogy H S P(KX) zart a részalgebraképzésre és
a homomorf képre is.

8.4.10. Csak azt mutatjuk meg, hogy X szabad generatorrendszer P(KX) folott (a részalgebrara és homomorf
képre vonatkozo 4llitds igazoldsa hasonld, de sokkal egyszer(ibb). Legyen A = [],_; A; direkt szorzat, ahol
A e K,és ¢ : X — A tetszbleges leképezés. Ekkor a feltétel szerint a m; o ¢ : X — A; leképezések
(ahol mr; az i-edik projekcid) kiterjeszthetSk egy-egy ¢; : F — A; homomorfizmussa. Legyen t € F esetén
o () =(..,;(t),...). Ekkora ¢* : F — A homomorfizmus a ¢ keresett kiterjesztése.

8.4.11. A 8.3.27. Kovetkezmény miatt a K folotti végesen generdlt szabad algebrak végesek. Ezek az
algebrak szabadok a V(XK) folott is (8.4.10. Gyakorlat), és homomorf képiikként a varietds minden végesen
generalt algebraja megkaphato.

8.4.18. Az M3, Ns, Dy és D, halék szubdirekt irreducibilisek (s6t M3 egyszer( is) a 8.2.37. Gyakorlat miatt:
a 8.8. dbrdn (megolddsok, 495. oldal) 6 A p-val cimkézett kongruencia lesz a monolit (8.4.14. Lemma).

8.4.19. A C[x] gyfirii C példanyainak (tehat egyszer(i gytriiknek) a szubdirekt szorzatdra is felbonthatd
a kovetkezoképpen. Vegyiik az (x — ¢) alakd féidedlok halmazat, ahol ¢ befutja a komplex szamokat.
Az ezek szerinti faktor C-vel izomorf, és igy elég megmutatni, hogy ezeknek az idedloknak (0) a met-
szete (8.4.15. Kovetkezmény). Ez azért igaz, mert tetsz6leges nem nulla f polinomhoz van olyan ¢, hogy
f(c) # 0 (hiszen f-nek csak véges sok gyoke van), és ekkor f ¢ (x — c).

Ha R a pdratlan nevezdjii tortek gyfirtije, akkor 4lljon I, azokbdl a tortekbdl, amelyek szdmlaléja 2*-nal
oszthat6. Az I idedlok metszete (0), és igy szubdirekt felbontast adnak. Konnyi belétni, hogy R/ = Z«
(a Z;Fk csoportban ugyanis minden pératlan szimmal korlatlanul oszthatunk, l4dsd 7.7.15. Gyakorlat). De
Zox szubdirekt irreducibilis gyfir(, hiszen a kongruenciah4léja lanc (az idedlok a 2% osztéinak felelnek meg
a 4.3.27. Allitds miatt).

8.4.20. Ha p prim, akkor mind a Z;k ciklikus, mind a Z,~ kvaziciklikus csoport szubdirekt irreducibilis,

hiszen az egyetlen p rendii részcsoportjukat minden nem nulla részcsoport tartalmazza a 4.3.27. Allitas,
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illetve a 7.7.17. Gyakorlat miatt. Megmutatjuk, hogy ha A egy szubdirekt irreducibilis Abel-csoport, akkor
A vagy p-hatvanyrendi ciklikus csoport, vagy a Z,~ kvaziciklikus csoporttal izomorf , ahol p alkalmas
primszam. Ez ,elemien” is bizonyithaté (4.9.39. Feladat), gyorsabb azonban, ha felhasznaljuk a véges
Abel-csoportok alaptételét.

Legyen M az A monolitja. Mivel Abel-csoportban minden részcsoport normalosztd, az A minden nem-
trividlis B részcsoportja tartalmazza M -et, specidlisan mindegyik ilyen B részcsoport is szubdirekt irreduci-
bilis. Innen egyrészt kovetkezik, hogy M-nek csak a két trividlis részcsoportja van, és igy p rendd ciklikus,
ahol p prim, mésrészt ha B véges, akkor a véges Abel-csoportok alaptétele miatt primhatvanyrendi ciklikus
csoportok direkt szorzata, és igy a szubdirekt irreducibilitds miatt p-hatvdnyrendi ciklikus.

Ha g € A, akkor a g 4ltal generdlt ciklikus csoport tartalmazza M-et, igy g rendje véges, és ezért az
el6z6 megjegyzés miatt p-nek hatvanya. Ha h is eleme A-nak, akkor a (g, i) részcsoport is véges, igy
p-hatvanyrendi ciklikus, ezért g és h koziil a kisebb vagy egyenld rendii hatvdnya a mdasiknak. Igy ha
A végtelen, akkor van akdrmilyen nagy rendd eleme, és ezért felépithetjiik elemek egy végtelen ay, ay, . . .
sorozatit, ahol a; rendje p*, és pa,; = a; minden k-ra (fel kell haszndlni, hogy p-csoportban a p-hez
relativ prim egészekkel szabad osztani). Konny(i meggondolni, hogy az ezek 4ltal generalt C részcsoport
kvaziciklikus lesz. A C részcsoport tartalmazza A Osszes elemét, mert ha g € A — C lenne, amelynek

o~ 2z

rendje p¥, akkor a C-beli egyik p*-rendii elemnek g hatvinya az el6z6 megjegyzések szerint.

8.4.21. Az Abel-csoportok kozott a szabadok pontosan a Z* példanyainak direkt 6sszegei (7.2.15. Tétel),
és ezek a Z* direkt hatvanyainak részcsoportjai, tehat benne vannak a Z* 4ltal generalt varietdsban. Ezért
7 az Abel-csoportok varietdsat generélja.

A Z, mint gylrd, a kommutativ gy{iriik varietdsat generdlja (ha az egységelemet miivelettel jeloljiik ki,
akkor az egységelemesekét). Ehhez elég a szabad gyfiriket, vagyis a Z folotti polinomgytriket generalni
(ha az egységelem nem mivelet, akkor a konstans tag nélkiili polinomok gyfirit). A 8.4.19. Gyakorlat meg-
olddsdhoz hasonldan jarunk el. Ha R egy ilyen polinomgyfird, akkor a hatdrozatlanok helyére tetszleges
egész szdmokat helyettesitve egy homomorfizmust kapunk Z egy részgytrdjébe. Elég megmutatni, hogy
ezek magjainak a metszete nulla, mert akkor R a Z részgyf(iriinek szubdirekt szorzata lesz. Azt kell tehat
belatni, hogy ha p(x1, ..., x,) egész egyiitthatés nem nulla polinom, akkor alkalmas (egész) helyettesitésre
az értéke nem nulla. Ez kovetkezik a tobbhatarozatlant polinomok azonosséagi tételébdl (2.6.10. Feladat).

JJ Valgjaban arrél van sz6, hogy ha f ~ g egy azonossag kommutativ gyir{ik kozott, amely nem teljesiil minden

kommutativ gy{iriben (vagyis az f és g polinomok nem azonosak), akkor ez az azonossdg mar Z-ben sem
teljesiil. Ezt pontosan az mutatja, hogy f — g egészek alkalmas helyettesitésére nem lesz nulla.

8.4.22. Adjuk meg a D, diédercsoportot az ( f,t | f*=1t>=1, ft =tf~"') definidlé reldcidkkal, és
legyen N = {(1, 1), (f%, f*)}. Ez normdloszté a Dy x Dy csoportban, a szerinte vett faktorcsoportnak
i = (f,t)N és j = (1, f)N elemei, és az altaluk generalt csoport konnyen lathatéan Q-val izomorf
(a 4.10.15. Példa allitasat is felhasznalva).

Hasonl6an legyen a Q csoport az (i, j | i* = j*=1, i> = j? ij = ji~') definidlé reliciékkal meg-
adva, és K = {(1,1), (—1, —1)}. Ez normdloszté a Q x Q csoportban, a szerinte vett faktorcsoportnak
f =G DK ést=(j,j)K elemei, és az dltaluk generdlt csoport konnyen lathatéan D4-gyel izomorf.
8.4.23. A D; diédercsoportban Lagrange tétele miatt teljesiil az x® = 1 azonossdg. Igy az x? elem biztosan
forgatds, és mivel barmely két forgatds folcserélhetd, igaz az x%y? = y%x? azonossdg is. Megforditva,
belatjuk hogy ez a két azonosség olyan 'V csoportvarietdst ad meg, amelyben csak Z3, Z7 és D3 szubdirekt
irreducibilis. Ebbdl persze kovetkezik, hogy a 'V varietdst a D3 generdlja, hiszen Z;, Z;r € S(Ds), ésigy
készen lesziink. A 8.4.20. Feladat miatt minden szubdirekt irreducibilis Abel-csoport primhatvanyrendi
ciklikus, vagy kvéziciklikus. Az x® = 1 azonossdgot ezek koziil csak Z; és Z;’ teljesiti. Tegyiik fol, hogy
G € 'V szubdirekt irreducibilis, nemkommutativ csoport. Azt kell megmutatnunk, hogy G = Ds.

Legyen N az x? alakd elemek 4ltal generdlt részcsoport G-ben. Ez kommutativ, és minden elemének a
kobe 1 a két azonossdg miatt. Vagyis N egy elemi 3-csoport, ami normélosztd is, hiszen a generatorainak
(a G négyzetelemeinek) a halmaza zart a konjugéldsra. Tovdbba az ' = G/N csoportban minden elem
négyzete az egységelem, igy F kommutativ (4.3.40. Feladat), vagyis elemi Abel-féle 2-csoport.
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Legyen r masodrendd eleme G-nek. Az N tekinthetd Z; folotti vektortérnek, amelyen a ¢ konjugaldssal
hat, és ez a hatds egy A linedris transzforméacié N-en. Legyen N, azoknak az N-beli v elemeknek a halmaza,
melyekre A(v) = v, és N_ azoké a v elemeké, amelyekre A(v) = —v (additiv irdsmédban, vagyis amelyek
a t-vel val6 konjugdldskor az inverziikbe mennek). Ezek tehat az 1-hez és a —1-hez tartozé sajatalterek.
A direkt Osszegiik az egész N, mert tetsz6leges v € N esetén

v+ A(w) v—A®W)

= N N_
v ) + 2 e Ny +

(ne feledjiik, hogy Zs folott szabad 2-vel osztani, és hogy A?(v) = v). Beldtjuk, hogy N, és N_ normal-
osztok G-ben.

Valéban, ha g € G és B a g-vel val6 konjugdlds mint linedris transzformacidé N-en, akkor elég megmu-
tatni, hogy B €s A folcserélhetSk, mert linedris algebrabdl tudjuk (€s konny( bizonyitani), hogy ilyenkor
A minden sajétaltere, tehdt N, és N_ is B-invaridns, vagyis zart a g-vel val6 konjugdlasra. Azt kell tehét
megmutatni, hogy gt és tg ugyanigy hat N-en, vagyis hogy [g,t] = gt(tg)~! trividlisan hat. De ez igaz,
mert G/N és N is kommutativ (és igy [g, ¢] € N). Tehat Ny és N_ tényleg normalosztok.

Mivel G szubdirekt irreducibilis, nem lehet két nemtrividlis normdlosztéja, amik csak az egységelemben
metszik egymast. Ezért N, €s N_ egyike csak az egységelembdl all. Belattuk tehat, hogy egy tetszbleges
¢t masodrenddi elem vagy folcserélhetd N minden elemével, vagy pedig N minden elemét az inverzébe
konjugdlja. Ez val6jaban G minden elemére igaz, hiszen ha g € G, akkor g = g3g*, itt g* mésodrendii
(vagy az egységelem), és g* € N, vagyis N kommutativitdsa miatt g ugyantgy hat N-en, mint g. Ekkor
viszont N minden részcsoportja zart a konjugalasra, vagyis normaloszté. De G szubdirekt irreducibilis, igy
N elemszama legfeljebb 3. Masfel6l viszont N nem lehet egyelem, mert akkor G = G/N kommutativ
lenne. Igy |N| = 3.

A kovetkezd 1épésben belatjuk, hogy ha ¢ olyan mdsodrendd elem, amely N-en trividlisan hat, akkor
t benne van G centrumdban. Legyen g € G tetszSleges és s = g°, ekkor s> = 1. Mivel N tartalmazza
G mindegyik elemének a négyzetét, ¢ folcserélhets g*-nel, és igy g = g3 g* miatt elég beldtni, hogy st = ts.
A t folcserélhetd (st)*-nel is, mert ez is négyzetelem, és mivel (s1)® = 1, ezért

1 = (st)(st)(st)(st)(st)(st) = (sts)t(st)(st)(st)(st) =
= (sts)(st)(st)(st)(st)t = tsts,

hiszen ss = tt = 1. Innen balrdl ¢-vel, jobbrdl s-sel szorozva ts = ttstss = st. Tehdt ¢ tényleg a
centrumban van.

Igy viszont {1, r} norméloszt, ami N-et csak az egységelemben metszi. Ez ellentmond annak, hogy
G szubdirekt irreducibilis, tehdt ilyen ¢ elem nincs. Ez azonban azt jelenti, hogy N-en csak N elemei
hathatnak trividlisan. Ha ugyanis a g elem trividlisan hat, akkor g = g3g* és g* € N miatt t = g% is
trividlisan hat. Igy 7 nem lehet masodrendd, de 1> = 1, vagyis r = 1, és akkor g = g* € N. Belattuk tehat,
hogy N centralizdtora csak onmaga, és minden kiilsé elem invertdlasként hat N-en.

Mivel G nem kommutativ, G # N, vagyis létezik egy g € G — N elem. Legyen t = g>. Ekkor ¢ ¢ N,
hiszen g = g*g>, és g* € N. Igy r méasodrendd, és az eddigiek miatt invertdlasként hat N-en. A bizonyités
befejezéséhez tehat elég megmutatni, hogy G hatelemd csoport, hiszen akkor G = (t, N), és G teljesiti
a D; definidl6 reldciGit (4.10.15. Példa). Legyen h ¢ N, akkor h és t is invertdldsként hat N-en. Igy
h~'t identikusan hat, vagyis az el6z6ek miatt h~'t € N, ésigy h € tN. Ezért tN az egyetlen N-en kiviili
mellékosztily.

J1 A fenti bizonyitds elemi, amennyire lehet, komolyabb eszkozokkel kicsit rovidithetd lenne. Példaul a fenti
(s1)%-0s szamolds a kovetkezképpen tiszhaté meg. Legyen H az N, 1 és g 4ltal generilt részcsoport, ez véges
(mert H/N végesen generdlt Abel-féle torzidcsoport). Jeldlje P a H csoportnak azt a 2-Sylow részcsoportjat,
ami a masodrendd ¢ elemet tartalmazza. A P Abel, hiszen minden P-beli elem négyzete az egységelem az
x% = 1 azonossag miatt. Tovabbd P és N generilja H-t. A ¢ viszont folcserélhet P elemeivel, és ha trividlisan
hat N-en, akkor N elemeivel is, és igy a H Osszes elemével, specidlisan g-vel is. Ez minden g-re elmondhato,
tehdt ¢ a centrumban van.
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Az utolsé bekezdés szdmoldsa helyett mondhatnank azt, hogy F = G/N minden gN eleméhez rendeljiik
hozza a g-vel val6 konjugdldst, mint N automorfizmusit. Ez joldefinidlt, azaz g/N elemei ugyantigy hatnak
N-en, hiszen N Abel. A kapott homomorfizmus magja trividlis, hiszen kiils6 elem nem hat identikusan N-en.
A homomorfizmustétel miatt F' izomorf N automorfizmus-csoportjival, ami kételem.

8.4.24. Az Utmutatéban bevezetett jeloléseket hasznaljuk.

JJ Az alabbi bizonyitast sokkal konnyebb elképzelni abban az esetben, amikor az I index-halmaz elemei a pozitiv
egészek, és az A; részalgebrdkra Ay € A, C ... teljesiil. Ebben az esetben az olyan ¢ sorozatokrdl van
sz6, amelyek valamett6l kezdve konstansok, és ¢ ezt a konstans értéket rendeli a sorozathoz. Erre példa a
Z poo kviziciklikus csoport, ahol az A; egyre novekvd p-hatvanyrendi ciklikus csoportok.

A ¢ joldefinidltsagat a kovetkez6képpen igazoljuk. Tegylik fol, hogy a ¢ sorozathoz iy €s i, is megfeleld
index, meg kell mutatni, hogy ¢;, = ¢;,. Az A;, és A;, is végesen generdlt, és ezért a generdtorrendszereiket
egyesitve egy olyan végesen generalt A ; részalgebrit kapunk, amely A; -et és A;,-t is tartalmazza. A feltétel
szerint ekkor ¢;, = ¢; = ¢;,. Most belétjuk, hogy ¢ sziirjektiv. Legyen ¢ eleme A-nak, A; a c dltal generalt
részalgebra, €s ¢ az a sorozat, amelyben A; C A esetén ¢; = c, a tobbi helyen pedig a ¢; értéke tetszlleges.
Ez nyilvan C-beli, és a ¢-nél vett képe c. Végiil megmutatjuk, hogy ¢ homomorfizmus. Legyen f az
egyszer( jelolés kedvéért kétvaltozds miivelet, és ¢, d € C. Ha a C definicidjaban szerepld index e sorozatok
esetében rendre i és k, akkor 1étezik olyan £, hogy A;, Ay € A,. A ¢ definicidja szerint ¢(¢) = ¢; = ¢
és ¢(d) = d;, = d,. Tovabba az f(c, d) sorozat is ,,majdnem konstans” £-t6l kezdve, és e konstans értéke
f(ce,dy) (hiszen Ay C Aj esetén f(c, d)-nek a j-edik komponense f(c;,d;) = f(ce, dy)). Ezért

o(fle.d) = flee, do) = f(p(e), p(@),

azaz @ tartja az f miveletet.

8.4.25. Az nyilvanvald, hogy a felsorolt azonossagok igazak J -ban (8.4.6. Gyakorlat). Azt kell belatni,
hogy ha egy A algebraban a felsorolt azonossdgok igazak, akkor A € K. Ehhez elég igazolni, hogy az
A végesen generdlt részalgebrdi K -ban vannak (8.4.24. Feladat). Legyen B = (b, ..., b,) olyan algebra,
amelyben a felsorolt azonossdgok igazak. Az F szabad algebra elemei 7 (xy, ..., x,) alakdak, ahol ¢ egy
formadlis kifejezés. Legyen ¢ : F — B az a leképezés, amely a tf(x1,...,x,)-hezatB8b,,...,b,) € B
elemet rendeli. A ¢ jéldefinialt, mert ha tlF (X1,...,x,) = IZF (x1,...,x,), akkor B-ben a feltevés szerint
igaz a t; & t, azonossag, és ezért tlB (by,...,by) = tzB (b1, ...,by). A ¢igazdndibdl a by, ..., b, elemek
behelyettesitése, tehdt homomorfizmus (8.3.21. Allitas), és sziirjektiv is, mert generdtorrendszert generétor-
rendszerbe visz. igy B homomorf képe F-nek, ezért benne van K -ban.

8.5. Disztributiv halok és Boole-algebrak

85.1. Az xAy)Vz = (xVz)A(yVz) azonossdg azt fejezi ki, hogy metszetbe tagonként lehet ,,be-
egyesiteni”. Ezt a mdsodik azonossdg jobb oldaldn taldlhaté els6 metszetre alkalmazhatjuk:

(XADVIAD = (xVOAD)A(zVIAD) = (x V(Y AD) Az

az elnyelési tulajdonsag miatt. A nagy zaréjel metszetébe be-egyesitve (vagyis az elsd azonossdgot még
egyszer alkalmazva) ez a kovetkezdvel egyenld:

(VA VD)AZ= @ VYA((Xx VD AZ) =@ VY AZ
ismét az elnyelési tulajdonsdg miatt. fgy a mdsodik azonossdgot beldttuk az elsébsl. A forditott irdnyd
bizonyitds a most leirt gondolatmenet dudlisa.
8.5.3. Az dbran megadott elemekre az M3 esetében
c=0vec=(a@nb)yvc#@Vvec)Abve)=1A1=1.

Az N5 esetében
a=0va=(cAb)va# (cVva)A(bva)=cAr]l=c.
Tehat egyik hal6 sem teljesiti az 8.5.1. Gyakorlatban folirt els azonossagot.
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854.Haa=(...,a;,...) € C¥, akkor mindegyik a; értéke O vagy 1. Rendeljiik hozz4 ehhez az elemhez
azoknak az i € X indexeknek a halmazit, ahol a; = 1. Ez a hozzdrendelés bijektiv: az ¥ € X halmazhoz
a CX-nek az az eleme tartozik, amelynek az Y-beli helyekhez tartozé koordintdja 1, a tobbi nulla. De
mindkét irdnyban rendezéstart6 is, mert a < b azt jelenti, hogy minden i-re a; < b;, és ez azzal ekvivalens,
hogy ha a; = 1, akkor b; is 1, vagyis hogy az a-hoz rendelt részhalmaz része a b-hez rendelt részhalmaznak.
Igy halé-izomorfizmust kaptunk. Kénnyi kozvetleniil is ellendrizni az egyesités- és metszettartast.

8.5.5. Tegyiik fol, hogy L lanc, ésa,b,c € L. Haa < b < ¢, akkor (a Ab) Vc és (aVc) A(bV c) értéke
is c. Hasonldan ellendrizhetjiik a disztributivitdst az a, b, ¢ elemek tobbi lehetséges sorrendjére is.

J3 Kis ligyeskedéssel redukalhatjuk az esetek szamat, példaul szimmetriaokokbdl foltehetd, hogy a < b. Az éllitds
kovetkezik a 8.6.16. Tételbdl is, hiszen lancban nem lehet M3-mal, sem Ns-tel izomorf részhald.

8.5.6. Azt kell megmutatni, hogy [(a, b), c] = [(a, ¢), (b, ¢)], ahol (a, b) legnagyobb kozds osztét, [a, b]
legkisebb kozos tobbszordst jelol. Ha a hdrom szam kozott a nulla eléfordul, akkor kénny( az azonossdgot
ellendrizni. Ha nem, akkor az a, b, ¢ szdmokat folirhatjuk kdz6s kanonikus alakban. Alkalmazzuk a leg-
nagyobb kozods osztd és a legkisebb kozos tobbszoros szokdsos képletét (3.1.22. Gyakorlat). A kitevSkre
bizonyitandé azonossdgok pontosan azok lesznek, amit a 8.5.5. Gyakorlatban mar bebizonyitottunk, hiszen
a kitev6k nemnegativ egész szdmok, amelyek ldncot alkotnak a < rendezésre, ahol az egyesitést a max, a
metszetet a min fiiggvény adja meg. Ezért a disztributivitds fonnall.

J1 Valgjaban a kovetkezSr6l van sz6. Jelolje P a pozitiv egészek hdldjat az oszthatdsdg altal megadott rendezésre,

N pedig a nemnegativ egészek hilgjat a < rendezésre. Legyen p primszdm, és jeldlje ¢, (n) az n > 0 egészben

a p kitevgjét. Ez a leképezés (sziirjektiv) haldhomomorfizmus P-bdl N-be (ezt fejezi ki a legnagyobb k6zos

oszt6 és a legkisebb kozds tobbszords szokdsos képlete). Tovdbba a ¢, homomorfizmusok magjainak met-

szete a Op, hiszen ha két szdmban minden prim ugyanazon a kitevén szerepel, akkor a két szam megegyezik.

Ezért ezek a homomorfizmusok a P egy szubdirekt felbontasat adjdk, ahol a tényez8k mind N-nel izomorfak
(8.4.15. Kovetkezmény). Mivel N lanc, igy disztributiv, tehat minden szubdirekt hatvanya is az.

Legyen P, az n pozitiv egész pozitiv osztdinak a haldja az oszthatdsigra nézve. Az el6z6 bekezdésben

leirt gondolatmenet most azt mutatja, hogy a P, lancok direkt szorzata. Val6éban, ha n = p‘lx' e p,‘f", akkor a

@p; leképezés most a 0 €s a; kozotti egész szamok ldncdba képez, ami o; +1 elemd. A kapott szubdirekt felbontds

azonban most a teljes direkt szorzat, hiszen ha (81, ..., B,) egy eleme e lancok direkt szorzatdnak, akkor 6 a
pf b p,’?" | n szdmnak felel meg. Roviden: minden szdm osztéhdldja lancok direkt szorzatdval izomorf.

Az eddigiekbdl a ciklikus csoportok kongruenciahdléira (azaz részcsoporthdléira) vonatkozé allitds mar
nyilvdnval6, hiszen Z* részcsoporthdléja a nemnegativ egészek osztéinak haléjdval, az n-edrendd ciklikus
csoport részcsoporthdléja pedig az n pozitiv osztéinak haléjaval izomorf a 4.3.27. Allitds miatt. (A megfe-
leltetés a részcsoportok és a szdmok kozott mindkét irdnyban rendezéstartd, tehéat hilé-izomorfizmus.)

Ha R f6idealgyfrt, akkor alaptételes (5.5.9. Kovetkezmény), és a kongruencidi féidealoknak felelnek
meg. Két elem akkor és csak akkor generdlja ugyanazt a f6éidedlt, ha asszocidltak. Ezért ha felsoroljuk
asszocidltsag erejéig az R-beli primeket, és minden » € R elemhez hozzarendeljilk a megfeleld kitevok
sorozatat, akkor az R idedljainak haléjat ugyantgy bedgyaztuk az N halé példanyainak direkt szorzatdba,

7

mint a fenti megjegyzésben. Roviden: az egész szaimokra adott bizonyitds minden féidealgytirire miikodik.

8.5.8. A 0, reflexivitasa és szimmetridja nyilvanvalo, elébbi azért, mert / nem lires. Hax = y és y = z,
akkor van olyan ¢, d € I, hogy xVc =yVvcésyvd =zvd. Acvd € I elem mutatja, hogy x = z.
Tegyiik fol, hogy x = y, ekkor x V ¢ = y Vv c alkalmas ¢ € I-re. Tetszbleges z esetén nyilvinx vz = y Vv z,
a disztributivitds miatt pedig

(xAz)VeAnD) =xVe)Az=(QVe)Az= (YA V(AZ).

Mivel I idedl,c Az < c € 1,ésigy x Az = y A z. Tehét 6; kongruencia (8.2.35. Gyakorlat). A dualitis elve
miatt pr is kongruencia. Az (1) megmutatdsdhoz még azt kell beldtni, hogy I osztdlya 6;-nek. Hac,d € I,
akkor c v d € I-vel egyesitve ugyanazt az elemet kapjuk, tehit ¢ = d. Megforditva, ha x = d, ahol d € I,
akkor x V¢ =d Vv c alkalmas ¢ € I-re,de akkorx <dvc e I, tehatx € I.
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Tegyiik fol, hogy a (2)-ben szerepld feltétel igaz, és a = b (0; A pr). Ekkor alkalmas ¢ € [I-re
avc=>bvVvc,ésalkalmas f € F-rean f =bA f. Afeltétel miatt ¢ < f, igy

b=0bBvc)Ab=(@@Vvc)Ab=(@Ab)V(cADb) <
<aVv(fAb)y=aVv(frna)=a
(az elnyelési tulajdonsigot €s a disztributivitdst haszndltuk, tovdbba azt, hogy a két hdlémiivelet monoton).
Az a és b cseréjével a < b adddik, tehdt a = b.
Végiil a (3) igazolasdhoz legyen L legalabb haromelemd disztributiv hdl6. Ekkor van olyan ¢ € L, amely
nem legkisebb és nem legnagyobb elem. Legyen I = (c] a c 4ltal generalt f6idedl (vagyis a c-nél kisebb vagy
egyenld elemek halmaza), és F = [c). Ekkor teljesiil a (2)-beli feltétel, ezért 6; A pp = 0.. A szubdirekt

irreducibilitds miatt e két kongruencia egyike nulla, ami nem lehet, mert az / legaldbb kételemti, és osztalya
0;-nek, az F pedig szintén legaldbb kételemd, és osztdlya pp-nek.

8.5.12. Azm(x,y,z) < M(x, y, z) egyenlbtlenség nyilvan kovetkezik az orids-torpe elvbol. A szimmetria
és a dualitds miatt ahhoz, hogy ezek tobbségi kifejezések, elég belatni, hogy m(x, x, z) = z. Ez igaz, mert

mx,x,z2) = (xAX)V(xAZ))V(xXAZ) =x V(X AZ) =X
az elnyelési tulajdonsdg €és az idempotencia miatt. Végiil ha L disztributiv, akkor
m(x,y,z) = (x Ay VvV Z)) V(yAz) =
= (x VO AD)A((YVIV(YAL) = (x V(Y AD) Ay V) = M(x,y,2)
(haromszor alkalmaztuk a disztributivitast).

8.5.16. A Jonsson-lemma szerint az M3 altal generalt varietds szubdirekt irreducibilisei az M3 részalgebrai-
nak homomorf képei koziil a szubdirekt irreducibilisek, vagyis az M3 mellett csak a kételemi hélé (a négy-
elem és hdromelem héldk egyike sem szubdirekt irreducibilis, hiszen ezek vagy C3-nel izomorfak, vagy
lancok). Hasonl6an V(Ns) szubdirekt irreducibilisei csak az Ns és a kételemii hal6. Igy egyik varietds sem
része a mdsiknak, ezért mindegyikben igaz egy olyan azonossig, amelyik a mdsikban nem teljesiil.

41 A 8.6. szakaszban vizsgélt moduléris azonossdg M3-ban teljesiil, de N5-ben nem. Olyan konkrét azonossdgot
viszont nem konnyd taldlni, amely Ns-ben teljesiil, de M3-ban nem.

8.5.17. Tegyiik fol, hogy az a elemnek b és c is komplementuma. Ekkor
c=0vec=(anb)vec=(@@Vvc)A(bVvcec)=1AbVc)=bVvc=>Dhb.
A b és c cseréjével b > ¢ adddik, tehat b = c.

8.5.19. Csak azt kell végiggondolni, hogy a 8.5.4. Gyakorlat megolddsdban megadott megfeleltetés a komp-
lementumképzés miveletét is tartja.

8.5.20. Az x’ elemnek x és x” is komplementuma. A komplementum egyértelmiisége (8.5.17. Gyakorlat)
miatt tehat x = x”. A disztributivitds miatt

EANAE' VY)Y =@xAYyAX)VEAYAY)=0v0=0.

A most bizonyitott allitas dudlisa (x vV y) V(x’ Ay’) = 1. Ezt x helyett x'-re és y helyett y’-re alkalmazva
(x"Vvy)Vv(x Ay) = 1adddik. Ezért x A y-nak komplementuma x’ v y’. A masodik De Morgan azonossig
az elsének a dudlisa.

8.5.21. Elég megmutatni, hogy a 8, kongruencia a komplementumképzés miiveletével is kompatibilis. Te-
gylik fol, hogy x = y (0), ekkor létezik olyan ¢ € I, melyre x V ¢ = y V ¢. Mindkét oldal komplementumaét
véve x' Ac¢’ = y' A ¢’ adédik a 8.5.20. Gyakorlat miatt. Ezt c-vel egyesitjiik. A disztributivitast alkalmazva

XA Ve=G&' VoOndve) =& vonl=x"ve.

Hasonldan (y' Ac’) Ve =y Ve, vagyisx' Ve =y Ve, ésigy x’ =y (6;).
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8.5.23. A gyfiriaxiémak levezethet6k volnanak koézvetlen szamolassal is, egyszertibb azonban azt mondani,
hogy a kételemti {0, 1} Boole-algebraban a szimmetrikus differencia nyilvan a szokdsos dsszeadas, a metszet
pedig a szokdsos szorzds, és igy a Z, gyfir(it kapjuk, ami tényleg gyfir(i, és igaz benne, hogy x> = x és
x +x = 0. A tobbi Boole-algebra pedig ennek szubdirekt hatvanya, ezért Z,-r6l minden gydriaxiéma
oroklédik a megadott két miiveletre.

Most tegyiik 61, hogy az R egységelemes gyfirtiben érvényes az x> & x azonossdg. Ekkor
x+y=@+y) 2 =x"+xy+yx+y ' =x+xy+yx+y,

ésezért xy+ yx = 0. Specidlisan y = 1 esetén x +x = 0. Azaz a karakterisztika 2, és igy xy = —yx = yx,
vagyis a kommutativitas is adédik. Az Olvaséra hagyjuk annak igazoldsat, hogy a megadott harom miive-
letre Boole-algebrat kapunk, és hogy a kétféle idedlfogalom megegyezik.

8.5.24. Csak a lanc, valamint az els6 sor haldi disztributivak. Példaul a D, és D, azért nem, mert van Ns-tel
izomorf részhal6juk, és Ns nem disztributiv (8.5.3. Gyakorlat). A C3 és a C; lesznek Boole-h4lok.

8.5.25. Tudjuk a 8.4.11. Feladat miatt, hogy véges sok véges algebra 4ltal generalt varietdsban minden vé-
gesen generalt algebra véges. Marpedig Stone tétele miatt a disztributiv halok és a Boole-algebrak varietasa
is generdlhat6 egy kételemti algebraval.

8.5.26. Az nyilvanval6, hogy az Utmutatéban megadott ~ tényleg ekvivalenciareldcié az X halmazon.

JJ Ha kielemezziik a Stone-tétel bizonyitasat, akkor lathatjuk, hogy az abbdl kapott C és X esetében a ~ relacié
trividlis: a Ox-szel egyezik meg. Ennek oka az, hogy a szubdirekt felbontds elkészitésekor csupa kiilonb6zo
kongruenciat haszndltunk (vagyis mindegyik kongruencidhoz csak egy tényezot vettiink be a felbontdsba). Ha a
~ reldcid trividlis, akkor az aldbbi bizonyitds egyszerlibbé vilik (ezért az Olvasé nyugodtan tegye fol, hogy ez a
helyzet).

A C egységeleme az egész X halmaz, hiszen az egységelem Boole-algebrdkban miivelettel van kijellve,
és igy részalgebra egységeleme ugyanaz, mint az eredeti algebrdé. Hasonldképpen # € C. Specidlisan a
C-beli komplementumképzés a részhalmazok szokdsos, X-re vett komplementuma.

Legyen Z a ~ reléci6 egy osztdlya, z € Z és y ¢ Z. Ekkor a ~ definicidja miatt van olyan ¥ € C,
hogy z és y koziil pontosan az egyik van Y-ban. Feltehetjiik (az ¥ halmazt a komplementumara cserélve,
ha sziikséges), hogy z € Y és y ¢ Y. Mivel Z a z-nek az osztdlya a ~ reldciéndl, Z C Y. Készitsiink el
minden y ¢ Z-re egy ilyen Y halmazt. E véges sok halmaz metszete is C-ben van (hiszen C részalgebra), és
Z-vel egyenld. Vagyis ~ minden osztdlya C-beli. Mivel véges sok osztdly van, és C részalgebra, osztdlyok
tetszGleges unidja is C-beli. Lattuk tovabbd, hogy ¥ € C, és igy C izomorf a £ (X’) Boole-algebraval, ahol
X' a ~ osztdlyainak a halmaza.

J1 Misféle bizonyitast is kaphatunk az allitdsra a kovetkez&képpen. Ha B véges Boole-algebra, akkor legyen X az
atomoknak (a 0 fed8inek) a halmaza. Nem nehéz kiszamolni, hogy B minden eleme egyértelmiien éllithaté el
atomok egyesitéseként (vagyis az alatta 1év6 atomoknak az egyesitése, de kevesebb atomnak nem egyesitése).
Ekkor pedig B = £ (X) (v0. 8.6.34. Feladat). Egy harmadik bizonyitast a 8.6.37. Feladatban latunk majd.

8.5.27. Csak az Utmutaté utolsé bekezdésében leirt dllitast bizonyitjuk. Tekintsiik az sszes (2" darab)
o {1, ..., v} — {0,1} = L fiiggvényt. A szabad algebrdkrdl sz616 Birkhoff-tétel (8.3.26. Tétel) bizo-
nyitdsa szerint minden ilyen ¢ fiiggvényhez folvesziink egy koordindtat, és az L Boole-algebra ennyi pél-
danyéanak tekintjiik a direkt szorzatit. A ¢ fiiggvényt egyértelmiien meghatdrozza azoknak az i szdmoknak
az I halmaza, amelyekre ¢(y;) = 1, ezt pedig megfeleltethetjiik az Utmutatéban definialt x; € X elemnek.
Vagyis az L* direkt hatvanyrdl van sz6, amelynek elemeit (a 8.5.4. Gyakorlatban megadott megfeleltetéssel)
az X részhalmazainak is tekinthetjiik.

Konny( kiszdmolni, hogy a Birkhoff-tételbeli ¥ : {yi, ..., y,} — L* fiiggvény az y; elemhez azt az
Y; C X halmazt rendeli, amely pontosan azokbél az x; elemekbdl 4ll, amelyekre i € I. De az Utmutatéban
szerepld X; halmaznak is ugyanezek az elemei, vagyis X; = Y;, és igy a Birkhoff-tétel bizonyit4sa szerint
az X1, ..., X,, halmazok szabad generdtorrendszert alkotnak az 4ltaluk generdlt részalgebréban.
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8.5.28. A 8.5.27. Feladat Utmutatéjdban szerepld jeloléseket hasznaljuk. E feladat fenti ,,masodik” meg-
oldasabdl vilagos, hogy a szabad disztributiv halé Birkhoff-féle konstrukcidja ugyanazokat az X; € X
halmazokat eredményezi, mint a szabad Boole-algebraké, csak az a kiilonbség, hogy Boole-algebrik eseté-
ben ezek a teljes P (X)-et generdljak, mig disztributiv haldk esetében ennek csak egy részhalmazat (hiszen
komplementumképzést nem hasznalhatunk). Igy persze a szabad disztributiv hil6 elemszdma legfeljebb 22",

Az alsé becsléshez legyen K C {1,2,...,n}, és messiik el azokat az X; halmazokat, ahol i € K.
A kapott X azokbdl az x; € X elemekbdl all, melyekre K € I. Ha Ky, ..., K,, egyforma elemszamu
halmazok, akkor az ¥ = Xk, U...U Xk, is eleme a szabad disztributiv hdlénak. Az Y halmazbdl vissza-
kaphat6é K1, ..., K,,: tekintsiik az Y 0sszes x; elemét, és keressiik meg az igy kapott I halmazok koziil a
tartalmazdsra minimélisakat. Ezek pont K1, ..., K, lesznek, hiszen ezek koziil egyik sem tartalmazza a
madsikat az egyforma elemszdm miatt. Ez azt jelenti, hogy barmely rogzitett k esetén a hidlénknak legaldbb
annyi eleme van, mint ahdny részhalmaza az X halmaz k elem( részhalmazaibdl 4116 halmaznak.

8.5.29. Tekintsiik az Utmutatéban konstrualt faktoralgebrat. Tegyiik f6l, hogy ebben a nulla elemnek van
egy fedgje. Ez egy Y /6, osztédly, ahol Y C X sziikségképpen végtelen halmaz (kiilonben Y /6, a nulla elem
lenne). Végjuk az Y halmazt két végtelen Y; és Y, részre (példdul dgy, hogy kivesziink belble yy, y, ... ele-
meket, és az Y; a paros indexd y; elemekbdl dll, az Y, pedig az Y tobbi elemébdl). Ekkora0 < Y,/6; < Y /6,
(ami ellentmond annak, hogy Y /6, fedi a null4t). Ha ugyanis Y, /6; = Y /6; lenne, akkor 6; definicidja sze-
rint van olyan Z véges részhalmaza X-nek, hogy Y U Z = Y| U Z, ami ellentmond annak, hogy Y, végtelen
halmaz.

8.5.30. Az (1) és (2) nyilvanvald, a (3) abbdl kovetkezik, hogy ha & maximaélis kongruencia, akkor L /6 egy-
szer(, igy szubdirekt irreducibilis disztributiv hélg, tehat kételemd.

J1 A (3) kozvetlen szamolassal is igazolhatd, de ez nagyon hasonlit a 8.5.8. Feladat megoldasédhoz, amit az el6z6
mondatban folhasznaltunk. Ezt a feladatot a (4) bizonyitdsdhoz is haszndlhatnank, mert segitségével az allitast
visszajdtszhatndnk az L/6; hdléra (az Olvasé szdmdra j6 gyakorl6 feladat ezt végiggondolni). Egyszeriibb
azonban az aldbbi, kozvetlen gondolatmenet (amivel a Stone-tételre is 1j bizonyitast adhatunk).

A (4) igazoldsdhoz legyen I maximalis az L azon idedljai kozott, amelyek az F filtert6l diszjunktak.
Tegyiik fol, hogy x,y ¢ I, de x Ay € I. Azok az e elemek, amelyekhez létezik olyan ¢ € I, hogy
e < ¢V x, egy idedlt alkotnak, amely az /-t és x-et is tartalmazza. Az I maximalitdsa miatt ez az idedl mar
nem diszjunkt F-t6l, tehat valamelyik ilyen e € F, és igy a megfeleld c Vv x is eleme F'-nek, hiszen F filter.
Ugyanigy van olyan d € I, hogy d vV y € F. De akkor a disztributivitds miatt

Fa(vx)AndVvy) =(Ad)VcAyY)VxAd)V(x AY).

Mind a négy metszet -beli, és igy az egyesitésiik is, ami ellentmond annak, hogy I és F diszjunkt. Ezzel
(4)-et belattuk. Az (5) bizonyitdsat az UtmutatSban leirtak alapjan az Olvaséra hagyjuk.

8.6. Modularis halok

8.6.1. Ha 6 és p folcserélhetdk, akkor legyen h € H és k € K. Mivel 1 6 h p hk, ezért (1, hk) € p o0,
azaz van olyan g, hogy 1K = gK és gH = hkH. Igy g 'hk € H, és hk = g(g~'hk) € KH. Tehat
HK € KH. A H és K illetve a 6 és p cseréjével latjuk, hogy K H € HK is teljesiil.

A megforditds hasonlé szdmolds, de abbdl is addédik, hogy ha HK = KH, akkor HK részcsoport
(4.6.14. Gyakorlat), és mind 6 o p, mint p o 6 kdnnyen ldthatéan a H K bal oldali mellékosztalyaibdl kapott
particié.

8.6.8. Ha x < z, akkor a disztributivitds miatt
xVvy)Anz=&A) VA =xV(YAZ),

hiszen x Az = x. Ezért (1) igaz. Ha x < z, akkor (x V y) Az > x V(¥ A z) az Orids-tdrpe elv miatt, ezért
(2) is teljesiil.
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Tegyiik fol, hogy az L hédldban igaz a (2)-beli egyenl6tlenség minden x, y, z esetén. Ezt kétszer alkal-
mazva (elészor y helyett z-re és z helyett x Vv y-ra)

(va)/\(xVy)fo(z/\(x\/y)) fxv(x\/(y/\z))zx\/(z/\y),

vagyis belattuk a disztributiv szabalyt (az 6rids-torpe elv miatt elég ez az egyenlGtlenség).
Megforditva, ha a hilé disztributiv, akkor a (2)-beli egyenl6tlenség minden x, y, z esetén fennéll. Valé-
ban, x Vy)Az=(xAZ)V(YAZ) <xV(YAZ), mertx Az <X.

8.6.9. A 8.6.7. Definiciéban szereplé modularis tulajdonsdg onmagédba megy at, ha dualizaljuk (ekkor x < z
atvaltozik x > z-re), majd az x és z valtozokat megcseréljik.

8.6.12. Az Utmutatéban lerajzolt ,halgerinc”-halé elemeit alulrdl folfelé haladva generalhatjuk dgy, hogy
felvaltva a-val, illetve c-vel egyesitiink, és kozben mindig b-vel metsziink. A halgerinc magassaga, és igy
egy harom elemmel generdlt hdl6 elemszdma akdrmilyen nagy (véges) szam lehet. Mivel a hdrom elemmel
generdlt szabad hilénak ezek mind homomorf képei, annak elemszdma végtelen.

8.6.14. A moduldris szabalyt gy is meg lehet jegyezni, hogy az a disztributivitds gyengitett valtozata:
metszetbe be szabad egyesiteni az egyik tagndl kisebbel, és egyesitésbe be szabad metszeni az egyik tagnal
nagyobbal. fgy

[x A(yVDIVIzZAGXVy)] =
= (x Ay VDIV A VY) = ((x VI A(Y VD)) AlXVY).

Az els6 1épésben x A(y V z)-vel egyesitettiink be a z A(x Vv y) metszetbe, a masodikban z-vel az x A(y V z)
metszetbe.

8.6.21. A Jordan—Dedekind-tétel az ilyen lancokrdl sz6l, azt kell meggondolni, hogy amikor a bizonyi-
tasban az intervallumizomorfizmus-tételt alkalmazzuk, akkor csoportelméleti izomorfiat is kapunk az elsd
izomorfizmustétel miatt.

8.6.27. Az Utmutatban bevezetett jeloléseket haszndljuk. Az 6sszes ¢ A g ;j elem metszete b, és ezért
az intervallumizomorfizmusndl nekik megfeleld p; V(c A g;) elemek metszete a b-nek megfeleld p;. De
pi metszetirreducibilis, igy van olyan j, hogy e metszet egyik tagja maga p;, ami az izomorfizmusnal
visszafelé haladva azt jelenti, hogy ¢ A g; = b. Tehat p;-t sikeriilt g ;-re cserélni.

Tegyiik fol most, hogy n # m, hanem példaul n < m. Cseréljiik ki az els6 felbontds elemeit sorra a
masodik felbontds elemeire. Végiil a b egy olyan felbontdsét kapjuk néhdny ¢g; metszeteként, amelynek
legfeljebb n tagja van. Ez lehetetlen akkor, ha a b-nek a g A ... A g, felbontdsa rovidithetetlen volt.

41 Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az eljards kozben kapott felbontdsokrdl nem 4llitjuk, hogy rovidithetetlenek.
Erdemes ezt a gondolatmenetet 6sszevetni a 7.2.19. Gyakorlat megolddsdval. Ha F fiiggetlen rendszer, G pedig
generatorrendszer egy vektortérben, és azt akarjuk bizonyitani, hogy |F| < |G|, akkor az F elemeit cseréljiik
G elemeire. A fiiggetlenségnek a fenti bizonyitasban a rovidithetetlenség felel meg. A linedris algebrai gon-
dolatmenetben fontos volt, hogy cseréléskor F' elemszdma ne csokkenjen, a fenti gondolatmenetben azonban
erre nem kellett ligyelniink. Ennek oka az, hogy a fenti 4llit4s linedris algebrai analogonja csak annyi, hogy egy
vektortérben barmely két bazis elemszama egyforma. Ha F' és G bazisok, akkor a linedris algebrai bizonyitas-
ban sem kell tigyelni arra, hogy F elemszdma ne csokkenjen: ha indirekt foltessziik, hogy F és G elemszama
kiilonb6z6, akkor a kisebbik elemeit fogjuk cserélni a nagyobbik elemeire.

Megjegyezziik még, hogy a most lefrt analdgia a linedris algebrai fiiggetlenség-fogalommal pontossé tehetd
(lasd a 8.6.34. Feladatot).

8.6.28. Csak M; és a disztributivak (a Cg és az elsd sor hdldi, vo. 8.5.24. Gyakorlat).
8.6.29. Ha a-nak b < c is komplementuma, akkor a modularitds miatt

c=1lArc=bBVva)Ac=bVvianc)=bv0=hb.

51 Ha b # ¢, akkor {0, a, b, ¢, 1} az Ns-tel izomorf részhdlé lesz, ennek bizonyitdsa azonban eléggé vacakolds:
nemcsak az 0sszes egyesitést és metszetet kell ellendrizni, hanem azt is, hogy a felsorolt 6t elem kiilonb6z6. Ezt
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az utolsé 1épést megkonnyiti annak felhasznéldsa, hogy N5 szubdirekt irreducibilis, ugyandgy, mint a 8.6.10. Té-
tel bizonyitdsdban.

8.6.30. Haa < ¢ < b, és d a c komplementuma az egész haléban, akkor ¢ = (d Vv a) A b komplementuma
lesz c-nek az [a, b] intervallumban. Valéban, a modularitis miatt

che=cA[dva)Abl=cAr(dVa)=(crd)Va=0Va=a,
és ¢ < b miatt, szintén a modularitast alkalmazva

cvVe=cV[dva)rbl=[cvdvVva)]Ab=1Ab=b.

8.6.31. Legyen x < z, akkor a dimenzié-egyenlGség miatt
d(xVvy)Az) =d(xVy) +d@) —d((xVy)Vz).

Itt (x Vy)Vz = yVvz hiszen x < z, és a dimenzié-egyenl8séget még egyszer alkalmazva a kovetkezd
kifejezést kapjuk:

dx)+d(y)+d@) —dxny)—d(yVz).
Ad (x V(y A z)) kifejezést a dimenzié-egyenldség segitségével hasonlé médon kifejtve ugyanez az ered-
mény adédik. Mivel x V(y Az) < (x Vy) Az, és e két elem magassdga megegyezik, ezért egyenlbek,
vagyis belattuk a modularitast.

8.6.32. Az L magassdga hdrom, és igy a 8.6.31. Gyakorlat miatt a modularitds igazoldsdhoz elég a dimenzid-
egyenlGséget ellendrizni. Ez nyilvanvald, ha x és y 6sszehasonlithatok. Ezen kiviil {x, y}-ra csak hdrom
lehet6ség van: két pont, pont és egyenes, illetve két egyenes. Mindegyik eset konnyen elintézhetd azzal,
hogy két kiilonb6z6 egyenes metszete pont (aminek magassdga 1); két kiilonbozé pont egyesitése egyenes
(aminek a magassdga 2); végiil egyenes €s rajta nem fekvd pont metszete iires, egyesitése pedig az egész sik.

Az L egyszerli. Ezt ugyanigy igazolhatjuk, mint azt, hogy M3 egyszer( (8.2.37. Gyakorlat), vagy hogy
a particidhdlé egyszerd (8.2.41. Feladat). A bizonyitds azon mulik, hogy L intervallumaiban az elemeknek
elég sok komplementuma van. A részletek kidolgozdsat az Olvaséra hagyjuk.

Vegyiik a sikon egy hdromszog harom csticsat és a sulypontjat. Az ezek altal generalt részhalé végtelen.
Valéban, az elsd 1épésben megkapjuk a hdromszog oldalfelezd pontjait. Az ezek alkotta haromszdgnek
a sulypontja ugyanaz, mint az eredeti haromsz6gé, tehdt ennek a kisebb haromszognek is megkapjuk az
oldalfelezd pontjait. Es igy tovabb, egyre kisebb haromszogeket kapunk, és igy végtelen sok pont lesz az
eredeti négy pont 4ltal generdlt hdléban. Ebbdl kovetkezik, hogy a négy elemmel generalt szabad modularis
hél6 elemszama is végtelen, hiszen a most generalt részhdl6 a szabadnak homomorf képe.

8.6.33. Ha a atom, akkor d(x) < d(x Va) < d(x) 4+ 1 a dimenzi6-egyenlség miatt, hiszen az atomok
magassaga 1, és ha a nincs x alatt, akkor d(x A a) = O miatt d(x V a) = d(x) + 1. Ebbdl latszik az is, hogy
atomok tetszbleges egyesitésének magassaga legfeljebb a tagok szdma lehet.

Ha tehét az a; atomokat az Utmutatéban leirt médon valasztjuk ki, akkor d(cva; Vv...va;) =d(c) +i
mindegyik i-re. Mivel az L hal6 véges magassagu, az eljards véges sok 1épésben véget ér. Ekkor viszont
cvVaV...Va, = 1 teljesiil, hiszen az 1 el6all atomok egyesitéseként. Legyen b = a; V...V ay, akkor a
fenti megjegyzés miatt d(b) < k, és igy

d(c) +k=d(cVvb) =d(c)+db) —d(cAb) <d(c)+k—d(cAb),

ahonnan d(c A b) < 0. Ezért b komplementuma c-nek.

Belattuk, hogy L komplementumos, és igy minden intervalluma is komplementumos (8.6.30. Gyakorlat).
Ha c € L, akkor jelolje d a c alatti atomok egyesitését, és legyen e a d komplementuma a [0, c] intervallum-
ban. Ekkor e alatt nem lehet atom. A Jordan—Dedekind-tétel és a véges magassdg miatt azonban minden
nem nulla elem alatt van atom. Ezért e = 0, vagyis d = c. Tehat ¢ atomok egyesitése.

A feladat 4llitdsdra egy mdsik bizonyitést taldlhatunk a 8.6.34. Feladat megoldédsdban, ami a fiiggetlenség
fogalman alapszik.
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8.6.34. Tegyiik fol, hogy ay, ..., a, atomok, és az a egyesitésiik rovidithetetlen. A fiiggetlenség igazola-
sédhoz elég belétni, hogy ha b = a; V...V a,_1, akkor b Aa, = 0 (hiszen ugyanez a bizonyitds mikodik
barmely mdsik a; elhagydasakor is, csak az a; elemeket kell permutdlni). Mivel a,, atom, ha b A a,, nem nulla,
akkor csak a, lehet, vagyis a, < b. De akkor a = bV a, = b, ami ellentmond a rovidithetetlenségnek.
Ezzel (1)-et belattuk.

A (2) bizonyitasdhoz elég belatni, hogy a; A(ax V...V a, Va) = 0 (hiszen az a; elemeket ismét permu-
talhatjuk). Legyen b = a, Vv ...V a,. Tudjuk, hogy a; Ab = 0és (a; vb) Aa = 0. Igy az Utmutatéban
szereplé azonossdg miatt

aiA(bVa) < (@ Vb)AbVa) =bV((avVb)Aa)=bVv0=b.

De akkor a; A(bVa) <ayAb=0.

A (3) igazolasahoz legyen I C {1,2, ..., n} esetén a; az a; elemek egyesitése, ahol i € I (specidlisan
ag = 0 és ag;y = a;). Nyilvéan elég beldtni, hogy ezek részhdl6t alkotnak, vagyis hogy a; Aa; = ajny (mert
akkor az I +— a; megfeleltetés izomorfizmus az {1, 2, ..., n} 6sszes részhalmazainak Boole-hdl6jdval).
Legyenb =a;_j,c =ajn; ésd = ay_;. Ismét az Utmutatéban szerepld azonossag miatt

ajnay;=OBVe)AdVe)=cV(bVe)nd).

Jelolje K az I és J szimmetrikus differencidjat. Persze bV ¢ = ag, és K diszjunkt az I N J halmaztdl.
Ezért elég megmutatni, hogy ha U,V C {1,2,...,n} és UNV = @, akkor ay Aay = 0 (mert ebbdl
(b v c) Ad = 0 kovetkezik).

Ezt V elemszama szerinti indukciéval végezziik. Ha V fiires, akkor az allitas nyilvanvalé. Tegyiik ol,
hogy V. = W U{j}, ahol W-nek eggyel kevesebb eleme van, mint V-nek. Az indukcids feltevés miatt
ay Naw = 0. Alkalmazzuk a (2)-ben bizonyitott 4llitdst az ay, az aw €s az a; elemekre. Az ay és az ay
fiiggetlen, mert ay Aaw = 0. Az ay, ..., a, fliggetlensége miatt (ay Vaw) Aa; = 0 (hiszen j ¢ UUW).
fgy (2) miatt ay, aw, a; fiiggetlenek, vagyis 0 = ay Alaw V a;) = ay Aay. Ezzel a (3) éllitast is belattuk.

A 8.6.33. Feladat 4llitdsanak igazoldsdhoz tegyiik f6l, hogy ¢ € L. Az 1 eldall véges sok a; atom egye-
sitéseként, valasszuk ki ezek koziil az ay, . . ., a,-et Ggy, hogy c-vel egyiitt fliggetlen rendszert alkossanak,
de tobb a;-t mar ne lehessen bevenni gy, hogy a rendszer fiiggetlen maradjon. (Ezt a véges magassag és
(3) miatt megtehetjiik.) Az ezek generdlta részhalé (3) miatt komplementumos, és c-t tartalmazza, ezért
elég megmutatni, hogy a legnagyobb eleme, vagyisd = cVa; V...V a, az L hil6 egységeleme. Tegyiik
fol, hogy nem, akkor van olyan a;, hogy a; nincs d alatt. Mivel @; atom, a; Ad = 0. De akkor (2) miatt a
¢, aiy,...,a, rendszer a;-vel bévitve is fliggetlen, ami a maximalitdsnak ellentmond.

8.6.35. Legyen d az A algebrdnak Malcev-kifejezése, és jeloljiik ugyanigy a hozza tartoz6 kifejezésfiigg-
vénytis. Ad a B < A x A algebran komponensenként miikodik. A B szimmetridjat bizonyitand6 tegyiik
fol, hogy (a, b) € B. Mivel B reflexiv, (a, a), (b, b) € B, és igy

d((a,a), (a,b), (b,b)) = (d(a,a,b),d(b,b,a)) = (b, a).
Ez a par B-ben van, mert B zirt a d-hez tartozé kifejezésfiiggvényre. fgy B szimmetrikus. A tranzitivitds
igazolasahoz tegyiik fol, hogy (a, b), (b, c) € B. Ekkor
d((a,b), (b,b), (b,c)) = (d(a,b,b),d(b,b,c)) = (a,c) € B.

8.6.36. Erdemes az A elemeire tigy gondolni, mint egy paros grif éleire, amelyek a B és C kozott vezetnek.
Tegyiik fol, hogy (b1, c1), (b1, ¢2), (b2, c2) € A. A d Malcev-fiiggvényt (komponensenként) alkalmazva

d((b1, c1), (b1, 2), (b2, €2)) = (d(by, by, br), d(cy, c2,¢2)) = (b2, ¢1) € A.

Ez azt jelenti, hogy ha (b, c;) € A, akkor a b;/6 osztidly minden b, elemére (b,,c;) € A. Ugyanigy,
ha (b, ;) € A, akkor a c;/p osztdly minden c; elemére (b,, c;) € A. Ezt a két észrevételt egymads utdn
alkalmazva azt kapjuk, hogy ha egy 6-osztély és egy p-osztily kozott megy egy A-beli él, akkor e két osztaly
kozott minden €l be van hizva. Tovdbb4a egy 6-osztily csak egyetlen p-osztdllyal lehet ,,szomszédos”,
a p definicidja miatt (és forditva).
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Igy ¢ kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés a 0-osztalyok és a p-osztilyok kozott, és A elemei pontosan
azok a parok, amelyek az egymdsnak megfeleld osztilyokat kotik Gssze.

8.6.37. Egy tényezls szubdirekt szorzat természetesen izomorf az egyetlen tényezdjével. Legyen A az

Si, ..., Sy szubdirekt szorzata, ahol S; egyszeri. Vetitsiik A-t az els§ n — 1 tényezdre (vagyis vegyiik
A minden elemének az elsé n — 1 komponensét). Az igy kapott B < §; x ... x S,_; szubdirekt szorzat

lesz, ami az indukcids feltevés miatt izomorf néhdny S; direkt szorzatdval. Az A viszont tekintheté a B és
az S, szubdirekt szorzatdnak. Megmutatjuk, hogy A vagy B-vel, vagy B x S,-nel izomorf (és ezzel készen
is lesziink).

Alkalmazzuk az el6z$ 8.6.36. Feladatot az A < B x S, szubdirekt szorzatra. Mivel S, egyszer(, a
p kongruencidra csak két lehet6ség van: az 1 és a 0. Az els6 esetben A = B x S, (hiszen akkor B/0
is egyelemt). A madasodik esetben viszont az elsé projekcié izomorfizmus A €s B kozott, hiszen minden
b € B-hez pontosan egy olyan s € S, van, melyre (b, 5) € A.

J1 Az Olvasénak azt javasoljuk, adjon mésik bizonyitast a 8.6.34. Feladat (és a 8.2.32. Allitas) folhasznaldsaval.

Specidlisan tekintsiik a Boole-algebrdk varietdsat, amely a 8.6.5. Allitas miatt kongruencia-folcserélhetd.
Stone tétele szerint minden véges Boole-algebra a kételemii Boole-algebra szubdirekt hatvanya, és a két-
elemi Boole-algebra egyszer(, ezért azt kapjuk, hogy minden véges Boole-algebra néhany tényezd direkt
szorzatdval, vagyis a kételemii Boole-algebra egy direkt hatvanyaval izomorf.

8.6.38. Az Utmutaté jeloléseivel a D és a H x {1} egyesitése a 8.6.35. Feladat miatt a G egy kongruen-
cidgjanak megfeleld részcsoport lesz G x G-ben. Ennél a kongruencidndl H minden eleme kongruens az
egységelemmel, és ezért a megfeleld normdalosztd legalabb akkora, mint az N. Masfeldl viszont az N-hez
tartozé B részalgebra nyilvén tartalmazza D-tis és H x {1}-et is, tehdt a keresett egyesités a B. A modula-
ritdst alkalmazva

[(H x {1}V DIA(N x {1}) = (H x {1}) VID A(N x {1})].

A bal oldal B A(N x {1}) = N x {1}, a jobb oldal viszont H x {1}, hiszen D A(N x {1}) csak az egység-
elembdl all. Ezért H = N, vagyis H normaloszté.

8.7. Galois-kapcsolat és fogalomanalizis

8.7.7. A 8.7.6. Lemma allitasat hivatkozas nélkiil hasznalni fogjuk. Vegyiik észre el6szor, hogy ha X C Y,
akkor X? D Y%, innen pedig X c y®. Az X® nyilvan zért, és tartalmazza X-et. Ha X € U > akkor
X C U = UP. Bzért X* tényleg az X-et tartalmaz6 legsziikebb zart halmaz, és igy (1) igaz. A (2) koz-
vetleniil adédik ebbdl, hiszen X®% = (X*#)*® = X*_ A (3) is vildgos, hiszen az X akkor és csak akkor zdrt,
ha az 6t tartalmazo legsziikebb zart halmaz sajat maga. Végiil ha X az X; zart halmazok metszete, akkor
X C X; miatt X € X; = X;, és igy X része az X; halmazok metszetének, ami X. Tehdt X zart, és (4) is
teljesiil.

8.7.9. Az 4llitast valds folott tigy szokds bizonyitani, hogy beldtjuk: W és W+ egymds komplementumai
az R" altérhdl6jdban. Véges karakterisztikdji T esetében ez éltaldban nem igaz (hiszen egy vektor lehet
onmagéra ortogondlis). Sot, ez példdul komplex folott is el6fordulhat, ezért ott az ortogonalitds fogalmat
moédositjak (ennek mikéntjével itt nem foglalkozunk, lasd [2], 7. és 8. fejezet).

Vegyiink a W altérben egy bazist, és irjuk ezek koordintdit egy M matrix soraiba. Ekkor W+ elemei
pontosan az Mv = 0 feltételnek eleget tevé v vektorok lesznek. Mivel M rangja dim W, a dimenzi6tétel
miatt az M magterének, vagyis W--nak a dimenziéja n — dim W. Ezt kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy
WL dimenziéja ugyanaz, mint W dimenziéja. De W € W+, és igy a dimenzidk egyenl&sége miatt e két
altér is megegyezik. Ezért tényleg minden altér zart halmaz.

Az nyilvdnval6, hogy minden zért halmaz altér, hiszen a skaldris szorzat tulajdonsdgai miatt egy adott
vektorra merdleges sszes vektor alteret alkot, és igy X* és U” is mindig altér (hiszen alterek metszete).
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8.7.10. Az nyilvanval6, hogy minden zart halmaz altér, illetve balidedl. El8szor azt igazoljuk, hogy 7" min-
den W altere zart. A linedris leképezések elbirhatdsagi tétele segitségével konnyen konstrudlhatunk olyan
C linedris transzformdaciot, amelynek magja pontosan a W altér. Ekkor {C}¥ = W, vagyis W tényleg zart.

Annak igazoldséra, hogy a balidealok is zartak, az Utmutatéban leirt megoldast folytatjuk. Legyen C € L
egy maximalis rangd transzformdcio, foltehetjiik, hogy C idempotens (hiszen C € L esetén DC € L).
Mivel C € L, a C magtere tartalmazza W-t. Tegyiik fol, hogy van olyan v ¢ W, amelyre C(v) = 0. Ekkor
W = L* miatt van olyan C, € L, hogy C,(v) # 0. A C,-t alkalmas DC,-vel helyettesitve f6ltehetd, hogy
Cy,(v) =v. Legyen F = C, + C — C,C. Ekkor F(v) = C,(v) = v, ha pedig u benne van C képterében,
akkor C(u) = u, és ezért F(u) = C,(u) +u — Cy(u) = u. Vagyis az F € L képtere bovebb a C képterénél
(hiszen v nincs az C képterében, mert akkor C(v) = v teljesiilne). Ez az ellentmondds bizonyitja, hogy
C magtere W. Az el6irhat6sdgi tétel segitségével konnyli megmutatni, hogy minden olyan transzformaécio,
amelynek magtere W-t tartalmazza, DC alakban irhatd, és igy L-beli. Vagyis W° C L, és igy belattuk,
hogy minden balidedl zart.

A 8.7.12. Feladat megolddsa utani megjegyzés egy masik bizonyitast ad az allitdsra.

8.7.11. Ha tetszblegesen vesziink reldciokat, akkor az ezekkel kompatibilis fliggvények nyilvan klént alkot-
nak, vagyis zartak a kompoziciora, és tartalmazzdk a projekciokat. Azt kell megmutatni, hogy minden klén
el6all ilyen médon (vagyis hogy minden klén zart halmaz). Ha adott egy K klén, akkor ez a C-t algebrava
teszi. Jelolje F,, a C folott n elemmel generdlt szabad algebra alaphalmazat. Ez a 8.3.26. Tétel bizonyitasa
miatt a C* részhalmazanak tekinthets, ahol k = |C|" (hiszen ennyi fiiggvény van egy n elem(i halmazbdl
C-be, lasd E.2.3. Allitas). Megmutatjuk, hogy ezek a relacik a K kl6nt hatdrozzak meg.

Az vilagos, hogy az F, relaciok kompatibilisek K -val, hiszen részalgebrakrol van sz6. Megforditva, te-
gytik fol, hogy egy n-véltozds f fiiggvény tartja az F), relaciét. Az F, algebra szabad generdtorait jeldlje
X1, ..., Xy, akkor tehat f(xi, ..., x,) is eleme az F, halmaznak. Ezért l1étezik olyan ¢ formélis kifejezés
a K altal meghatérozott t tipusban, hogy t/(x;, ..., x,) = f(xi1,...,x,). Mivel ezek szabad generito-
rok, t¢ = f (a 8.4.6. Gyakorlat miatt). Tehdt f kifejezésfiiggvénye a (K elemeivel, mint miiveletekkel
ellatott) C algebranak, vagyis el64ll, mint K-beli fliggvények kompozicidja (vagy projekcid). De K zart a
kompoziciéra, igy f € K.

J1 Az el6z6 bizonyitdst el lehet mondani a formadlis kifejezések haszndlata nélkiil is. Az F, algebrat tgy kap-

juk meg az xi, ..., x, generdtorokbol, hogy K elemeit komponensenként hatva alkalmazzuk ezekre. Igy van
olyan g € K, hogy a g-t komponensenként alkalmazva éppen f(xi, ..., x,) adédik. Ekkor f = g, vagyis
f(c1,...,cn) = glet, ..., cp) tetszbleges cq, ..., c, € C elemekre, mert van olyan j komponense a C* direkt

hatvanynak, hogy minden i-re az x;-nek a j-edik komponense pont c;.

8.7.12. Ha M egy n x n-es matrix és v € T", akkor Mv = 0 akkor és csak akkor, ha v ortogondlis M soraira
(a 8.7.9. Gyakorlat értelmében). Legyen L balidedl, és a 8.7.10. Feladat jelolését hasznalva készitsiik el a
U = (W*)1 alteret. Ez két rendezésfordité bijekcié egymadsutdnja, tehat rendezéstart6 bijekcid a balidedlok
és az alterek kozott. Az U altér pontosan az L-beli matrixok sorvektoraibdl ll, az L pedig azokbdl a
matrixokbdl, amelyek sorai U-ban vannak, és igy ez a feladatban megadott megfeleltetés.

3 Az allitast kozvetleniil, matrixokkal valé szdmoldssal is bizonyithatjuk, ahhoz hasonléan, ahogy azt lattuk be,
hogy a teljes matrixgyfirti egyszerti (5.3.3. Feladat). Legyen E’/ az a mitrix, amelyben az i-edik sor j-edik
eleme 1, a tobbi elem nulla. Konny(i beldtni, hogy az E’/ M matrixban az i-edik sor megegyezik az M métrix
j-edik sordval, a tobbi sor pedig nulla. Legyen L balidedl, az L-beli matrixok soraibdl all6 altér az U, és tegyiik
fol, hogy az M matrix mindegyik sora U-beli. Ezek a sorok tehdt az My, ..., M, € L métrixok alkalmas sorai.
Ezekbdl a matrixokbdl balszorzas és 0sszeadas segitségével M -et megkaphatjuk, tehdt M € L. Vagyis L minden
olyan matrixot tartalmaz, amelynek a sorai U-beliek. Hasonléan konny(i meggondolni, hogy U altér, tovabba,
hogy ha W tetszdleges altér, akkor azok a métrixok, amelyek sorai W-beliek, balidedlt alkotnak. A részleteket
az Olvasora bizzuk.

Ez lehet6vé teszi, hogy a 8.7.10. Feladatra masodik megoldést adjunk. Ha tudjuk mar, hogy az U < b(U)
megfeleltetés rendezéstart6 bijekcid, akkor a b(U) <> U megfeleltetés rendezésfordité bijekci6 lesz, és persze
U+ = b(U)*. A részletek kidolgozasit itt is az Olvaséra hagyjuk.
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8.8. Kategoriak és funktorok

8.83. Azx o ¢ = B o ¢ azt jelenti, hogy minden a € A-ra oz(go(a)) = ﬂ(w(a)). Ha ¢ sziirjektiv, akkor
¢(a) minden B-beli értéket folvesz, tehit a(b) = B(b) minden b € B-re, és igy « = . Ha viszont ¢ nem
sziirjektiv, akkor megadhatunk olyan « és 8 leképezéseket, amelyek ¢ értékkészletén megegyeznek, de egy
azon kiviili (B-beli) elemen nem. Ezekre tehit o« # f,de o« 0 ¢ = B o ¢. Ezért (1) igaz.

A ¢ oa = ¢ o f azt jelenti, hogy (p(a (c)) = <p(/3 (c)) minden ¢ € C-re. Ha ¢ injektiv, akkor innen
a(c) = B(c) minden c-re, vagyis « = B. Ha viszont ¢ nem injektiv, mondjuk ¢(a) = ¢(b), ahol a # b,
akkor legyen « a konstans a és 8 a konstans b leképezés. Ezek kiilonboznek, de ¢ o o = ¢ o B. Ezért (2) is
teljesiil.

Ha ¢ : A — B homomorfizmus, akkor ¢(a) = ¢(b) (de a # b) esetén legyen C az x 4ltal generdlt
szabad algebra, és valasszuk az o és § homomorfizmusokat Ugy, hogy a(x) = a és B(x) = b legyen. Ebbdl
latszik, hogy a (2) tulajdonsdg minden varietdsban jellemzi az injektivitast.

Ugyanakkor a Z — Q identikus (nem sziirjektiv) beagyazas a gy(iriik varietdsaban teljesiti az (1) tulaj-
donsagot. Valéban, legyenek «, 8 : Q — R gyfirthomomorfizmusok, melyekre « o ¢ = f o ¢. Ekkor
a(l) = (@op)(1) = (Bop)) = B(1). Ezért 2a(1/2)(1/2) = a(1)B(1/2) = B(1)B(1/2) = B(1/2).
Ugyanigy 2« (1/2)8(1/2) = a(1/2)B(1) = ¢ (1/2)a(1) = a(1/2). Tehat «(1/2) = (1/2). Az 1/2 helyett
a tobbi torttel is hasonléan banhatunk.

8.8.5. Legyen az A; objektumoknak A a 7; morfizmusokkal, B pedig a p; morfizmusokkal a direkt szorzata.
A direkt szorzat definici6ja miatt van olyan ¥ : B — A morfizmus, hogy m; o ¥ = p; minden i-re.
A szerepeket megcserélve olyan ¢ : A — B is létezik, amelyre p; o ¢ = m; minden i-re. Az A és B
~izomorfidja” azt jelenti, hogy ¢ o ¢ = idg és W o ¢ = ids. Ez a direkt szorzat definici6jaban szerepld
egyértelmdségi kitétel miatt igaz. Ugyanis p; o ¢ o ¥ = p;, de persze p; o idg = p;, az egyértelmiiség miatt
tehdt ¢ o ¥ = idg. Ugyanez a gondolatmenet szerepelt a 8.8.2. Tétel bizonyitdsdban is.

8.8.7. Az (1) specidlis esete (3)-nak (hiszen a halmazok olyan specidlis algebrdk, amelyeknél a miive-
letek halmaza iires). Tekintsiik az Utmutatéban megadott ; homomorfizmusokat. A (2) esetében ha
@i+ M; — N, akkor a ¢ : M — N egyetlen lehetGsége, hogy az (..., m;,...) elemet ) _ ¢;(m;)-be
vigye. Ez az 0sszeg értelmes, hiszen csak véges sok nem nulla tagja van, és a kapott ¢ konnyen lathatéan
homomorfizmus is.

A (3) esetében ha ¢; : F(X;) — A, akkor tekintsiik azt a ¢ : X — A leképezést, amelyre x; € X;
esetén p(x;) = ¢;(x;). Ez egyértelmien kiterjeszthetd egy ¢ : F(X) — A homomorfizmussa, ami nyilvan
megfelel a feltételeknek.

8.8.10. Ha ¢ : X — Y halmazok kozotti leképezés, akkor legyen F(p) a ¢ egyértelmi kiterjesztése
F(X) — F(Y) homomorfizmussd. Ez nyilvan tartja a kompoziciét, azaz kovarians funktor. Megfor-
ditva, ha ¥ : H — K csoporthomomorfizmus, akkor legyen G(¥) = v, ami halmaz-leképezés, és per-
sze G az identikus leképezés 1évén szintén tartja a kompoziciét. A Hom (M ,G(K )) elemei tetszéleges
M-b6l K alaphalmazdba mend fiiggvények. Ezek egyértelmtien kiterjeszthet6k egy F(M) — K homo-
morfizmussd, amelyek pontosan Hom (F (M), K ) elemei (és Hom (F (M), K ) minden eleme megkaphat6
ily médon).






9. fejezet
Hibajavito kodok

9.1. Alapfogalmak

9.1.5. Ha u és v 0sszesen ¢ helyen tér el, v és w pedig s helyen, akkor u-bol s + ¢ valtoztatassal w-t tudunk
csindlni, ami a haromszog-egyenlbtlenséget bizonyitja. Eldfordulhat, hogy ugyanazon a helyen véltoztatunk
kétszer, s6t az is, hogy a masodik véltoztatds az els6t visszacsindlja, és ezért nem mindig all egyenldség.

9.1.6. Egy u kédszot legfeljebb ¢ helyen megvaltoztatva akkor és csak akkor nem kaphatunk egy mdsik
kédszét, ha u-t6l mindegyik kédsz6 t-nél nagyobb tdvolsdgra van. Ez minden u-ra pontosan akkor teljesiil,
ha a kéd minim4lis tdvolsdga 7-nél nagyobb.

Ha a kédban vannak olyan u # w szavak, amelyek tavolsaga legfeljebb 2z, akkor az u betfiit ennek a
2t helynek a felén w megfeleld betlijére valtoztatva egy olyan v szdt kapunk, amelynek tdvolsdga w-t5l
is legfeljebb ¢, és igy a kéd nem z-hibajavitd. Megforditva, ha a kéd nem ¢-hibajavitd, vagyis vannak
olyan u # w kddszavak, melyeket legfeljebb ¢ helyen megvaltoztatva ugyanazt a v szot kapjuk, akkor
u és w tavolsiga legfeljebb 2¢ lehet a hdromszog-egyenlbtlenség miatt, tehdt a kod minimaélis tdvolsdga
legfeljebb 2.

9.1.10. Ez a kdédolas akarmilyen nagy k esetén érzékeli, ha pontosan 1 hiba tortént, vagyis a kod minimadlis
tavolsaga kettd. Ennek oka az, hogy a k6édhoz tartozé szavak pontosan azok, amelyekben a bettik 0sszege
nulla mod 2, és ha egy helyen a sz6t megvéltoztatjuk, akkor ez az 6sszeg is megvéltozik.

Ugyanakkor 1 hibat mar nem lehet kijavitani még k = 1 esetén sem, mert ha 01 érkezett, akkor az eredeti
iizenet 00 és 11 egyarant lehetett. Erzéketlen a kéd a betiik cseréjére is.

9.1.11. Ha az u; . . . ug sorozat ellenérzé jegye u g, akkor

10
> iug = urp+ 1019 = Huyg =0 (11).

i=1

Haaz u; ...uo sorozat egyetlen helyen megvéltozik, és az eredményt v; . .. vy jeldli, akkor Z}gl iv; mar
biztosan nem lesz 11-gyel oszthatd. Ha ugyanis a véltozds az i-edik helyen torténik (1 < i < 10), akkor az
eredeti _ iu; Osszeget egy iw szdmmal véltoztatjuk meg, ahol 1 < |w| < 10, és igy i w biztosan nem lehet
oszthaté 11-gyel (hiszen 11 primszdm). Ezért ez a kdd 1-hibajelz6.

Tegyiik fol, hogy a kiildés sordn u; és u;;; megcserélodott, ahol 1 < i < 9. Ekkor a ) iu; Osszeg
(iu,- + @+ l)uiH) — (iu,ur] + (0 + l)ui) = u;y1 — u;-vel valtozott meg, ami u; # u; ) esetén szintén nem
lehet 11-gyel oszthat6. Ezért a szomszédos jegyek cseréjét is €szrevessziik.

9.2. Linearis kodok

9.2.4. A G generdtormatrix rangja k (hiszen a kéd, vagyis a képtér k-dimenzids). Ezért a matrixnak van
k darab linedrisan fiiggetlen sora. Permutéljuk 4t a sorokat Gigy, hogy ezek az els6 k helyre keriiljenek. Ez-
altal a C altér minden vektordnak a koordin4tdi is permutalédnak, de a vektor sulya (és igy a kod minimalis
tdvolsdga) nem valtozik meg. Nevezziik ezt a kddot D-nek, a kapott métrixot H -nak.
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A H els6 k sora egy invertdlhaté M matrixot ad, legyen K = HM~'. Ekkor a K matrix képtere tovabbra
is D, tehdt ugyanazt a kédot kapjuk, de ennek a matrixnak az els6 k sora mar az egységmatrix, tehat az ezzel
valé kddolés szisztematikus.

9.2.6. Keressiink egy olyan B : Q" — Q" * linedris leképezést, melynek magtere C. (Egy ilyet gy

kaphatunk, hogy a C altér by, ..., by bazisat kiegészitjik a Q" egy by, ..., b, bazisava, és B-t a linedris
leképezések elbirhatosagi tétele alapjan igy definidljuk, hogy a by, . . ., by vektorokat nulldba, a by 1, ..., by

vektorokat pedig Q" ¥ egy bazisiba vigye.) Jelolje P a B mitrixit a szokdsos bazisban (amelynek elemei az
egységmatrix oszlopai). Ekkor [Bv] = [B][v] = P[v], és mivel a szokdsos bazist valasztottuk, a v matrixa,
azaz [v] maga a v oszlopvektor lesz. Igy Pv tényleg pontosan akkor nulla, ha v a kédhoz tartozik.

Legyen most P € Q"=%>" egy tetsz8leges matrix, és B(v) = Pv. A P pontosan akkor ellen6rzé matrix,
ha B magja C, ami a dimenzi6tétel miatt azzal ekvivalens, hogy B (és igy P) rangja n — k, tovdbb4 B magja
tartalmazza C-t. Ez utébbi allitdst dgy fogalmazhatjuk 4t, hogy PGu = 0 minden u € QF-ra, vagyis hogy
PG =0.

Ebbdl az utolso allitds is kovetkezik: a megadott két matrixra PG = 0 szorzdssal ellendrizhet, az pedig
vildgos, hogy P utolsé n — k oszlopa fiiggetlen.

9.2.9. Ha a w vektor els6 nem nulla komponense az i-edik, akkor a fennmaradé m — i komponens mind-
egyikét g-féleképpen valaszthatjuk, tehdt ilyen vektorbol ¢” ' van. Ezeket a szdmokat kell 6sszeadni i le-
hetséges értékeire, azaz 1 < i < m esetén. Ekkor pontosan a feladatban szerepl6 0sszeget kapjuk.

Erdemes meggondolni a kovetkezdt (ami egy masodik megolddshoz is elvezet). Vegyiik Q" nem nulla
vektorait, €s tekintsiik rajta a ,,parhuzamossag” ekvivalenciarelaciot (két vektor akkor ekvivalens, ha egy-
mas nem nulla skaldrszorosai). Minden osztdlyban ¢ — 1 vektor van (hiszen ennyi nem nulla skalérral
szorozhatunk meg egy vektort, hogy egy vele parhuzamos vektort kapjunk). Ezért az osztdlyok szdma
(g™ — 1)/(g — 1). Masrészt azonban mindegyik osztdlyban pontosan egy olyan vektor van, amelynek az
elsé nem nulla komponense 1 (hiszen a vektort eloszthatjuk az elsé nem nulla komponensével).

9.2.10. Azt kell megmutatni, hogy a Hamming-kéd esetében a 9.1.7. Hamming-korlatban egyenl6ség all.
Most t = 1, tehat ez az egyenlet

”"—qn—(")+(n)(—1)—1+(—1>
T T T o) T\ T e

Mivel a Hamming-kéd k = n — m-dimenzids, a bal oldalon g™ all, tehét az allitas kovetkezik a 9.2.9. Gya-
korlatbol.

9.2.11. Most Q = F3, tehdt ¢ = 3, legyen m = 3. Ekkor a 9.2.9. Gyakorlat miatt n = 13, és igy a kéd
dimenzi6ja 13 — 3 = 10. Ha Q elemeit 1, 2, X-nek feleltetjilk meg, és a hasdbokba a kddszavakat irjuk
(6sszesen 3'0 kdszo van, tehdt ennyi hasab kell), akkor a Hamming-kéd perfektsége (9.2.10. Gyakorlat)
miatt minden Q'3-beli sz6hoz (tehit a nyerd tippsorozathoz is) van olyan dltalunk kitoltott hasdb, amely
attol legfeljebb 1 helyen tér el.

9.3. Polinomkodok

9.3.2. Az u; ...u; sorozatnak az u(x) = u; x* "'+ . . +uy polinomot akarjuk megfeleltetni. Ezért valasszuk
az x*=1, x¥=2_ .., x, 1 bazist a k-n4l kisebb foki polinomok vektorterében. Ekkor a fenti u; . .. u; sorozat-
hoz tartoz6 polinom koordindtavektora ebben a bazisban az az oszlopvektor lesz, amelyben a koordindtidk
feliilrl lefelé haladva éppen u;, ..., ux. Ugyanigy vélasszuk az x"~!, x"72, ..., x, 1 bézist a legfeljebb
n-edfoku polinomok ko6zott.

A koédolés az A(u (x)) = g(x)u(x) leképezéssel torténik. Igy a 9.2.2. Definicié el6tti megjegyzések
szerint a generdtormatrixot Ugy kaphatjuk meg, hogy vessziik ennek az A linedris leképezésnek a matrix4t
a fenti bazisparban (hiszen ekkor az [A(u)] = [A][u] Osszefiiggés miatt a kédszavak halmaza tényleg a
Gu] alaku oszlopvektoroknak megfeleld sorozatok halmaza lesz).
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A G mitrix oszlopaiba tehét a g(x)x’ polinomok egyiitthatéi keriilnek. Az elsd oszlopba g egyiitthatdit
irjuk, az oszlop tetején kezdjiik, a legmagasabb foku tagndl kezdve. A madasodik oszlop elsé eleme nulla,
ezutan g egyiitthat6i kovetkeznek, az els6 oszlophoz képest eggyel lejjebb cstisztatva. A harmadik oszlopban
a harmadik elemnél kezdiink, és igy tovabb. A kimaradé helyekre nullak keriilnek. Igy a G generdtormatrix
a kovetkez6 lesz:

An— 0 o ... O
an_fk—1 Ay 0 e 0
ap—k—2 Ap—k—1 Ap—k .- 0

a) ay as e (277
ap aq ay eee Ap—
0 ap aq R ¢ ) )
0 0 0 ... ao

(n sor van, és k oszlop; az utols6 oszlopban szerepld egyiitthatokat igy kell érteni, hogy a; = 0,hai > n—k).

9.3.4. A 9.3.3. Allitas bizonyitdsa most is miikodik, hiszen most is olyan determinanst kapunk, amelynek az
oszlopai paronként kiilonb6z6 kvdciensti, nem nulla elemi mértani sorozatot alkotnak.

9.3.10. Mivel o> ~! = 1, az  gySke az x> — x polinomnak, és igy az F,- testnek az eleme (6.7.5. Tétel), a
rendje miatt pedig generdlja e test multiplikativ csoportjat. Jelolje m; az o’ minimélpolinomjit Q = F, fo-
Iott. Ennek foka a Q(«;) dimenzidja Q folott (6.1.20. Kovetkezmény). Tehat m; foka r, €s mindegyik
m; foka legfeljebb r. A négyzetre emelés relativ automorfizmus Q folott, ezért a? gyoke m;-nek, tehat
m; = my; minden i-re. Amikor tehat a 9.3.6. Definicié alapjan kiszdmitjuk a g polinomot, akkor elegend6
az my, ms, ..., my_1 polinomok legkisebb k6zos tobbszorosét venni. Ennek foka igy legfeljebb rt, a kod
dimenzidja pedig k = n — gr(g) > n — rt.

Har = 1, akkor g = [m, my] = [m,m] = m;. A Q" vektortér elemei (mint oszlopvektorok) kol-
csonosen egyértelm, linedris megfeleltetésben dllnak az IFy- test elemeivel. A kételemti test f616tt két nem
nulla vektor pontosan akkor parhuzamos, ha egyenls. Ezért az m = r-hez tartozé6 Hamming-kéd ellenérzé
matrixdnak oszlopait tekinthetjiik az [F)» nem nulla elemeinek is. Ezek pontosan az « elem hatvanyai, irjuk
az oszlopokat az " !, "2, ..., a% a, 1 = «" sorrendben. Ekkora v ... v, sz6 pontosan akkor van benne
ebben a Hamming-kédban, ha via"~! + ... + v, = 0, vagyis ha a hozzd tartozé v(x) polinomnak gyoke
az «. BEzek a polinomok viszont a ¢ = m; minimdlpolinom t6bbszorosei, vagyis a BCH-kdd elemei.

9.4. Ciklikus kodok

9.4.3. Hav(x) a C egy v; ... v, kddszavahoz tartoz6 polinom, akkor
xv(x) = x(x" T x4 4y,) =
= (X" T ux" 24 v o) o (= 1),

A C kéd ciklikussdga miatt w(x) = vpx"~! + VX" 2 4. ..+ v,x 4 v, is C-beli kédszéhoz tartozé polinom.
Igy tetszbleges f € Q[x]-re

x(v@) + fFEOE" =) =wx) + (v +xf ()" —1).

Ezért a v(x) + f(x)(x" — 1) alakd polinomok / halmaza (ahol v(x) befutja a C kddszavaihoz tartozé
polinomokat, f € Q[x] pedig tetszdleges), zrt az x-szel val6 szorzdsra. Ez a polinomhalmaz nyilvéan altér,
és igy minden polinommal valé szorzésra is zdrt, vagyis idedl Q[x]-ben. A Q[x] f6idedlgy(ird (5.5.3. Tétel),
tehdt van olyan g € Q[x] polinom, hogy I a g 0sszes polinomszorosaibdl dll. Mivel x" — 1 € I, ezért
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g(x) | x® — 1. A kédszavakhoz tartozé polinomok is /-ben vannak, tehat g tobbszorosei. Megforditva, ha
g(x)u(x) foka n-nél kisebb (és igy benne van a g 4ltal generalt polinomkédban), akkor g € I miatt

gu(x) =vx) + f(x)" —1)
alkalmas v-re és f-re. Innen atrendezéssel (x" — 1) | g(x)u(x) — v(x), ami a fokszdmok miatt csak gy
lehet, hogy g(x)u(x) = v(x). Ezért g(x)u(x) egy C-beli kédsz6éhoz tartozé polinom.
41 Az dllitast ugy is bizonyithattuk volna, hogy a Q[x]/(x" — 1) faktorgy(irti elemeit azonositjuk Q"-nel. Ekkor

o

a kédszavak ebben a faktorgyfiriben alkotnak idedlt. Ez a szdmoldst kicsit egyszer(isiti, de fogalmilag nehe-
zebbé teszi.
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