JACOBSON KOMMUTATIVITASI TETELE

Kiss Emil: Bevezetés az algebraba cimii tankényvében bizonyitas nélkiil szerepel Jacobson
alabbi eredménye:

1. Tétel |7.9.12]. Ha az R gytird minden r eleméhez van olyan n > 1 egész, hogy r" —r
benne van R centrumaban, akkor R kommutativ.

Ez a tétel nem egységelemes gytirtikre is érvényes, azonban a fenti tankényvben a Jacobson-
radikal elméletét, s6t a modulusok elméletét is csak egységelemes gytirtiben targyaljuk, hogy
a prezentacio egyszeriibb, kovehet6bb legyen. A célunk, hogy belassuk a fenti tétel kdvetkezd
specialis esetét.

2. Tétel. Ha az R egységelemes gytirii minden r eleméhez van olyan n > 1 egész, hogy
r® —r =0, akkor R kommutativ.

Megjegyezziik, hogy a konyv 7.9.18. feladata ennek a tételnek az az esete, amikor az R gyt-
rii véges. A sziikséges elGismeretek a konyv 7.9. szakaszédban olvashatok. Az alabbiakban R
mindig olyan (egységelemes) gytirtt jelol, amelyre a 2. Tétel feltétele teljesiil. Vegyiik észre,
hogy ez a feltétel minden részgytriire és minden faktorgytrire oroklédik.

3. Allitas. Az R gyiiriit minden elemének van idempotens hatvénya, és ezért a Jacobson-
radikalja nulla.

Bizonyitds. Legyen r € J(R) és e = r" 1. Ekkor e = 7?72 = pnpn=2 = ppn=2 = pn=1l = ¢,
Tehat e idempotens eleme J(R)-nek, ami a 7.9.5. Gyakorlat szerint csak e = 0 esetén lehet-
séges. De akkor r =r" =er = 0. U

4. Allitas. Az R gytirit ferdetestek szubdirekt szorzata.

Bizonyitds. A 7.9.11. Tétel szerint R= R/J(R) el6all olyan S gytrtik szubdirekt szorzata-
ként, amelyek mindegyike R-nek homomorf képe, és amelyek stirt matrixgytirik a 7.9.10. Si-
riiségi Tétel értelmében. Legyen S a D ferdetest {6lotti K vektortér strd részgytrtje, amire
teljestil a 2. Tétel feltétele. Elegendd belatni, hogy K dimenzidja 1, mert ekkor S = D.
Tegyiik fol, hogy u és v linearisan fiiggetlenek K-ban D f6lott. Mivel S stird, van olyan
s € S, melyre s(u) = v és s(v) = 0. A feltétel szerint s” = s alkalmas n > 1 egészre. Ekkor
s*(u) = s(v) = 0, és igy s"(u) = 0. De s" = s, azaz s(u) = 0, ami ellentmond annak, hogy
s(u) =v #0. O

A tovabbiakban legyen D ferdetest, amely teljesiti a 2. Tétel feltételét, elegendd belatnunk,
hogy D kommutativ. Ha 1 a D egységeleme és 2 = 141, akkor a 2™ = 2 feltételbdl lathatjuk,
hogy D karakterisztikdaja nem nulla. Legyen ez a karakterisztika a p primszam.

5. Allitas. Tegyiik f6l, hogy D nem kommutativ. Ekkor van olyan a,b € D, hogy bab™' az
a-nak onmagatoél kiilonbozo hatvanya.

Bizonyitds. Legyen P a D primteste, ekkor D vektortér P folott. Jelolje H az ezen értel-
mezett P-linearis transzforméaciok gytrdjét. Mivel D nem kommutativ, van olyan ¢ € D,
ami nincs benne D centruméban. Az L(z) = cx és R(x) = zc Osszefiiggések H két elemét
definialjak. Mivel D-ben a szorzas asszociativ, RL = LR.

Feltételiink szerint ¢ gyoke egy 2™ — x alakd polinomnak, és ezért algebrai P folott. Jelolje
T = P(c) az altala generélt résztestet, ami tehat véges, elemszama legyen p*. Ekkor &= c,
tehat LP* = L és R?* = R. Mivel LR = RL, és a H gytriiben is minden elem p-szerese
nulla, ezért az M = L — R elemre is teljesiil (a binomialis tétel miatt), hogy M P = M.



2 Jacobson kommutativitdsi tétele

Jelolje I € H az identikus leképezést D-n. Mivel T egy p* elemti véges test, ezért

xpk—x:H(:p—t),

teT

-z = H(:L'—t[)
teT
teljesiil minden olyan = elemre, amely minden ¢/ transzformécioval folcserélhets. A fenti
M = L — R ilyen elem, és igy
0=M" —M=]](M-tI).

teT

ahonnan H-ban

E szorzat tényezdi is paronként folcserélhetdk, irjuk M = M — 0 - I-t a legjobboldali helyre.
Mivel ¢ nincs D centruméban, van olyan z, hogy M (z) = cx—xc # 0. De a fenti szorzat nulla,
ezért a tobbi tényezék mindegyike nem lehet injektiv leképezés. Igy van olyan 0 # t € T és
0#be D, hogy (M —tI)b=0. Azaz cb — bc — tb = 0, ahonnan bcb™' = ¢ —t # c.

Mivel T elemei a c-nek P-beli egyiitthatos polinomjai, ezért a b-vel vald konjugalés a T
testet oOnmagaba képzi. Legyen a € T" a T multiplikativ csoportjanak egyik generatoreleme.
Ekkor bab~—! = a’ alkalmas i-re, de a’ # a, mert kiilonben a b-vel valé konjugalas identikus
lenne 7T-n, holott c-t nem viszi onmagéaba. U

A fenti allitasbol kapott b multiplikativ rendje is véges a 2. Tétel feltétele miatt. Legyen
G az a és b altal generalt részcsoport D multiplikativ csoportjaban. Ebben T = (a) véges
normaloszto, hiszen b ezt normalizélja. Mivel b képe generélja a G /T faktorcsoportot, ez
ciklikus, tehat véges, és igy G is véges. A G elemeinek P-beli egyiitthatos lineédris kombiné-
cioi véges részgytrtt alkotnak D-ben. Ez nullosztomentes, tehéat ferdetest, ami ellentmond
Wedderburn tételének hiszen ez a részgytirti nem kommutativ. Ezzel a 2. Tételt belattuk. [

MEGJEGYZESEK

A bizonyitasban szereplé M (x) = cx—xc linearis operatort belsé derivaciénak hivjak, mert
konnyen lathatoan teljesiti az analizisb6l ismert Leibniz-szabalyt: M (zy) = M (z)y+xM(y).

A most belatott tétel illusztraciéo arra nézve, hogy hogyan lehet a gytrtk strukturael-
méletét konkrét feltételek esetében alkalmazni. Erdemes attekinteni a folyamat allomaésait,
ahogy az allitasok mentén visszafelé haladva egyre szélesebb gytirtiosztalyokra bizonyitunk:
ferdetestre, stirti matrixgytrtre, ilyenek szubdirekt szorzatara, végiil tetszéleges gytrtire.



