Bsc algebra2 emelt szintd gyakorlat
Elsé zdrthelyi (2010. mdrcius 23.) — eredmények
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2. Mivel f(z) — f(1)-nek gyoke —1, 0 és 1, ezért f(z) = (z — 1)z(x + 1)g(z) + f(1) alkalmas
q(x)-re. Tehat jo bazis példaul 1 és (z3 — x)27, ahol 0 < j < 4 (6 pont). Mdsodik megoldds: az
els6 megoldasban felsorolt polinomok jok, és fiiggetlenek, mert csupa kiilonbozs a fokuk (4 pont).
A dimenzi6 legfeljebb 6 (példaul a valodi alteres modszerrel), és igy bazist kaptunk (2 pont).

3. Igen. U+W =U1+UnNW)+W1+UNW) =U;+UnNW)+ W; (2 pont). Nyilvan
(Ui+UnNW)nNWi=UnWi =UnWiNW)=(UNW)NW; = {0} (2 pont), és a szimmetria
alapjan Uy N (U NW) + Wy) = {0}. Végiil ha v € (U; + W) N (U N W), akkor v = u + w, ahol
ue Uy ésw e Wy. Ekkor u+w € UNW miatt u € W és w € U. Ezért w € UyN(UNW) = {0}, és
hasonléan w = 0 (2 pont). Megjegyzés: kozvetleniil is igazolhato, hogy U + W elemeinek uq +v+w;
alaku elGallitdsa egyértelmt, ahol u; € Uy, v e UNW, wy € Wh.

4. Az M? utolsé soranak utolsé el6tti eleme 4, a tobbi nulla, tehat M2 # 0, de M3 = 0, és igy
a minimalpolinom x3 (3 pont). Ezért az egyetlen sajatérték a nulla (1 pont). Mivel a rang 2, a
Jordan-alakban két darab 1-es van. Ezek egy blokkban vannak, kiilénben a métrix négyzete nulla
lenne. Ezért a Jordan-alak egy darab 3 x 3-as, és n — 3 darab 1 x 1-es blokkbol all (2 pont).

5. A két altér egyenls. Mivel 0 = m4(A) = g(A)f(A), ezért Im f(A) C Ker g(A) (2 pont). Legyen
1 =pf+qg. Hawv e Kerg(A), akkor v = f(A)p(A)v + ¢(A)g(A)v = f(A)w, ahol w = p(A)v, és
igy v € Im f(A) (4 pont). Megjegyzés: a masodik allitas a V = Ker f(A) @ Ker g(A) tételbsl is
kovetkezik az elsg allitas és a dimenziotétel miatt.

1. A szokasos bazisban a matrix (2 0 3 0).

6. C folott ilyen transzformécié nincs. Valoban, mivel minden sajataltér minden altere A-invarians,
ezért csak egy sajataltér lehet, és az is 1-dimenziés. Ha ez Ker(A — AF), akkor Im(A — AE)-vel meg
kell egyezzen, hiszen ez utobbi is A-invarians. De a dimenzi6ik Gsszege a tér dimenzidja, tehat ilyen
transzformacio kizarolag 2-dimenzios téren lehetséges, ahol létezik is: matrixa egy 2 x 2-es Jordan-
blokk (4 pont, amibél 1 pont annak az altalanositasnak az igazolasa, hogy a tér dimenzidja 2,
1 pont pedig példa adéasa a 2-dimenzids esetben).

Valos 616tt van ilyen transzformécid, az M maétrixa alljon négy 2 x 2-es blokkbol: a f6atléban
két példanyban a 490 fokos forgatas matrixa, alatta a nullmatrix, felette az egységmaétrix (2 pont).
Valoban, ha v = (x,y,s,t)T, akkor (M2 + E)v = (—2t,25,0,0)T, ennek M-szerese (—2s,—2t,0,0)T.
Igy ha s és t nem mindketts nulla, akkor kénnyen adodik, hogy a v altal generalt invarians altér az
egész tér, és M egyetlen nemtrivialis invarians alterét az els§ két bazisvektor generalja (2 pont).

Altaldnositds: Minden olyan transzformacié jo (barmely test folott), melynek karakterisztikus
polinomja megegyezik a minimélpolinomjaval, és ez egy irreducibilis p polinom négyzete (plusz
4 pont). Valéban, az V /11. feladatbeli m 4, ekkor Kerp(A) elemein p, masutt p?, hiszen m 4-nak
mas osztoja nincs. A v # 0 altal generalt invarians altér dimenzidja a masodik esetben gr(p?), ez
tehat az egész tér. Az els6 esetben ez a dimenzio6 gr(p), tehét elég belatni, hogy Ker p(A) dimenzioja
is ennyi. Ez kiszdmolhato a matrixbol is, ehelyett alkalmazzuk az V /7. feladatot. Azt kapjuk, hogy
az Alw minimélpolinomja p lesz, ha W = Ker p(A), és akkor is, ha W = Im p(A). Emiatt mindkét
altér legalabb gr(p)-dimenzios, de dimenzidik Gsszege 2gr(p) a dimenzidtétel miatt.

Jellemzés: Az el6z6 bekezdésben bizonyitott allitds megforditasa is igaz (plusz 4 pont). Legyen
W az egyetlen valodi invarians altér, 0 # v € W és p = ma,. Ekkor Imp(A) és Kerp(A) is
csak W lehet, tehat p(A)? = 0, tovabba a dimenzi6tétel miatt dimV = 2dim W = 2gr(p). Az
V/11. feladat e) pontja miatt p irreducibilis, tehat p | m | p? miatt m = p?. De akkor p? | k4,

és gr(ka) = dimV = 2gr(p) miatt ks = p*.



