Bsc algebra2 emelt szinti gyakorlat
Elsé feladatsor (2010. februdr 10)

1. Igazoljuk, hogy az dsszeadas kommutativitasa kovetkezik a tobbi vektortéraxiomabél.

2. Vektortér-e a W halmaz az alabbi esetekben?” A miiveletek mindig a szokdsosak.
a) W a péros fokii T[x]-beli polinomok és a zéruspolinom a T test felett.
b) W a legfeljebb tizedfoku T|x]-beli polinomok és a zéruspolinom a T test felett.
c) W azok az f € Q[z]|-beli polinomok Q felett, melyekre f(0) = 1.
d) W azok az f € Q[z]-beli polinomok Q felett, melyekre f({/2) = 0.
e) W azok a Q|x]-beli polinomok Q felett, melyeknek van valos gyoke.
f) W azok a Q|[x]-beli polinomok Q felett, melyek egész helyen egész értéket vesznek fel.
g) W ={z € C|Re(z) =0} az R illetve a C felett.
h) W={a+b¥2|a,beQ} aQ felett.
i) W az els6 és harmadik siknegyed unidja R felett.
j) W =R aZs test f6létt, ahol 0v = 0 és 1v = v.

3. Legyen V a H halmaz Osszes részhalmazainak halmaza. Igazoljuk, hogy ez csoport a
szimmetrikus differencia képzésére. Adjunk meg egy olyan testet, ami folétt vektortér.

4. Legyen V = C, T' = R a szokasos miiveletekkel, és definidljuk a vektortérmiiveleteket
azudv=u+v—1é NOv = — X+ 1 képletekkel. Ellendrizziik, hogy vektorteret
kaptunk. Hogyan lehetne ezt gy megtenni, hogy nem szamoljuk végig a nyolc axiomat?

5*. Vektortérré teheté-e a ZT csoport Q fol6tt? Es mas test folott?
6**. Vektortérré teheté-e az R* csoport C folott?

7. Igaz-eR felett, hogy x € (x?> — 1,22 —2,3x+2)? Es (z, 22 +2,2+2) = (1,2 +1,22+1)?
Hogyan jellemezhetjiik ezeket az altereket? Hogyan véaltozik a valasz, ha R helyett Q
szerepel?

8. Legyen V a sik (helyvektorai), mint R feletti vektortér.
a) Milyen alakzatot alkothat egy 1 illetve 2 elemmel generéalt altér?
b) Igazoljuk, hogy minden altér generdlhatoé két elemmel, és adjuk meg az dsszes alteret.

9. Legyen W altere az R feletti V vektortérnek, ésu,v € V. Tegyiik fel, hogy 2u+6v € W
és 3u+ v € W. Kovetkezik-e ebbdl, hogy u,v € W?

10. Ha egy V vektortér vektoraira a ¢ (b,c), b ¢ (a,c) és c € (a,b), akkor mi a c?
11. Legyen V vektortér a T test felett. Mikor lesz két altér unidja is altér?
12*. Hany altere van a Z test feletti 73 és 7.3 vektortereknek? Es a Z, feletti Z2-nek?

13. Legyen V vektortér a T test felett.
a) Mi az iires halmaz altal generalt altér?
b) Mutassuk meg, hogy egy 1 elemmel generélt altérnek legfeljebb két altere lehet.

14. Mutassuk meg, hogy ha egy R feletti vektortérnek véges sok altere van, akkor az
alterek szama 1 vagy 2. Milyen T testek felett igaz még ez az allitas?
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15. Hatarozzuk meg az n X n-es matrixok terében az 1 determinansi, illetve a 0 determi-
nansi matrixok, tovabba az 1 nyomti, illetve a 0 nyomi matrixok az altal generalt alteret.

16. Mely linearis egyenletrendszerekre igaz, hogy a megoldasaik alteret alkotnak? A tébbi
linearis egyenletrendszer esetében hogyan mentheté meg ez az allitas?

17. Linearisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorrendszerek?
a) Az R feletti Rlx] vektortérben {1,z, 2%}, {z,2x 2 23}, {1+ 2,1+ 2z,1+ 3z},
{1+ 2,1+ 2% 2+ 22},
b) Az R feletti C vektortérben tetszéleges harom komplex szam.
18. Igazoljuk az alabbiakat.
a) Ha egy vektorrendszerben szerepel a nullvektor, akkor az nem lehet fiiggetlen.
b) {v} akkor és csak akkor fiiggetlen, ha v # 0.
c) Ha {vy,vq,v3} fiiggetlen, akkor {v1 — 3va,va,v3} is fiiggetlen.
d) Paronként kiilonbézd foku polinomok rendszere mindig fiiggetlen.

19. Legyenek a,b, c € R paronként kiilonbézdk. Igazoljuk, hogy (x—a)(x—b), (x—b)(x—c),
(x — a)(x — ¢) linedrisan fiiggetlenek.

20. Ha vy,... ,v, linedrisan fiiggetlenek, akkor vy + vo, V9 + v3,... ,Un_1 + Un, Uy + V1 IS
fiiggetlenek-e? Fiigg-e a valasz az alaptesttél? Es n értéketdl?

21. Milyen n esetén létezik R™-ben 6 olyan Gsszefiiggé vektor, melyek kéziil barmely 5
fliggetlen?

22. Tegytik {61, hogy v linearisan fiigg a linearisan Osszefiiggd vy, . . . , v, vektorrendszertdl.
Legalabb hanytéleképpen allithaté el v a v1,... ,v, linearis kombinaciéjaként?
23. Jellemezziik azokat a vy, ... ,v, vektorrendszereket, amelyek k6zitt pontosan egy van,

ami linedrisan fiigg a tobbitdl.

24. Egy R folotti vektortérben egy 100 elemii vektorrendszer elemei kéziil barmely 21
darab Osszefiiggd. Legalabb hany olyan vektor van a rendszerben, ami kifejezhetd a tébbiek
linearis kombinaciojaként?

25. Tegyiik fel, hogy egy vektortér a,b,c,d vektoraira {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d} mind-
egyike Osszefiiggd, de {a, b, c} fiiggetlen. Hatarozzuk meg d-t.

26*. Igazoljuk, hogy a pozitiv primszamok logaritmusai is, négyzetgyokei is linearisan
fiiggetlenek Q folott.

27. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak egy n-dimenziés V' vektortérben?
a) Ha F fiiggetlen is és generdtorrendszer is, akkor F' maximalis fiiggetlen részhalmaz.
b) Ha F maximélis fiiggetlen, akkor generatorrendszer.
c¢) Ha G minimélis generatorrendszer, akkor fiiggetlen.
d) Barmely két generatorrendszer egyenld elemszam.
e) Béarmely két minimélis generatorrendszer egyenls elemszamii.
f) Ha F elemszama n, és fiiggetlen, akkor generdtorrendszer (bazis) is.
g) Ha G elemszama n, és generatorrendszer, akkor fiiggetlen (bézis) is.
h) Béarmely n elemi részhalmaz generatorrendszer.
i) Van olyan n + 1 elemii részhalmaz, ami generatorrendszer.



