BSc algebra2 alap- és kézépszintii vizsgatematika (2009 tavasz)

A vizsga irasbeli, a vizsga- és konzultacios idépontok az ETR-ben olvashatok. A vizsgan
semmilyen segédeszk6z nem hasznalhato (kalkulator sem). A vizsga anyaga a

Freud Robert: Linedris algebra, ELTE Eo6tvos kiado, 2006, illetve a
Kiss Emil: Bevezetés az algebraba, TypoTEX, 2007

tankonyveknek az alabbi tematikaban kijelolt részei. Az F betd a Freud-kényvre, a K a
Kiss-konyvre utal. A tanulashoz hasznosak a gyakorlatokon szerepelt feladatsorok is!

A vizsga els6 részében 75 perc alatt 30 darab egypontos kérdésre kell valaszolni, ezek
a fogalmak, tételek megértését, az anyag attekintésének mértékét vizsgaljak konkrét pél-
dak, ellenpéldak segitségével. Mintaként a régebbi vizsgadolgozatok szolgalnak, ilyenek
letolthetSk a http://www.cs.elte.hu/~ewkiss/bboard/ cimrél. Az atmenés sziikséges
feltétele az els§ 15 és az utolsd 15 kérdésbdl egyarant elért 7 — 7 pont. Alapszinten ez a
feltétel elégséges is.

A vizsga masodik részében harminc perc alatt maximum 4 pontot lehet szerezni azzal,
hogy egy bizonyitast kell leirni. A megfelels tételek listaja kiilon letolthets. Aki kézépszin-
ten vizsgazik, annak ebbdl a részbdl legalabb 3 pontot el kell érnie ahhoz, hogy vizsgaja
sikeres legyen. Mindkét szinten az érdemjegyet a két rész dsszpontszama hatarozza meg.

Vektorterek. A vektortéraxiomak, elemi tulajdonsagok, példak (F4.1). Az altér fogalma
és jellemzése a miiveletekre valo zartsag segitségével (F4.2.2. Tétel). A generalt altér mint
linearis kombinaciok halmaza (F4.3), és mint adott elemeket tartalmazo legsziikebb altér
(F4.3.4. Tétel); generatorrendszer. Linearis fiiggés és fliggetlenség, kapcsolatuk (F4.4).
A bazis fogalma (F4.5), vektor koordinatai adott bazisban (F4.7). Fiiggetlen rendszer
elemszama legfeljebb akkora lehet, mint egy generatorrendszeré (F4.5.4. Tétel). Kovetkez-
mény: minden fliggetlen rendszer kiegészithets béazissa, a béazis elemszamanak egyértelmi-
sége (F4.5). A dimenzi6 fogalma. A bézis jellemzése, mint minimalis generatorrendszer,
illetve maximalis fliggetlen rendszer (F4.6). Valodi altér dimenzioja (F4.6.4. Tétel). Alte-
rek Osszege. Az Osszeg elemeinek elGallitasa mikor egyértelmii, direkt 6sszeg (F4.3). Direkt
kiegészits altér létezése és dimenzidja (F4.6.6. Feladat).

Linearis leképezések. Linearis leképezés, linearis transzformécié. Képtér, magtér, az
injektivitas és a sziirjektivitas jellemzése (F5.1). A dimenziotétel (F5.4.1. Tétel). Elsirha-
tosagi tétel, linearis leképezés matrixa adott bazisparban (F5.3, F5.7). Miiveletek, ezekre a
linearis leképezések vektorteret (F5.5), a linearis transzformaciok gytrtt alkotnak (F5.6).
Vektor képének koordinatai. Osszefiiggés a matrixmiiveletek és a linearis leképezések mii-
veletei kozott, az inverz leképezés matrixa (F5.7). A béazistranszformacio képlete, hasonlo
matrixok (F5.8). Izomorfizmus. Két vektortér pontosan akkor izomorf, ha dimenziéjuk
megegyezik (F5.2). A linearis leképezések vektorterének dimenzioja (F5.7.5. Tétel).
Véges dimenzios téren az invertalhato transzforméciok jellemzése (van bal-, illetve jobb-
inverze, nem bal, illetve jobb oldali nulloszto, magja nulla, képe az egész tér, bijektiv);
e jellemzések atvitele matrixokra (F5.6). Véges dimenzios téren, ha AB az identitas, ak-
kor BA is az. Linearis transzformécié determinansa, mint a matrixanak a determinansa,
ez nem fligg a bazistol. A determinans geometriai jelentése (F9.8). Az invertalhatosag
és a determinans kapcsolata. Vektorrendszer rangja, mint az altala generalt altér dimen-
zidja. A rang a maximalis fiiggetlen részrendszerek elemszama (F4.6.6. Tétel). Lineéaris
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leképezés rangja, mint a képtér dimenzidja. Matrix oszloprangja, linearis leképezés rangja
ugyanaz, mint a matrixanak a rangja (F5.7.11. Feladat). Két linearis leképezés szorzaté-
nak rangja legfeljebb akkora, mint barmelyik tényezd rangja (F5.7.12. Feladat). Linearis
egyenletrendszer megoldhatosidganak és a megoldas egyértelmiiségének jellemzése a rang
segitségével (F3.4.3. Tétel, F4.6.7. Tétel).

Sajatérték, minimalpolinom. Lineéris transzformacio, négyzetes matrix diagonalizal-
hatosaga, sajatértékei, sajatvektorai (F6.1), sajatalterei, karakterisztikus polinomja; ennek
gyokei a sajatértékek (F6.2). Kiilonbozd sajatértékekhez tartozo sajatvektorok fiiggetle-
nek, igy ha annyi kiilonb6z6 sajatérték van, mint a tér dimenzidja, akkor a transzformécioé
diagonalizalhato (F6.1.9. Feladat). Maétrix és transzformécié minimélpolinomja. Az A
transzformécié m 4 minimalpolinomja a legalacsonyabb foki normélt polinom, melynek
A gyoke. A miniméalpolinom egyértelmi, egy f polinomnak A pontosan akkor gyoke, ha
ma | f (F6.3). A sajatértékek gyokei a minimalpolinomnak (F6.3.5. Tétel). A Cayley-
Hamilton-tétel: minden métrix illetve transzformacié gyoke a karakterisztikus polinomja-
nak (F6.3.3. Tétel). Kovetkezmények: a minimélpolinom osztoja a karakterisztikus poli-
nomnak, és igy a foka legfeljebb a dimenzi6; a minimalpolinom gydkei pontosan a sajatér-
tékek. A Jordan-normalalak létezése, egyértelmiisége (F6.6.4. Tétel). Egy transzformacio
akkor és csak akkor diagonalizalhatd, ha a minimélpolinomja linearis tényez&kre bomlik és
minden gyoke egyszeres (F6.6.1. Feladat).

Csoportok. A csoport fogalma, gytird additiv és multiplikativ csoportja (K2.2). A szim-
metrikus és az alternalo csoport, ciklusfelbontas (K4.2). A Klein-csoport, a diédercsoport
(K4.1.23) és a kvaterniocsoport (K4.5.21). Az altalanos lineéris csoport, geometriai transz-
formaciok csoportjai (K4.1). Hatvanyozas (K2.2), elemrend, tulajdonsédgok, a hatvany
rendje (K4.3.10). Permutécié rendjének leolvasasa a ciklusfelbontasrol (K4.3.12).

Részcsoport (K2.2), jellemzése (K2.2.16). Lagrange tétele (K4.4.11), mellékosztaly, in-
dex, a bal oldali és a jobb oldali mellékosztalyok szama megegyezik (K4.4.18). Egy elemmel
generalt (azaz ciklikus) részcsoport, elem rendje osztoja a csoport rendjének (K4.4.21), ko-
vetkezmény: Euler-Fermat-tétel (K4.4.22). Primrendd csoport ciklikus. Egy csoportnak
akkor és csak akkor van pontosan két részcsoportja, ha primrendi (K4.4.23). A homomor-
fizmus fogalma, izomorfizmus, a ciklikus csoportok osztalyozasa (K4.3.20). Elemrend cik-
likus csoportban, a generatorok szama (K4.3.24). Ciklikus csoport részcsoportja is ciklikus
(K4.3.26). A ciklikus csoportok részcsoportjainak leirasa (K4.3.24, K4.3.27). Véges test
multiplikativ csoportja ciklikus (K4.4.33). A négyelemii csoportok osztalyozasa (K4.5.18).
Minden primnégyzet rendii csoport kommutativ (K4.11.3). A hatod- és nyolcadrendii cso-
portok listaja (K4.8.37, K4.11.10, KT.2).

A generalt részcsoport elemeinek leirdsa (K4.6.1, K4.6.8). Permutaci6csoport, tran-
zitivitas, palya, stabilizator, Osszefiiggésiik (K4.5.8), a palyak particiot alkotnak (K4.5).
A kocka szimmetridinak a csoportja (K4.5.9, K4.9.32). Leszamlalas a Burnside-lemma se-
gitségével (K4.5.30). A direkt szorzat fogalma (K4.9). Elem rendje a direkt szorzatban, a
direkt szorzat mikor ciklikus (K4.9.8). Primitiv gyok létezése (K4.9.9, K4.9.10). A véges
Abel-csoportok alaptétele, egyértelmtiség (K4.9.15). A direkt szorzat belsd jellemzése két
tényezo6 esetén (K4.9.12).



