Mat. BSC: Algebra 2 3. feladatsor 2008. februar 25-29.
Altér, generalas, linearis filiggetlenség

. Alteret alkotnak-e R" alabbi részhalmazai:

a) {(a1,as,...,a,) €eR"|Y 1 a; =0};

{( cyan) €ER"a; =0}
{(ay,as,..., an)ER”|a1—1}
{(a1,a2,...,a,) € R"|Via; > 0};
{(a1,a2,...,a,) € R"|a; =0 és ay = 0};
{(a1,a2,...,a,) € R"|a; =0 vagy as = 0}.

venek Hi, Ho egy V vektortér tetszéleges részhalmazai. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil:

Hy C Ha = (Hi1) € (Ha);
(H1) € (H2) = H1 € Ha;
¢) (Hi, Ha) = (H1) U (Ha).

. Legyen V a legf6ljebb masodfoku valés polinomok vektortere. Dontsiik el, hogy V-ben generatorrend-

szert alkotnak-e az aldbbi halmazok:
a) {1+a:+x2, 2+ x + 22, 2+2x+x2}; b) {1+x+x2, 2+ + 222, 2+3x+2$2}.

Legyenek a vy, va, v3, vy vektorok linearisan fiiggetlenek egy V' vektortérben. Filiggetlenek-e az aldbbi
vektorrendszerek?

a) Vi1,V2,Vy;

b) vi 4 V2, V2, Vs;

C) Vi,V1 +Va, V] +Vy + V3, V] + Vg + V3 + Vy;

d) vi+4va, Ve + V3, V3 + Vy;

e) Vi + Vo,V +V3,Vy + Vg, Vg 4+ Vy.

. Igazoljuk, hogy a haromdimenzios térnek csak az eladéson ismertetett alterei vannak (origd, origot

tartalmazo egyenes, origot tartalmazo sik és az egész tér).

a) Melyek az egyelemi fiiggetlen vektrorrendszerek? (Azaz mikor lesz egy v vektor fliggetlen?)
b) Igaz-e, hogy {u, v} pontosan akkor Gsszefiiggs, ha van olyan A € T', hogy Au =v

Legyen V valos vektortér, u, v e V és W < V. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

a) Hau, ve W akkor 3u —2ve W
b) Ha 3u —2v € W akkor u, v € W.
¢) Ha 3u—2v, 5u — 8v, € W akkor u, ve W.
d) Ha 3u—2v, 4v — 6u € W akkor u, ve W.

8. Igazoljuk, hogy ha dim V' véges, és W <V egy V-t6l kiilonbo6z6 altér, akkor dim W < dim V.
9. Legyenek Wi, Wy < V. Igazoljuk, hogy W; U W5 pontosan akkor altér, ha Wy C Wy vagy Wy C Wh.

10.

12.

13.

a) Hatarozzuk meg 73 altereit.

b) Hatéarozzuk meg Z3 altereit.
¢*) Hatarozzuk meg Zj altereit.
d*) Hany altere van Z3-nek?

Legyen V tetsz6leges n dimenzids vektortér, F és G részhalmazok V-ben. Ddontsiik el, az aldbbi
allitasok koziil melyek lesznek feltétleniil igazak.

a) Ha F linearisan fiiggetlen is és generatorrendszer is, akkor F maximaélis fiiggetlen részhalmaz.
b) Ha F maximalis linearisan fiiggetlen részhalmaz, akkor generatorrendszer.
) Ha G minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen.

) Barmely két generatorrendszer egyenls elemszami.

) Barmely két minimalis generatorrendszer egyenld elemszamu.

) Ha F elemszama n, és linearisan fliggetlen, akkor generatorrendszer (bazis) is.
) Ha G elemszama n, és generatorrendszer, akkor linearisan fiiggetlen (bazis) is
) Barmely n elemi részhalmaz generatorrendszer.

i) Van olyan n + 1 elemi részhalmaz, ami generatorrendszer.
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Tegyiik fel, hogy egy vektortér a,b,c,d vektoraira {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d} mindegyike Gsszefliggs,
de {a, b, c} fiiggetlen. Hatarozzuk meg d-t.
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