Bsc algebral alapszintid gyakorlat
Nyolcadik feladatsor (2008 nov. 18-28)

Elméleti tudnivaldk: Maradékos osztas, oszthatosag (3.2, 3.1), az irreducibilitas vizsgéla-
tanak 6 eszkozei (3.3, 3.5). Kiilonosen érdemes megnézni a 111. oldalon 1évé tablazatot.

3.3.16. Adjuk meg az Osszes olyan tizenkettedfoki valos egytitthatos polinomot, melynek
az 1 41 hatszoros gydke.

3.2.16. Osszuk el maradékosan az x> — 2 polinomot 2x? + 2x — 3-mal.

3.2.23. Mi lesz a maradék, ha az z* + 2 +1 polinomot elosztjuk %+ x+1-gyel? A kapott
eredményt indokoljuk meg szamolas nélkiil is.

3.2.24. Mi a maradék, ha x%* + 2°* + 24 + 1-et osztjuk 2% + 1-gyel, illetve 22 — 1-gyel?

3.2.17, IHF. Allapitsuk meg az f(x) = 323 + 622 + 6z + 3 és a g(z) = 2z* + 222 + 2
polinomok kitiintetett kézos osztéjat az euklideszi algoritmussal.

3.1.29. Igaz-e a 2z | 322 oszthatésag rendre a C, R, Q, Z fol6tti polinomok kérében?

3.1.6. Mutassuk meg, hogy Z[z|-ben egy polinom akkor és csak akkor oszthaté egy egész
szammal, ha minden egyiitthatéja oszthatoé vele.

3.3.14. Bontsuk 6(z? — 2)(2% + 1)-et C, R, Q, Z folétt felbonthatatlanok szorzatara.

3.5.4. A Schénemann-FEisenstein kritérium az alabbi polinomok koziil melyekre alkalmaz-
haté kézvetleniil: 't + 22 + 18, 2t + 22 + 12, 2t + 122 + 5, 21 + n (mely n-ekre?).

3.5.5. Legyen f racionalis egyiitthatés polinom. Igazoljuk, hogy f pontosan akkor irredu-
cibilis Q f6l6tt, ha valamelyik eltoltja (vagyis az f(x + ¢) polinom, ahol ¢ € Q) irreducibilis
Q folétt. Igazoljuk ennek segitségével, hogy x* + 1 irreducibilis Q f5l6tt.

3.3.22. Bizonyitsuk be, hogy ha p primszam, akkor az (z+y)?P — 2P — yP polinom oszthaté
p-vel Z[x,y]-ban. Vezessiik le ebbdl a kis Fermat-tételt.

3.5.15. Legyen p prim és f(z) = 1+ xz+ 2% +...+ 2Pt Alkalmazhat6-e a Schonemann-
Eisenstein az f(x + 1) polinomra?

3.5.6. A 62* + 3z + 1 polinomot a 3 primszam segitségével vizsgalva igazoljuk, hogy
irreducibilis Q f6lott. A kapott gondolatmenetet probaljuk meg altaldnositani.

3.3.19. Irreducibilis-e z* + 4 illetve 2* + 9 a Q f6l6tt? Altaldnositsunk!

3.3.24. Bontsuk fel az z* — 102% + 1 polinomot R filétt felbonthatatlanok szorzatara
(segitség a szamolashoz: a polinomnak gyoke a /2 + /3). A kapott felbontast, és az
alaptétel egyértelmiiségi allitasat kihasznalva adjuk meg a QQ 6l6tti felbontast is.

3.5.10. Felbonthatatlan-e Z[z]-ben az x* + z + 1 polinom? Es R[z]-ben?

IHF. Bontsuk x° — 22* + 323 4+ 1022 — 22 + 1-et irreducibilisek szorzatara Q folétt.
Fagyejev-Szominszkij, 679*. Igazoljuk, hogy az f(z) = (z—a1)(x —az)...(z—ay,) —1
polinom irreducibilis 7 {6l6tt, ha a1, ..., a, paronként kiilonboz6 egész szamok.

3.5.17*. Van-eolyan f(x) egész egyiitthatés polinom, hogy minden g(z) egész egyiitthatos
polinomra az f (g(:l;)) polinom irreducibilis legyen Q f616tt?



