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Izomorfizmus és homomorfizmus

4.3.1. Definíció
Legyen G csoport a ∗ műveletre, és H csoport a • műveletre.
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Izomorfizmus és homomorfizmus

4.3.1. Definíció
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Izomorfizmus és homomorfizmus

4.3.1. Definíció
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4.7.7. Homomorfizmusok, amik nem izomorfizmusok

(1) G = Z
+, H = Z

+
n , ϕ(k) = k maradéka mod n.

(2) G = GL(n,T ), H = T ×, ϕ(A) = det(A).

(3) G = Sn, H = Z
×, ϕ(f ) az f előjele (azaz ±1).
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×, ϕ(f ) az f előjele (azaz ±1).

(4) G = Dn, H = Z
+
2 , ϕ(x) = 0 ha x forgatás,

1 ha x tengelyes tükrözés.



Homomorfizmus Algebra2, alapszint 17. előadás 2 / 11
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Az egyszerűbb struktúrában már tudunk dolgozni,
és ezzel információt nyerünk a bonyolultabbról is.
Ezt tesszük az életben is, folyamatok modellezésekor.
A „modellezés” a ”lényeget megőrző” leképezés.
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Bizonyítás
ϕ(1G) = ϕ(1G ∗ 1G) = ϕ(1G) • ϕ(1G).



Homomorfizmus Algebra2, alapszint 17. előadás 4 / 11
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Homomorfizmus képe

4.7.2. Definíció
Ha ϕ : G → H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen

Im(ϕ) = {ϕ(a) | a ∈ G} ⊆ H

a ϕ képe (vagyis a ϕ függvény értékkészlete).



Homomorfizmus Algebra2, alapszint 17. előadás 5 / 11
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Homomorfizmus képe

4.7.2. Definíció
Ha ϕ : G → H egy csoporthomomorfizmus, akkor legyen

Im(ϕ) = {ϕ(a) | a ∈ G} ⊆ H

a ϕ képe (vagyis a ϕ függvény értékkészlete).
Nyilván Im(ϕ) részcsoport H-ban,
és ϕ akkor és csak akkor szürjektív, ha Im(ϕ) = H.

Példák
(1) G = H = C

×, ϕ(z) = |z| (abszolút érték).
Ekkor Im(ϕ) a pozitív valós számok részcsoportja.

(2) G = R
+, H = C

+, ϕ(r ) = ri .



Homomorfizmus Algebra2, alapszint 17. előadás 5 / 11
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×, ϕ(f ) az f előjele (azaz ±1).
Ker(ϕ) az An alternáló csoport.

(2) G = Dn, H = Z
+
2 , ϕ(x) = 0 ha x forgatás,

1 ha x tengelyes tükrözés.



Homomorfizmus Algebra2, alapszint 17. előadás 6 / 11
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×, ϕ(f ) az f előjele (azaz ±1).
Ker(ϕ) az An alternáló csoport.

(2) G = Dn, H = Z
+
2 , ϕ(x) = 0 ha x forgatás,

1 ha x tengelyes tükrözés. Ker(ϕ) a forgatások.



Homomorfizmus Algebra2, alapszint 17. előadás 6 / 11
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+
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(3) G = R[x ]+, H = C
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Ker(ϕ) az x2 + 1 többszöröseiből áll (HF).
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Nem minden részcsoport homorfizmusmag

4.7.11. Tétel
A G csoport N részcsoportja akkor és csak akkor magja
egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak, ha a
szerinte vett bal és jobb oldali mellékosztályok megegyeznek,



Normálosztó és faktorcsoport Algebra2, alapszint 17. előadás 7 / 11
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Legyen G csoport, és N részcsoportja G-nek, melyre
gN = Ng minden g ∈ G-re.
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homomorfizmus, melynek képe K , magja N.
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4.7.15. Definíció
A K a G csoport N szerinti faktorcsoportja, jele G/N.
A ψ neve természetes homomorfizmus.
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1g′

2N.
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A jóldefiniáltság bizonyítása

M1 = g1N = g′
1N és M2 = g2N = g′

2N H⇒ g1g2N = g′
1g′

2N.
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A jóldefiniáltság bizonyítása

M1 = g1N = g′
1N és M2 = g2N = g′

2N H⇒ g1g2N = g′
1g′

2N.

Tudjuk, hogy gN = Ng minden g ∈ G-re.
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Ha G és H csoportok, és ϕ : G → H homomorfizmus,
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Speciálisan |Im(ϕ)| = |G|/|Ker(ϕ)|.



Normálosztó és faktorcsoport Algebra2, alapszint 17. előadás 11 / 11
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jóldefiniált, művelettartó és kölcsönösen egyértelmű.
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