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P1-et 1 transzformáció hagyja fixen (csak az identitás).
Q1-et 2 transzformáció hagyja fixen (egy tükrözés is).
A középpontot 6 transzformáció hagyja fixen.

(Pálya elemszáma) × (fixáló trafók száma) = csoport rendje



Pálya és stabilizátor Algebra2, alapszint 15. előadás 4 / 12
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A stabilizátor szerinti mellékosztály jelentése

4.5.3. Lemma
Legyen G ≤ SX , g ∈ G, x ∈ X és y = g(x). Ekkor azok az
f ∈ G elemek, melyekre f (x) = y , a gGx mellékosztályt alkotják.

Bizonyítás

Mivel g(x) = y , ezért tetszőleges f ∈ G esetén



Pálya és stabilizátor Algebra2, alapszint 15. előadás 5 / 12
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f (x) = y ⇐⇒ g−1f (x) = x ⇐⇒ g−1f ∈ Gx ⇐⇒ f ∈ gGx .

A pálya-stabilizátor tétel bizonyításvázlata
∀y ∈ G(x)-hez hozzárendeljük:



Pálya és stabilizátor Algebra2, alapszint 15. előadás 5 / 12
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A stabilizátor szerinti mellékosztály jelentése

4.5.3. Lemma
Legyen G ≤ SX , g ∈ G, x ∈ X és y = g(x). Ekkor azok az
f ∈ G elemek, melyekre f (x) = y , a gGx mellékosztályt alkotják.

Bizonyítás

Mivel g(x) = y , ezért tetszőleges f ∈ G esetén
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Legyen G ≤ SX transzformációcsoport. Ekkor
G összes pályái az X halmaz egy partícióját alkotják, vagyis
a pályák páronként diszjunktak,
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Ha G az x-tengellyel párhuzamos eltolások csoportja, akkor
minden P ∈ X pályája egy x-tengellyel párhuzamos egyenes.

Mindkét esetben a pályák páronként diszjunkt halmazokra
osztják fel a síkot, azaz a sík egy partícióját alkotják.

4.5.6. Állítás
Legyen G ≤ SX transzformációcsoport. Ekkor
G összes pályái az X halmaz egy partícióját alkotják, vagyis
a pályák páronként diszjunktak, és egyesítésük az egész X .
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Ekvivalenciareláció

4.4.8. Definíció
Az R relációt ekvivalenciarelációnak nevezzük, ha bármely
x, y , z ∈ X esetén teljesül az alábbi három tulajdonság.

(1) R reflexív, azaz x R x minden x-re.

(2) R szimmetrikus, azaz ha x R y , akkor y R x .

(3) R tranzitív, azaz ha x R y és y R z, akkor x R z.

4.4.9. Tétel (a bizonyítást lásd a jegyzetben)
Ha R ekvivalenciareláció az X halmazon és a ∈ X esetén
Ra azoknak az X -beli x elemeknek a halmaza, melyekre a R x ,
akkor az Ra halmazok az X egy partícióját adják.



A pályák partíciót alkotnak Algebra2, alapszint 15. előadás 7 / 12
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Az egész számok halmazán a kongruenciák.
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A pályák partíciót alkotnak Algebra2, alapszint 15. előadás 8 / 12
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Az előző általánosításaként legyen H részcsoport G-ben.
a R b akkor és csak akkor, ha ab−1 ∈ H.
Ekkor b osztálya Rb = bH (bal oldali mellékosztály).
Lagrange tételét így is bizonyíthattuk volna!

Legyen G ≤ SX transzformációcsoport.
x R y akkor és csak akkor, ha g(x) = y alkalmas g ∈ G-re.
Ekkor Rx az x ∈ X pályája, így a pályák partíciót alkotnak.

Mindhárom esetben ellenőrizni kell, hogy R ekvivalenciareláció!
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G a szimmetriacsoportja.
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CD
ABCD egy négyzet,
G a szimmetriacsoportja.

A G elemei a négyzet csúcsait permutálják.
A G tranzitív: bármely csúcs bármely másikba átforgatható.
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A G tranzitív: bármely csúcs bármely másikba átforgatható.
Ezért az A csúcs pályája négyelemű: {A, B, C, D}.
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A négyzet szimmetriáinak a száma

A B

CD
ABCD egy négyzet,
G a szimmetriacsoportja.

A G elemei a négyzet csúcsait permutálják.
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Legyen H = GA ≤ G az A csúcs stabilizátora. Ekkor |G| = 4|H|.
Mely csúcsokba viheti egy h ∈ H elem a B csúcsot?
Mivel h távolságtartó, AB hossza egyenlő h(A)h(B) hosszával.
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A négyzet szimmetriáinak a száma

A B

CD
ABCD egy négyzet,
G a szimmetriacsoportja.

A G elemei a négyzet csúcsait permutálják.
A G tranzitív: bármely csúcs bármely másikba átforgatható.
Ezért az A csúcs pályája négyelemű: {A, B, C, D}.
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Legyen H = GA ≤ G az A csúcs stabilizátora. Ekkor |G| = 4|H|.
Mely csúcsokba viheti egy h ∈ H elem a B csúcsot?
Mivel h távolságtartó, AB hossza egyenlő h(A)h(B) hosszával.
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A HB stabilizátor egyelemű, mert A, B-t csak az identitás fixálja.
Így |H| = 2|HB| = 2. Tehát |G| = 4|H|



Leszámlálási alkalmazások Algebra2, alapszint 15. előadás 9 / 12

A négyzet szimmetriáinak a száma

A B

CD
ABCD egy négyzet,
G a szimmetriacsoportja.

A G elemei a négyzet csúcsait permutálják.
A G tranzitív: bármely csúcs bármely másikba átforgatható.
Ezért az A csúcs pályája négyelemű: {A, B, C, D}.
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Hasonlóan minden csúcs a szomszédjába, ezért G tranzitív.
Így az A csúcs pályája nyolcelemű: {A, B, C, D, E, F , G, H}.
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Legyen H = GA ≤ G az A csúcs stabilizátora. Ekkor |G| = 8|H|.
Minden h ∈ H távolságtartó és h(A) = A,



Leszámlálási alkalmazások Algebra2, alapszint 15. előadás 10 / 12
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Legyen H = GA ≤ G az A csúcs stabilizátora. Ekkor |G| = 8|H|.
Minden h ∈ H távolságtartó és h(A) = A, így h(B) ∈ {B, D, E}.
Ezeket meg is kapjuk AG körüli forgatással



Leszámlálási alkalmazások Algebra2, alapszint 15. előadás 10 / 12
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A kocka szimmetriáinak a száma

A B

FE

D C

GH

ABCDEFGH egy kocka,
G a szimmetriacsoportja.

4.5.9. Állítás
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Végül L-ben C stabilizátora már egyelemű lesz (HF).
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Így |G| = 8|H| = 8 · 3|L|



Leszámlálási alkalmazások Algebra2, alapszint 15. előadás 10 / 12
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Legyen H = GA ≤ G az A csúcs stabilizátora. Ekkor |G| = 8|H|.
Minden h ∈ H távolságtartó és h(A) = A, így h(B) ∈ {B, D, E}.
Ezeket meg is kapjuk AG körüli forgatással (±120◦).
Ezért H-nál a B pályája háromelemű, és így |H| = 3|HB|.
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Végül L-ben C stabilizátora már egyelemű lesz (HF).
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= 1.
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Az átlag:
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= 1.

Olyan leszámlálási feladatoknál hasznos, ahol bizonyos
megoldásokat „nem tekintünk különbözőnek.”
Ezek valamilyen szimmetriával vihetők egymásba.
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A Burnside-lemma alkalmazása

A 3 × 3-as sakktáblán hányféleképp választhatunk két mezőt?
És ha a forgatással egymásba vihető megoldásokat azonosnak
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A Burnside-lemma alkalmazása

A 3 × 3-as sakktáblán hányféleképp választhatunk két mezőt?
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Legyen G a négy forgatásból álló csoport, ez permutálja
a 36 megoldást. A második kérdés az orbitok száma!
Az identitásnak nyilván 36 fixpontja van.
A 180◦-os forgatásnak a középpontra tükrös megoldások a
fixpontjai. Ezek száma (9 − 1)/2 = 4.
Egyik 90◦-os forgatásnak sincs fixpontja a 36 között (HF).
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A Burnside-lemma alkalmazása

A 3 × 3-as sakktáblán hányféleképp választhatunk két mezőt?
És ha a forgatással egymásba vihető megoldásokat azonosnak
vesszük? És ha a tükrözéssel egymásba vihetőket is?

Mivel 3 · 3 mező van, az első kérdésre a válasz
(

9
2

)

= 36.

Legyen G a négy forgatásból álló csoport, ez permutálja
a 36 megoldást. A második kérdés az orbitok száma!
Az identitásnak nyilván 36 fixpontja van.
A 180◦-os forgatásnak a középpontra tükrös megoldások a
fixpontjai. Ezek száma (9 − 1)/2 = 4.
Egyik 90◦-os forgatásnak sincs fixpontja a 36 között (HF).
Így az orbitok száma (36 + 4 + 2 · 0)/4 = 10.
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vesszük? És ha a tükrözéssel egymásba vihetőket is?
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Egyik 90◦-os forgatásnak sincs fixpontja a 36 között (HF).
Így az orbitok száma (36 + 4 + 2 · 0)/4 = 10.
Ha tükrözést is megengedünk, akkor a D4 diédercsoportot kell
használni.
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Legyen G a négy forgatásból álló csoport, ez permutálja
a 36 megoldást. A második kérdés az orbitok száma!
Az identitásnak nyilván 36 fixpontja van.
A 180◦-os forgatásnak a középpontra tükrös megoldások a
fixpontjai. Ezek száma (9 − 1)/2 = 4.
Egyik 90◦-os forgatásnak sincs fixpontja a 36 között (HF).
Így az orbitok száma (36 + 4 + 2 · 0)/4 = 10.
Ha tükrözést is megengedünk, akkor a D4 diédercsoportot kell
használni. Az eredmény (36 + 4 + 2 · 0 + 4 · 6)/8 = 8.
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