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Lagrange tétele (4.4.11)

Véges csoport minden részcsoportjanak elemszama
osztdja a csoport elemszamanak.

Elnevezések: A csoport elemszama a csoport rendje, jele |G|.
Valddi részcsoport: nem az egész csoport.
Trividlis részcsoport: az egész csoport, és az {1} részcsoport.

Primrendi csoportnak csak két részcsoportja van: a trividlisak. |

Bizonyitas
Ha a G csoport elemszama a p prim, akkor Lagrange tétele

miatt minden H részcsoport rendje csak 1 vagy p lehet.
Ha |H| = p, akkor H = G.
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Ha |H| = p, akkor H = G. Ha |H| = 1, akkor H = {1},
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Mellékosztalyok

A Lagrange-tétel bizonyitasanak vazlata

Ha H < G, akkor a G csoportot felbontjuk gH alaku
halmazokra.
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Példa

G = C", H=RR". Ekkor a H szerinti mellékosztalyok
az x-tengellyel (a valds tengellyel) parhuzamos egyenesek.
Példaul (2+3/)+ H = (8 +3i) + H az y = 3 egyenletl egyenes.
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A mellékosztalyok diszjunktak

Lemma (4.4.14. Gyakorlat)
Legyen H < Gés a, b e G. J
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Egy elem altal generalt részcsoport

Allitas (4.3.14. Gyakorlat)

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem egész kitevdjd
hatvanyai részcsoportot alkotnak G-ben (HF).
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Allitas (4.3.14. Gyakorlat)

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem egész kitevdjli
hatvanyai részcsoportot alkotnak G-ben (HF).

Ez a g altal generalt részcsoport, jele (g).

A (g) részcsoport rendje ugyanaz, mint a g elem rendje.

4.4.21. Kovetkezmény

Minden elem rendje osztéja a csoport rendjének,
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A (g) részcsoport rendje ugyanaz, mint a g elem rendje.

4.4.21. Kovetkezmény

Minden elem rendje osztdja a csoport rendjének, igy /¢ = 1.
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Allitas (4.3.14. Gyakorlat)

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem egész kitevdjli
hatvanyai részcsoportot alkotnak G-ben (HF).

Ez a g altal generalt részcsoport, jele (g).

A (g) részcsoport rendje ugyanaz, mint a g elem rendje.

4.4.21. Kovetkezmény
Minden elem rendje osztdja a csoport rendjének, igy /¢ = 1.

A masodik allitas igaz, mert o(g) || G|
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Egy elem altal generalt részcsoport

Allitas (4.3.14. Gyakorlat)

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem egész kitevdjli
hatvanyai részcsoportot alkotnak G-ben (HF).

Ez a g altal generalt részcsoport, jele (g).

A (g) részcsoport rendje ugyanaz, mint a g elem rendje.

4.4.21. Kovetkezmény
Minden elem rendje osztdja a csoport rendjének, igy /¢ = 1.

A masodik allitas igaz, mert o(g) ||G| miatt | G| j6 kitevOje g-nek.
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Egy elem altal generalt részcsoport

Allitas (4.3.14. Gyakorlat)

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem egész kitevdjli
hatvanyai részcsoportot alkotnak G-ben (HF).

Ez a g altal generalt részcsoport, jele (g).

A (g) részcsoport rendje ugyanaz, mint a g elem rendje.

4.4.21. Kovetkezmény

Minden elem rendje osztdja a csoport rendjének, igy /¢ = 1.

A masodik allitas igaz, mert o(g) ||G| miatt | G| j6 kitevOje g-nek.

4.4.21. Kévetkezmény
Ebbél kovetkezik a szamelméletben tanult Euler—Fermat-tétel.



Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 9/12

Egy elem altal generalt részcsoport

Allitas (4.3.14. Gyakorlat)

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem egész kitevdjli
hatvanyai részcsoportot alkotnak G-ben (HF).

Ez a g altal generalt részcsoport, jele (g).

A (g) részcsoport rendje ugyanaz, mint a g elem rendje.

4.4.21. Kovetkezmény

Minden elem rendje osztdja a csoport rendjének, igy /¢ = 1.
A masodik allitas igaz, mert o(g) ||G| miatt | G| j6 kitevOje g-nek.

4.4.21. Kévetkezmény

Ebbél kovetkezik a szamelméletben tanult Euler—Fermat-tétel.
G=1Z;,
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Egy elem altal generalt részcsoport

Allitas (4.3.14. Gyakorlat)

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem egész kitevdjli
hatvanyai részcsoportot alkotnak G-ben (HF).

Ez a g altal generalt részcsoport, jele (g).

A (g) részcsoport rendje ugyanaz, mint a g elem rendje.

4.4.21. Kovetkezmény

Minden elem rendje osztdja a csoport rendjének, igy /¢ = 1.
A masodik allitas igaz, mert o(g) ||G| miatt | G| j6 kitevOje g-nek.

4.4.21. Kévetkezmény

Ebbél kovetkezik a szamelméletben tanult Euler—Fermat-tétel.
G =17}, ekkor |G| = ¢(n),
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Egy elem altal generalt részcsoport

Allitas (4.3.14. Gyakorlat)

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem egész kitevdjli
hatvanyai részcsoportot alkotnak G-ben (HF).

Ez a g altal generalt részcsoport, jele (g).

A (g) részcsoport rendje ugyanaz, mint a g elem rendje.

4.4.21. Kovetkezmény

Minden elem rendje osztdja a csoport rendjének, igy /¢ = 1.
A masodik allitas igaz, mert o(g) ||G| miatt | G| j6 kitevOje g-nek.

4.4.21. Kévetkezmény

Ebbél kovetkezik a szamelméletben tanult Euler—Fermat-tétel.
G = Zp, ekkor |G| = ¢(n), igy ha (g, n) = 1,
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Egy elem altal generalt részcsoport

Allitas (4.3.14. Gyakorlat)

Ha G csoport és g € G, akkor a g elem egész kitevdjli
hatvanyai részcsoportot alkotnak G-ben (HF).

Ez a g altal generalt részcsoport, jele (g).

A (g) részcsoport rendje ugyanaz, mint a g elem rendje.

4.4.21. Kovetkezmény

Minden elem rendje osztdja a csoport rendjének, igy /¢ = 1.
A masodik allitas igaz, mert o(g) ||G| miatt | G| j6 kitevOje g-nek.

4.4.21. Kévetkezmény

Ebbél kovetkezik a szamelméletben tanult Euler—Fermat-tétel.
G =7y, ekkor |G| = ¢(n), igy ha (g, n) = 1, akkor g*” =1 (n).
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trividlis részcsoport),
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
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Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas
Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas
Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas
Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.

TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.
Ekkor |G| > 1,
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas
Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.

TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.
Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kilbnbdzd eleme.
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Bizonyitas

Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.

Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kilbnbdzd eleme.
Minden ilyen g-re a feltétel miatt (g) = G,
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas

Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.

Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kilbnbdzd eleme.
Minden ilyen g-re a feltétel miatt (g) = G, azaz G ciklikus.




Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 10/12

Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas

Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.

Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kilbnbdzd eleme.

Minden ilyen g-re a feltétel miatt (g) = G, azaz G ciklikus.
Nem lehet G=ZT,
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas

Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.

Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kildnb6z6 eleme.
Minden ilyen g-re a feltétel miatt (g) = G, azaz G ciklikus.
Nem lehet G=Z*, mert itt a paros szamok részcsoport.



Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 10/12

Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas

Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.

Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kildnb6z6 eleme.
Minden ilyen g-re a feltétel miatt (g) = G, azaz G ciklikus.
Nem lehet G=Z*, mert itt a paros szamok részcsoport.

Ha o(g) = n(# 1)
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Csoportok kevés részcsoporttal
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részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
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Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.

Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kilbnbdzd eleme.
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Ha o(g) = n(# 1) és p primosztéja n-nek,
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas
Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.
Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kildnb6z6 eleme.
Minden ilyen g-re a feltétel miatt (g) = G, azaz G ciklikus.
Nem lehet G=Z*, mert itt a paros szamok részcsoport.
Ha o(g) = n(# 1) és p primosztdja n-nek, akkor

h = g"'P rendje p.
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Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kilbnbdzd eleme.
Minden ilyen g-re a feltétel miatt (g) = G, azaz G ciklikus.
Nem lehet G=Z*, mert itt a paros szamok részcsoport.

Ha o(g) = n(# 1) és p primosztdja n-nek, akkor

a hatvany rendjének képlete miatt h = g"/? rendje p.
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Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas

Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.

Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kilbnbdzd eleme.
Minden ilyen g-re a feltétel miatt (g) = G, azaz G ciklikus.

Nem lehet G=Z*, mert itt a paros szamok részcsoport.

Ha o(g) = n(# 1) és p primosztdja n-nek, akkor

a hatvany rendjének képlete miatt h = g"/? rendje p.

igy 1 # his generdlja G-,
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Csoportok kevés részcsoporttal

4.4.23. Tétel

Egy G csoportnak akkor és csak akkor van pontosan két
részcsoportja (a két trivialis részcsoport), ha G primrendi.
llyenkor G ciklikus csoport (és igy kommutativ).

Bizonyitas

Lattuk, hogy primrendi csoportnak csak két részcsoportja van.
TegyUk f6l, hogy G-nek pontosan két részcsoportja van.

Ekkor |G| > 1, és igy G-nek létezik 1-t6l kildnb6z6 eleme.
Minden ilyen g-re a feltétel miatt (g) = G, azaz G ciklikus.

Nem lehet G=Z*, mert itt a paros szamok részcsoport.

Ha o(g) = n(# 1) és p primosztdja n-nek, akkor

a hatvany rendjének képlete miatt h = g"/? rendje p.

igy 1 # his generdlja G-t, azaz G primrenddi és ciklikus. Ol
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas
Legyen G = (g) és H < G.
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas
Legyen G = (g) és H < G. Ha H = {1}, akkor ciklikus.
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas
Legyen G = (g) és H < G. Ha H = {1}, akkor ciklikus.
Ha nem, akkor van olyan k # 0, hogy gX € H.
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas
Legyen G = (g) és H < G. Ha H = {1}, akkor ciklikus.

Ha nem, akkor van olyan k # 0, hogy gX € H.
Ekkor g% = (g©)~' e H,
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas
Legyen G = (g) és H < G. Ha H = {1}, akkor ciklikus.

Ha nem, akkor van olyan k # 0, hogy gX € H.
Ekkor g% = (g¥)~' € H, azaz van ilyen pozitiv k is.
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen G = (g) és H < G. Ha H = {1}, akkor ciklikus.
Ha nem, akkor van olyan k # 0, hogy gX € H.

Ekkor g% = (g¥)~' € H, azaz van ilyen pozitiv k is.
Legyen m a legkisebb pozitiv egész, melyre g € H.
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen G = (g) és H < G. Ha H = {1}, akkor ciklikus.
Ha nem, akkor van olyan k # 0, hogy gX € H.

Ekkor g% = (g¥)~' € H, azaz van ilyen pozitiv k is.
Legyen m a legkisebb pozitiv egész, melyre g € H.
Megmutatjuk, hogy ekkor (g™) = H.
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen G = (g) és H < G. Ha H = {1}, akkor ciklikus.
Ha nem, akkor van olyan k # 0, hogy gX € H.

Ekkor g% = (g¥)~' € H, azaz van ilyen pozitiv k is.
Legyen m a legkisebb pozitiv egész, melyre g € H.
Megmutatjuk, hogy ekkor (g™) = H. Nyilvan (g") € H.
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen G = (g) és H < G. Ha H = {1}, akkor ciklikus.
Ha nem, akkor van olyan k # 0, hogy gX € H.

Ekkor g% = (g¥)~' € H, azaz van ilyen pozitiv k is.
Legyen m a legkisebb pozitiv egész, melyre g € H.
Megmutatjuk, hogy ekkor (g™) = H. Nyilvan (g") € H.
Ha gX € H, akkor k = mq + r
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Ciklikus részcsoportja ciklikus

4.3.26. Lemma
Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas

Legyen G = (g) és H < G. Ha H = {1}, akkor ciklikus.
Ha nem, akkor van olyan k # 0, hogy gX € H.

Ekkor g% = (g¥)~' € H, azaz van ilyen pozitiv k is.
Legyen m a legkisebb pozitiv egész, melyre g € H.
Megmutatjuk, hogy ekkor (g™) = H. Nyilvan (g") € H.
Ha g € H, akkor k = mq + rahol 0 < r < m.
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ot

igy Z* részcsoportjai az m-mel oszthaté szamok minden m-re.
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Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 12/12

A ciklikus csoportok részcsoportjai

4.3.24. és 4.3.27. Allitas

Ha G egy n rend( (véges) ciklikus csoport, akkor n minden
pozitiv d osztéjahoz pontosan egy d rend(i részcsoport létezik.
Ez g9 hatvanyaibol all, ahol (g) = G.

G barmely két d rendd eleme egymas hatvanya, szamuk ¢(d).

Bizonyitas

Ha H egy d rendii részcsoport, akkor legyen g~ e H.
. 0 k d

Lagrange tétele miatt (g*)" =1,




Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 12/12

A ciklikus csoportok részcsoportjai

4.3.24. és 4.3.27. Allitas

Ha G egy n rend( (véges) ciklikus csoport, akkor n minden
pozitiv d osztéjahoz pontosan egy d rend(i részcsoport létezik.
Ez g9 hatvanyaibol all, ahol (g) = G.

G barmely két d rendd eleme egymas hatvanya, szamuk ¢(d).

Bizonyitas
Ha H egy d rendii részcsoport, akkor legyen g~ e H.
Lagrange tétele miatt (g")d =1,azaz n| kd,




Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 12/12

A ciklikus csoportok részcsoportjai

4.3.24. és 4.3.27. Allitas

Ha G egy n rend( (véges) ciklikus csoport, akkor n minden
pozitiv d osztéjahoz pontosan egy d rend(i részcsoport létezik.
Ez g9 hatvanyaibol all, ahol (g) = G.

G barmely két d rendd eleme egymas hatvanya, szamuk ¢(d).

Bizonyitas
Ha H egy d rendii részcsoport, akkor legyen g~ e H.
Lagrange tétele miatt (g")d =1,azaz n| kd, igy (n/d) | k.




Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 12/12

A ciklikus csoportok részcsoportjai

4.3.24. és 4.3.27. Allitas

Ha G egy n rend( (véges) ciklikus csoport, akkor n minden
pozitiv d osztéjahoz pontosan egy d rend(i részcsoport létezik.
Ez g9 hatvanyaibol all, ahol (g) = G.

G barmely két d rendd eleme egymas hatvanya, szamuk ¢(d).

Bizonyitas
Ha H egy d rendii részcsoport, akkor legyen g~ e H.

Lagrange tétele miatt (g")d =1,azaz n| kd, igy (n/d) | k.
Az n/d szamnak 0, 1, ..., n — 1 k6z6tt csak d tdbbszérdse van,




Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 12/12

A ciklikus csoportok részcsoportjai

4.3.24. és 4.3.27. Allitas

Ha G egy n rend( (véges) ciklikus csoport, akkor n minden
pozitiv d osztéjahoz pontosan egy d rend(i részcsoport létezik.
Ez g9 hatvanyaibol all, ahol (g) = G.

G barmely két d rendd eleme egymas hatvanya, szamuk ¢(d).

Bizonyitas

Ha H egy d rendii részcsoport, akkor legyen g~ e H.

Lagrange tétele miatt (g")d =1,azaz n| kd, igy (n/d) | k.

Az n/d szamnak 0, 1, ..., n — 1 k6z6tt csak d tdbbszérdse van,
ezért H csakis a g/ elem d darab hatvanyabdl allhat.




Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 12/12

A ciklikus csoportok részcsoportjai

4.3.24. és 4.3.27. Allitas

Ha G egy n rend( (véges) ciklikus csoport, akkor n minden
pozitiv d osztéjahoz pontosan egy d rend(i részcsoport létezik.
Ez g9 hatvanyaibol all, ahol (g) = G.

G barmely két d rendd eleme egymas hatvanya, szamuk ¢(d).

Bizonyitas

Ha H egy d rendii részcsoport, akkor legyen g~ e H.

Lagrange tétele miatt (g")d =1,azaz n| kd, igy (n/d) | k.

Az n/d szamnak 0, 1, ..., n — 1 k6z6tt csak d tdbbszérdse van,

ezért H csakis a g/ elem d darab hatvanyabdl allhat.
Kdézben kijott, hogy G minden d rendl eleme H-ban van,




Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 12/12

A ciklikus csoportok részcsoportjai

4.3.24. és 4.3.27. Allitas

Ha G egy n rend( (véges) ciklikus csoport, akkor n minden
pozitiv d osztéjahoz pontosan egy d rend(i részcsoport létezik.
Ez g9 hatvanyaibol all, ahol (g) = G.

G barmely két d rendd eleme egymas hatvanya, szamuk ¢(d).

Bizonyitas

Ha H egy d rendii részcsoport, akkor legyen g~ e H.
Lagrange tétele miatt (g")d =1,azaz n| kd, igy (n/d) | k.
Az n/d szamnak 0, 1, ..., n — 1 k6z6tt csak d tdbbszérdse van,
ezért H csakis a g/ elem d darab hatvanyabdl allhat.
Kdézben kijott, hogy G minden d rendl eleme H-ban van,
ezek pont a H generatorelemei.

| O



Ciklikus részcsoportok Algebra2, alapszint 14. el6adas 12/12

A ciklikus csoportok részcsoportjai

4.3.24. és 4.3.27. Allitas

Ha G egy n rend( (véges) ciklikus csoport, akkor n minden
pozitiv d osztéjahoz pontosan egy d rend(i részcsoport létezik.
Ez g9 hatvanyaibol all, ahol (g) = G.

G barmely két d rendd eleme egymas hatvanya, szamuk ¢(d).

Bizonyitas

Ha H egy d rendii részcsoport, akkor legyen g~ e H.
Lagrange tétele miatt (g")d =1,azaz n| kd, igy (n/d) | k.
Az n/d szamnak 0, 1, ..., n — 1 k6z6tt csak d tdbbszérdse van,
ezért H csakis a g/ elem d darab hatvanyabdl allhat.
Kdézben kijott, hogy G minden d rendl eleme H-ban van,
ezek pont a H generatorelemei.

| O

Ezzel elvégeztik a 4.3. és a 4.4. szakaszt.
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