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kétváltozós ∗ művelet úgy, hogy



A csoport fogalma Algebra2, alapszint 12. előadás 2 / 14
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g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e.
(HF: minden elemnek csak egy inverze lehet)

Kommutatív csoport, vagy Abel-csoport:

(4) a ∗ kommutatív, azaz minden g, h ∈ G esetén g ∗ h = h ∗ g.
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A műveletek jelölése

Általában ∗ helyett egymás mellé írás, neve szorzás.
A neutrális elem neve egységelem, jele 1.
A g és h fölcserélhető, ha gh = hg.
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Ha R egységelemes gyűrű, akkor az invertálható elemek
csoport a szorzásra. Ez az R multiplikatív csoportja, jele R×.



Példák csoportokra Algebra2, alapszint 12. előadás 4 / 14
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Ha R egységelemes gyűrű, akkor az invertálható elemek
csoport a szorzásra. Ez az R multiplikatív csoportja, jele R×.

Példák: A nem nulla komplex/valós/racionális számok.
A Z× csoport elemei 1 és −1 (a Z gyűrű egységei).
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HF: A Z×
n csoport elemei 0, 1, . . . , n − 1 közül az n-hez

relatív prím számok (Kiss-jegyzet, 2.2.3. Feladat).
Speciálisan Z×

p elemszáma p − 1, ha p prím.
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A szimmetrikus csoport

Legyen X halmaz. Az X → X kölcsönösen egyértelmű
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A szimmetrikus csoport

Legyen X halmaz. Az X → X kölcsönösen egyértelmű
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A háromszögek szimmetriái

Mik az ABC háromszög szimmetriái?
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Ha szabályos, akkor a három tükrözés mellett három forgatás:
a háromszög középpontja körül 120, 240, 0 fokkal.
Ez utóbbi (az identitás) minden háromszögnek megvan.

Definíció
A háromszög szimmetriája a sík egy olyan egybevágósági
transzformációja, ami a háromszöget önmagába képzi.



Szimmetriacsoportok Algebra2, alapszint 12. előadás 6 / 14
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HF: A szabályos háromszögnek csak e hat szimmetriája van.
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(az első n transzformáció forgatás, a többi tengelyes tükrözés).
A szabályos n-szögnek 2n szimmetriája van.

Érvényesek az f n = 1, t2 = 1, tf i t = f −i összefüggések.
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(az első n transzformáció forgatás, a többi tengelyes tükrözés).
A szabályos n-szögnek 2n szimmetriája van.

Érvényesek az f n = 1, t2 = 1, tf i t = f −i összefüggések.
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Ha t ∈ O(2) tükrözés, akkor tfαt = f−α = f −1

α .
A tfα és fαt is tükrözés,



Szimmetriacsoportok Algebra2, alapszint 12. előadás 10 / 14
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egyenesek körüli forgatások.
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A gömb szimmetriacsoportjának jele O(3).

Tétel (Kiss-jegyzet, 4.1.29. Feladat)

Az O(3) irányítástartó elemei a középponton átmenő
egyenesek körüli forgatások. A gömb többi szimmetriája
egy ilyen forgatásnak és egy középponton átmenő
síkra való tükrözésnek a szorzata.
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E(2), illetve E(3) jelöli a sík, illetve a tér egybevágósági
(távolságtartó) transzformációinak csoportját a kompozícióra.
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(1) Az identitás: minden pont fixpont (id(P) = P).

(2) A nem identikus eltolások: nincs fixpontjuk.

(3) A nem identikus forgatások: csak a forgáscentrum fixpont.

(4) Tengelyes tükrözések:



Szimmetriacsoportok Algebra2, alapszint 12. előadás 11 / 14
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Az eltolások és a forgatások mozgások (irányítástartók),
a tükrözések és a csúsztatva tükrözések nem.
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(távolságtartó) transzformációinak csoportját a kompozícióra.

Kiss-jegyzet, 4.1.13. Állítás

A sík egybevágósági transzformációi a következők.

(1) Az identitás: minden pont fixpont (id(P) = P).

(2) A nem identikus eltolások: nincs fixpontjuk.

(3) A nem identikus forgatások: csak a forgáscentrum fixpont.

(4) Tengelyes tükrözések: a fixpontok halmaza a tengely.

(5) Csúsztatva tükrözések (egy tengelyre tükrözünk, utána
a tengellyel párhuzamosan eltolunk): nincs fixpontjuk.

Az eltolások és a forgatások mozgások (irányítástartók),
a tükrözések és a csúsztatva tükrözések nem. Minden
egybevágóság előáll legfeljebb három tükrözés szorzataként.
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A kvaterniócsoport

Kiss-jegyzet, 4.5.21. Gyakorlat

Elemek: ±1, ±i , ±j , ±k .
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A kvaterniócsoport

Kiss-jegyzet, 4.5.21. Gyakorlat

Elemek: ±1, ±i , ±j , ±k . Szabályok: i2 = j2 = k2 = −1,
ij = k , jk = i , ki = j ,
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A kvaterniócsoport

Kiss-jegyzet, 4.5.21. Gyakorlat

Elemek: ±1, ±i , ±j , ±k . Szabályok: i2 = j2 = k2 = −1,
ij = k , jk = i , ki = j , viszont ji = −k , kj = −i , ik = −j .
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A kvaterniócsoport

Kiss-jegyzet, 4.5.21. Gyakorlat

Elemek: ±1, ±i , ±j , ±k . Szabályok: i2 = j2 = k2 = −1,
ij = k , jk = i , ki = j , viszont ji = −k , kj = −i , ik = −j .

Q 1 i j k −1 −i −j −k

1 1 i j k −1 −i −j −k

i i −1 k −j −i 1 −k j

j j −k −1 i −j k 1 −i

k k j −i −1 −k −j i 1
−1 −1 −i −j −k 1 i j k

−i −i 1 −k j i −1 k −j

−j −j k 1 −i j −k −1 i

−k −k −j i 1 k j −i −1
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A kvaterniócsoport

Kiss-jegyzet, 4.5.21. Gyakorlat

Elemek: ±1, ±i , ±j , ±k . Szabályok: i2 = j2 = k2 = −1,
ij = k , jk = i , ki = j , viszont ji = −k , kj = −i , ik = −j .
Az asszociativitás ellenőrzése mátrixokkal gyorsabb.

Q 1 i j k −1 −i −j −k

1 1 i j k −1 −i −j −k

i i −1 k −j −i 1 −k j

j j −k −1 i −j k 1 −i

k k j −i −1 −k −j i 1
−1 −1 −i −j −k 1 i j k

−i −i 1 −k j i −1 k −j

−j −j k 1 −i j −k −1 i

−k −k −j i 1 k j −i −1
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X .
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2 7→ x3
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xk−1 7→ xk
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xk−1 7→ xk 7→ x1,
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xk−1 7→ xk 7→ x1, és X többi eleme
a helyén (fixen) marad.
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xk−1 7→ xk 7→ x1, és X többi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k .
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xk−1 7→ xk 7→ x1, és X többi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k .
Diszjunkt ciklusok: nincs közös elemük.
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xk−1 7→ xk 7→ x1, és X többi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k .
Diszjunkt ciklusok: nincs közös elemük.

Tétel (Kiss-jegyzet, 4.2.21. és 4.2.22)
Ha X véges halmaz, akkor minden SX -beli permutáció
a sorrendtől eltekintve egyértelműen felírható
páronként diszjunkt ciklusok szorzataként.



Számolás további csoportokban Algebra2, alapszint 12. előadás 13 / 14

Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xk−1 7→ xk 7→ x1, és X többi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k .
Diszjunkt ciklusok: nincs közös elemük.

Tétel (Kiss-jegyzet, 4.2.21. és 4.2.22)
Ha X véges halmaz, akkor minden SX -beli permutáció
a sorrendtől eltekintve egyértelműen felírható
páronként diszjunkt ciklusok szorzataként.

Példa:
[

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 1 9 7 2 6 5 8 3

]

=
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xk−1 7→ xk 7→ x1, és X többi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k .
Diszjunkt ciklusok: nincs közös elemük.

Tétel (Kiss-jegyzet, 4.2.21. és 4.2.22)
Ha X véges halmaz, akkor minden SX -beli permutáció
a sorrendtől eltekintve egyértelműen felírható
páronként diszjunkt ciklusok szorzataként.

Példa:
[

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 1 9 7 2 6 5 8 3

]

= (14752)
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Ciklusfelbontás

Kiss-jegyzet, 4.2.17. Definíció
Legyen X halmaz és x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ∈ X . Ekkor
(x1, x2, x3, . . . , xk−1, xk ) az a permutáció, amelynél
x1 7→ x2 7→ x3 7→ . . . 7→ xk−1 7→ xk 7→ x1, és X többi eleme
a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k .
Diszjunkt ciklusok: nincs közös elemük.

Tétel (Kiss-jegyzet, 4.2.21. és 4.2.22)
Ha X véges halmaz, akkor minden SX -beli permutáció
a sorrendtől eltekintve egyértelműen felírható
páronként diszjunkt ciklusok szorzataként.

Példa:
[

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 1 9 7 2 6 5 8 3

]

= (14752)(39).
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Az előjel kiszámítása

Kiss-jegyzet, 4.2.24. Következmény
Páros hosszú ciklus páratlan permutáció.
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Az előjel kiszámítása

Kiss-jegyzet, 4.2.24. Következmény
Páros hosszú ciklus páratlan permutáció.
Páratlan hosszú ciklus páros permutáció.
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Egy permutáció pontosan akkor páratlan,



Számolás további csoportokban Algebra2, alapszint 12. előadás 14 / 14

Az előjel kiszámítása

Kiss-jegyzet, 4.2.24. Következmény
Páros hosszú ciklus páratlan permutáció.
Páratlan hosszú ciklus páros permutáció.
Egy permutáció pontosan akkor páratlan, ha diszjunkt
ciklusokra bontva a páros hosszú ciklusok száma páratlan.
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Az előjel kiszámítása

Kiss-jegyzet, 4.2.24. Következmény
Páros hosszú ciklus páratlan permutáció.
Páratlan hosszú ciklus páros permutáció.
Egy permutáció pontosan akkor páratlan, ha diszjunkt
ciklusokra bontva a páros hosszú ciklusok száma páratlan.

Bizonyítás
HF: (x1 . . . xk ) = (x1x2)(x2x3) . . . (xk−2xk−1)(xk−1xk ).
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Az előjel kiszámítása

Kiss-jegyzet, 4.2.24. Következmény
Páros hosszú ciklus páratlan permutáció.
Páratlan hosszú ciklus páros permutáció.
Egy permutáció pontosan akkor páratlan, ha diszjunkt
ciklusokra bontva a páros hosszú ciklusok száma páratlan.

Bizonyítás
HF: (x1 . . . xk ) = (x1x2)(x2x3) . . . (xk−2xk−1)(xk−1xk ).
Azaz egy k hosszú ciklus k − 1 darab transzpozíció szorzata.



Számolás további csoportokban Algebra2, alapszint 12. előadás 14 / 14

Az előjel kiszámítása

Kiss-jegyzet, 4.2.24. Következmény
Páros hosszú ciklus páratlan permutáció.
Páratlan hosszú ciklus páros permutáció.
Egy permutáció pontosan akkor páratlan, ha diszjunkt
ciklusokra bontva a páros hosszú ciklusok száma páratlan.

Bizonyítás
HF: (x1 . . . xk ) = (x1x2)(x2x3) . . . (xk−2xk−1)(xk−1xk ).
Azaz egy k hosszú ciklus k − 1 darab transzpozíció szorzata.
Használjuk föl, hogy sg(fg) = sg(f )sg(g).
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Az előjel kiszámítása

Kiss-jegyzet, 4.2.24. Következmény
Páros hosszú ciklus páratlan permutáció.
Páratlan hosszú ciklus páros permutáció.
Egy permutáció pontosan akkor páratlan, ha diszjunkt
ciklusokra bontva a páros hosszú ciklusok száma páratlan.

Bizonyítás
HF: (x1 . . . xk ) = (x1x2)(x2x3) . . . (xk−2xk−1)(xk−1xk ).
Azaz egy k hosszú ciklus k − 1 darab transzpozíció szorzata.
Használjuk föl, hogy sg(fg) = sg(f )sg(g).

Ezzel elvégeztük a Kiss-jegyzet 4.1 és 4.2 szakaszait.
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Az előjel kiszámítása

Kiss-jegyzet, 4.2.24. Következmény
Páros hosszú ciklus páratlan permutáció.
Páratlan hosszú ciklus páros permutáció.
Egy permutáció pontosan akkor páratlan, ha diszjunkt
ciklusokra bontva a páros hosszú ciklusok száma páratlan.

Bizonyítás
HF: (x1 . . . xk ) = (x1x2)(x2x3) . . . (xk−2xk−1)(xk−1xk ).
Azaz egy k hosszú ciklus k − 1 darab transzpozíció szorzata.
Használjuk föl, hogy sg(fg) = sg(f )sg(g).

Ezzel elvégeztük a Kiss-jegyzet 4.1 és 4.2 szakaszait.
A 4.2.9. Lemma bizonyítását csak középszinten, továbbá
a matematikus, alkmatos és tanári szakirányokon kell tudni.
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