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Nem diagonalizálható mátrixok

A véges Markov-folyamatok kiszámításához mátrixot kell
hatványozni. Ezt a mátrix diagonalizálásával végeztük el.
Mit tehetünk, ha a mátrix nem diagonalizálható?

Példa

M =

[

0 −4
1 4

]

, km(x) = (−x)(4 − x) + 4 = x2 − 4x + 4.

Ez (x − 2)2, az egyetlen sajátérték a 2. Sajátvektorok:
[

0 −4
1 4

] [

x

y

]

= 2
[

x

y

]



A Jordan-féle normálalak Algebra2, alapszint 10. előadás 2 / 12
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Nem diagonalizálható mátrixok

A véges Markov-folyamatok kiszámításához mátrixot kell
hatványozni. Ezt a mátrix diagonalizálásával végeztük el.
Mit tehetünk, ha a mátrix nem diagonalizálható?

Példa

M =

[

0 −4
1 4

]

, km(x) = (−x)(4 − x) + 4 = x2 − 4x + 4.

Ez (x − 2)2, az egyetlen sajátérték a 2. Sajátvektorok:
[

0 −4
1 4

] [

x

y

]

=

[

−4y

x + 4y

]

= 2
[

x

y

]

⇐⇒ x = −2y .

A sajátaltér az r

[

−2
1

]

vektorokból áll,



A Jordan-féle normálalak Algebra2, alapszint 10. előadás 2 / 12
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Szebb alak

A példa folytatása

M =

[

0 −4
1 4

]

nem diagonalizálható.

Legyen b1 =

[

7
−3

]

és b2 =

[

−2
1

]

. E bázisba transzformálva

S =

[

7 −2
−3 1

]

, S−1 =

[

1 2
3 7

]

, N = S−1MS =

[

2 0
1 2

]

.

Ez nem diagonális, de tudjuk hatványozni!



A Jordan-féle normálalak Algebra2, alapszint 10. előadás 3 / 12
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Jordan-blokk

Definíció
Az m × m-es, λ-hoz tartozó Jordan-blokk:

Jλ,m =























λ 0 0 . . . 0 0 0
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. . .
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Jordan-blokk

Definíció
Az m × m-es, λ-hoz tartozó Jordan-blokk:

Jλ,m =























λ 0 0 . . . 0 0 0
1 λ 0 . . . 0 0 0
0 1 λ . . . 0 0 0
0 0 1 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . 1 λ 0
0 0 0 . . . 0 1 λ























= N + λE ∈ C
m×m.
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A főátló végig λ, közvetlenül alatta ferdén 1, másutt 0.

Gyakorlaton láttuk az előző félévben
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csak a blokkok sorrendje változhat.
Azaz minden λ és m esetén egyértelműen meghatározott
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(nem függ a választott új bázistól) az, hogy a kapott
Jordan-alakú mátrixban hány darab Jλ,m blokk szerepel.
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csak a blokkok sorrendje változhat.
Azaz minden λ és m esetén egyértelműen meghatározott
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Itt D1, . . . , Dn tetszőleges, nem feltétlenül egyforma méretű
mátrixok,
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Itt D1, . . . , Dn tetszőleges, nem feltétlenül egyforma méretű
mátrixok, melyeken kívül minden elem nulla.
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Bizonyítás

Jλ,m = N + λE .
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Jλ,m = N + λE . Itt N és λE felcserélhető, mert
N(λE) = λN = (λE)N.
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Használjuk föl N j ismert szerkezetét.
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Diagonalizálható transzformációk

Legyen V véges dimenziós vektortér T fölött és A ∈ Hom(V ).
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Tétel (Freud, 6.6.1. Feladat)
Pontosan akkor létezik olyan bázis V -ben, melyben A mátrixa
diagonális,
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bomlik T fölött, és minden gyöke egyszeres.
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Diagonalizálható transzformációk

Legyen V véges dimenziós vektortér T fölött és A ∈ Hom(V ).

Tétel (Freud, 6.6.1. Feladat)
Pontosan akkor létezik olyan bázis V -ben, melyben A mátrixa
diagonális, ha A minimálpolinomja gyöktényezők szorzatára
bomlik T fölött, és minden gyöke egyszeres.

Főtengelytétel (Freud, 8.6.2. Tétel)
Ha T = R,
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Ha T = R, akkor pontosan akkor létezik olyan ortonormált
bázis V -ben, melyben A mátrixa diagonális,
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bomlik T fölött, és minden gyöke egyszeres.
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bázisban vett mátrixa szimmetrikus, azaz [A]T = [A].

A szimmetria szempontjából mindegy, melyik ONB-t vesszük:
ha az egyikben A mátrixa szimmetrikus, akkor mindben az.
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Diagonalizálható mátrixok

Legyen T test és M ∈ T n×n.

Tétel (Freud, 6.6.1. Feladat)

Pontosan akkor diagonalizálható M egy T n×n-beli mátrixszal,
ha M minimálpolinomja gyöktényezők szorzatára bomlik
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egyenlő a karakterisztikus polinomja,



A diagonalizálhatóság feltétele Algebra2, alapszint 10. előadás 11 / 12
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Az első állítás a bázistranszformáció képletéből adódik.
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egyenlő a karakterisztikus polinomja, a minimálpolinomja
és a sajátértékei is (de a sajátvektoraik nem feltétlenül).

Bizonyítás
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A diagonalizálhatóság feltétele Algebra2, alapszint 10. előadás 12 / 12
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különbözők (az M főátlójának elemei). Ha N hasonló M-hez,
akkor minimálpolinomjuk ugyanaz. Ezért a diagonalizálható
mátrixok minimálpolinomjára teljesülnek a tétel feltételei.



A diagonalizálhatóság feltétele Algebra2, alapszint 10. előadás 12 / 12
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Legyen A ∈ Hom(V ) és mA = gh,
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A diagonalizálhatóság jellemzésének bizonyítása

Ha M diagonális, akkor kM minimálpolinomját kiszámoltuk:
kM(x) = (x − λ1) . . . (x − λn), ahol λ1, . . . , λn ∈ T páronként
különbözők (az M főátlójának elemei). Ha N hasonló M-hez,
akkor minimálpolinomjuk ugyanaz. Ezért a diagonalizálható
mátrixok minimálpolinomjára teljesülnek a tétel feltételei.
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A diagonalizálhatóság jellemzésének bizonyítása

Ha M diagonális, akkor kM minimálpolinomját kiszámoltuk:
kM(x) = (x − λ1) . . . (x − λn), ahol λ1, . . . , λn ∈ T páronként
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