BSc Algebra2, vizsgatematika (2007 tavasza)

A vizsga anyaga kis kivételekkel Freud Robert: Linedris algebra konyvének negyedik, 6t6dik
és hatodik fejezete, tovabba Kiss Emil: Bevezetés az algebrdba cimi konyvébdl a kévetkezd
szakaszok: 2.2, 4.1-4.7, 4.9, 4.14. A tanulashoz hasznosak a gyakorlatok feladatsorai is. Az
elméleti anyag egyes részei a gyakorlaton szerepeltek. A skalaris szorzathoz a Freud-jegyzet
nyolcadik fejezete ad segitséget. NB: a bizonyitast nem kell tudni.

A vizsga irasbeli, informéciok a http://www.cs.elte.hu/~ewkiss/bboard/ cimen ta-
lalhatok (példaul a konzultaciokrol), egy minta vizsgadolgozat is letolthets. A vizsga elss
felében egy ora alatt 30 konnyd kérdésre kell vilaszolni, ezek a fogalmak, tételek, bizonyi-
tasok megértését vizsgaljak. Aki itt elér legalabb 50%-ot, annak a vizsgija mar sikeres,
a tobbieké sajnos elégtelen. A vizsga masodik felében harminc perc alatt 5 kérdésre kell
valaszolni az anyag nehezebb részeibsl. A vizsgan csak toll és tires papir hasznalhato.

Vektorterek. A vektortéraxiomaék, elemi tulajdonsigok, példak. Az altér fogalma és jel-
lemzése a miiveletekre valo zartsag segitségével. A generalt altér mint linearis kombinéciok
halmaza, és mint adott elemeket tartalmazo legsziikebb altér; generdtorrendszer. Linearis
fliggés és fiiggetlenség, kapcsolatuk. A bazis fogalma, jellemzése, mint minimélis gene-
ratorrendszer, illetve maximalis fliggetlen rendszer. Vektor koordinatai adott béazisban.
A skalaris szorzat fogalma R"™-ben, vektorok hossza és szoge. Ortonormalt bézis. Vektor
koordinatainak felirdsa ortonormalt bazisban a skalaris szorzat segitségével. A kicserélési
tétel. Kovetkezmények: fliggetlen rendszer elemszama legfeljebb akkora lehet, mint egy ge-
neratorrendszeré, minden fiiggetlen rendszer kiegészithet§ bézissa, a bazis elemszaméanak
egyértelmtsége. Valodi altér dimenzidja. Alterek Osszege. Az Osszeg elemeinek elGallitasa
mikor egyértelmi, direkt Osszeg, direkt kiegészits altér létezése és dimenzidja. Alterek
Osszegének dimenzidja. Ortogonalis kiegészit§ altér és ennek dimenzidja valos f6lott.

Linearis leképezések. Linearis leképezés, linearis transzformacié. Miveletek, ezekre a
linearis leképezések vektorteret, a linearis transzformaciok gytrit alkotnak. ElGsirhatosagi
tétel, linearis leképezés matrixa adott bazisparban. Osszefiiggés a matrixmiveletek és a
linearis leképezések miiveletei kozott. Két vektortér pontosan akkor izomorf, ha dimenzi-
6juk megegyezik. A linearis leképezések vektorterének dimenzidja. A bazistranszforméacio
képlete. Tavolsagtartd transzformaciok. Bazistranszformacié ortonormalt béazisok koézott.
Képtér, magtér, az injektivitas és a sziirjektivitas jellemzése. A dimenzidtétel. Véges di-
menzios téren az invertalhato transzformaciok jellemzése (van bal-, illetve jobbinverze, nem
bal, illetve jobb oldali nulloszt6, magja nulla, képe az egész tér, bijektiv); e jellemzések
atvitele matrixokra. Véges dimenzios téren, ha AB az identitas, akkor B A is az. Lineéaris
transzformécié determinénsa, mint a matrixdnak a determinansa, ez nem fiigg a bazistol.
A determinans geometriai jelentése. Az invertalhatosag és a determinans kapcsolata.

Vektorrendszer rangja, mint az altala generalt altér dimenzi6ja. A rang a maximalis
fiiggetlen részrendszerek elemszama. Linearis leképezés rangja, mint a képtér dimenzioja.
Maétrix oszloprangja, linearis leképezés rangja ugyanaz, mint a matrixadnak a rangja. Két
méatrix szorzatanak rangja legfeljebb akkora, mint barmelyik tényezd rangja. Az oszloprang
és a sorrang megegyezik, determinansrang. Linearis egyenletrendszer megoldhatosaganak
és a megoldas egyértelmiiségének jellemzése a rang segitségével.
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Sajatérték, minimalpolinom. Linearis transzformécio, négyzetes matrix diagonalizal-
hatosaga, sajatértékei, sajatvektorai, sajatalterei, karakterisztikus polinomja; ennek gyokei
a sajatértékek. Kiilonbozo sajatértékekhez tartozo sajatvektorok fliggetlenek, igy ha annyi
kiilonb6z6 sajatérték van, mint a tér dimenzidja, akkor a transzformacié diagonalizalhato.
Matrix és transzformécié minimalpolinomja. Az A transzformécié m 4 minimalpolinomja
a legalacsonyabb fokd normaélt polinom, melynek A gycke. A minimalpolinom egyértelmi,
egy f polinomnak A pontosan akkor gyoke, ha ma | f. A sajatértékek gyokei a mini-
malpolinomnak. A Cayley-Hamilton-tétel: minden métrix illetve transzformacié gyoke a
karakterisztikus polinomjanak (NB). Kovetkezmények: a minimalpolinom osztoja a ka-
rakterisztikus polinomnak, és igy a foka legfeljebb a dimenzi6; a minimalpolinom gydkei
pontosan a sajatértékek. A Jordan-normalalak létezése, egyértelmisége (NB), hatvanyo-
zésa. Egy transzformécié akkor és csak akkor diagonalizalhato, ha a miniméalpolinomja
linearis tényezdkre bomlik és minden gyoke egyszeres (csak részben bizonyitva). Féten-
gelytétel: egy valos métrix akkor és csak akkor diagonalizdlhaté ortonormalt bazisban,
ha szimmetrikus (NB). Hasonlé matrixok.

Csoportok. A csoport fogalma. Gytrd additiv és multiplikativ csoportja, az altalanos
linearis csoport. A szimmetrikus és az alternalo csoport, ciklusfelbontés. A Klein-csoport,
a diédercsoport és a kvaternidcsoport. Geometriai transzforméciok csoportjai.

Hatvanyozas, elemrend, tulajdonsagok, a hatvany rendje. Permutéci6 rendjének leolva-
sésa a ciklusfelbontéasrol. Elemrend ciklikus csoportban. Részcsoport, jellemzése zartsaggal
és komplexusszorzassal. Lagrange tétele, mellékosztaly, index, a bal oldali és a jobb oldali
mellékosztalyok szama megegyezik. Egy elemmel generalt részcsoport. Elem rendje osz-
toja a csoport rendjének, kovetkezmény: Euler-Fermat-tétel. Egy csoportnak akkor és csak
akkor van pontosan két részcsoportja, ha primrendid. Primrendi csoport ciklikus. Ciklikus
csoport részcsoportja is ciklikus. A ciklikus csoportok részcsoportjainak leirasa. Generalt
részcsoport, példak. A generalt részcsoport elemeinek leirasa (NB). Permutéaciocsoport,
palya, stabilizator, Osszefliggésiik, tranzitivitas. Ekvivalenciarelacio és partici6. A kocka
szimmetridinak a szama. Leszamlalas a Burnside-lemma segitségével.

A homomorfizmus fogalma, elemi tulajdonsigai, haszna. Kép és mag, a képelemek teljes
inverz képe. Normaloszto, faktorcsoport, a szorzas joldefinidltsaga, természetes homomor-
fizmus, homomorfizmus-tétel. Ketts indexti részcsoport normaloszté. A normaéloszto jel-
lemzése konjugalés segitségével. A direkt szorzat fogalma. Elem rendje a direkt szorzatban,
a direkt szorzat mikor ciklikus. A véges Abel-csoportok alaptétele, egyértelmiiség (NB).
A direkt szorzat projekcioi és belss jellemzése két tényezd esetén. Izomorfizmus, a cikli-
kus csoportok izomorfia-tipusai. Két négyelemi csoport van izomorfia erejéig: a ciklikus
és a Klein-csoport. Minden primnégyzet rendd csoport kommutativ (NB). A hatod- és
nyolcadrendi csoportok (NB).

Egyszert csoportok. A kommutativ egyszerii csoportok jellemzése. Az A, alternald
csoport egyszerti, ha n > 5 (NB). A gémb mozgascsoportja, azaz SO(3) egyszerd (NB).
A feloldhatosag fogalma és kapcsolata az egyenletek gyokképletével (NB). Minden primhat-
vany rendt csoport feloldhato (NB). Burnside kétprimes tétele: minden p®g¢” rendii csoport
feloldhato (NB). A Feit-Thompson-tétel: minden paratlan rendd csoport feloldhato (NB).
A véges egyszerii csoportok osztalyozasa, sporadikus egyszerii csoportok, blokkrendszerek
és a Mathieu-csoportok, a Szornyeteg (csak meseszerten).



