BSc Algebra2 mintavizsga

A vizsga els6 felében szerepld 30 kérdés megvalaszolasara egy ora all rendelkezésre. Mind-
egyik kérdésre a helyes valasz 1 pontot, az liresen hagyott, vagy helytelen valasz 0 pontot
ér, indokolni nem kell. Aki itt elér legalabb 15 pontot, annak a vizsgaja méar sikeres, a
tobbieké sajnos elégtelen (és ilyenkor ha valaki meg is irja a vizsga mésodik felét, azt nem
javitjuk ki). A vizsga masodik felében harminc perc alatt 5 kérdésre kell (indoklassal) va-
laszolni, a maximalis pontszdm mindegyikre 2 pont. Ha az els6 részre kapott 6sszpontszam
x > 15, a mésodik részre pedig y, akkor a stilyozott Gsszeg S = 2x + 3y, és az osztalyzat
S > 66 esetén jeles, S > 54 esetén jo, S > 42 esetén kozepes, kiilonben elégséges.

ElsG rész

1. Legyen V = C* Abel-csoport, T = R test. Definialjuk minden \ € T ésv € V szorzatéat
nullanak. Irjunk fol egy olyan vektortéraxiomat, ami ebben a helyzetben nem teljesiil.

2. Adjunk példat arra, hogy a harommal oszthatoé foki R|x]-beli polinomok halmaza nem
zart az Osszeadasra.

3. Adjunk példat a sikon, mint R f6l6tti vektortérben olyan részhalmazra, amely az dssze-
adasra zart, de a skalarszoros képzésére nem.
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4. Adjunk példat, ami azt mutatja, hogy a kévetkezd allitas hamis. ,,Ha egy vektorrendszer
linearisan Osszefiiggd, akkor minden vektora linearisan fiigg a tobbiektdl.”

5. Adjunk meg egy linearis kombinéciot (vagyis négy valds egytitthatot), ami tetszéleges
u, v, w vektorok esetében megmutatja, hogy a {v+w,0,w —u,u} vektorrendszer linearisan
Osszetiiggo.

6. Egy vektortérben van 10 fiiggetlen vektor és egy 20 elemit generatorrendszer. Soroljuk
fol a dimenzié lehetséges értékeit.

7. Adjunk példat olyan u,v € R3 vektorokra, hogy {u + v,u — v,v} rangja 1 legyen.
8. Mondjuk ki a kicserélési tételt.

9-10. Az alabbi levezetésben megmutatjuk, hogy linearis leképezések Osszege dsszegtarto.
Minden egyes egyenldségjelhez oda kell irni az A, O, D, N betiik egyikét aszerint, hogy
annak a lépésnek mi az indoklasa. A betiik jelentése a kovetkezd:
A) A vektortéraxiomak kézvetlen kdvetkezménye.
O) Linearis leképezés Gsszegtartasa.
D) Lineéris leképezések dsszegének definicidja.
N) A fentiek kéziil egyik sem.
(A+ B)(v+w) =
A(v+w) + Bv+w) =
A(v) + A(w) + B(v) + B(w) =
A(v) + B(v) + A(w) + B(w) =
(A+ B)(v)+ (A+ B)(w) .

A kiindulé pontszam 2, minden hibaért egy pont levonas jar.
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11. Ha A, B, C négyzetes matrixok, AB = 0 és BC' az egységmatrix, akkor mi lesz
det(A)?

12. Ha az A € C°*° matrix rangja 7, akkor a karakterisztikus polinomjinak hanyszoros
gyoke a nulla?

13. Egy valés matrix négyzete az egységmatrix. Mi lehet a minimalpolinomja? Minden
lehetséges polinomra adjunk példamatrixot.

14. Egy négyszer négyes matrix minimélpolinomja (z—1)?(x—2). Soroljuk 5l a lehetséges
karakterisztikus polinomokat.

15. Adjunk példat olyan R?*2-beli, valés f6l6tt diagonalizalhaté métrixra, ami ortonor-
malt bazisban nem diagonalizalhato.

16. Adjuk meg a sikon a 90 fokos forgatashoz tartozé matrix Jordan-alakjat.

17. A kvaterniécsoportban szamitsuk ki a jik szorzatot.

18. Adjuk meg Z7y egy generatorelemét.

19. Haény részcsoportja van egy 20 elemi ciklikus csoportnak?

20. Legyen H = {1,tf} < Ds5. Adjunk meg egy olyan g € D5 elemet, melyre gH # Hg.

21. Adott egy téglalap, ami nem négyzet. A szimmetriacsoportjanak hany palyaja van az
oldalfelezé pontok halmazan?

22. Hany elemii az As csoportban a 2 stabilizatora?

23. Adjunk meg egy két elemmel generdlhat6é, nem kommutativ, 40 elemi csoportot, és
két generatorelemet.

24. Mondjuk ki a két tényezds direkt szorzat belsé jellemzésérdl szolo tételt.
25. Hany negyedrendii elem van Dy x 7. -ban?
26. Legyen N = {1,8}. Szamitsuk ki a Z; /N faktorcsoportban 5N rendjét.

27. Adjuk meg az Gsszes olyan nyolcelemii csoportot izomorfia erejéig, amelyben pontosan
egy darab masodrendid elem van.

28. Izomorfia erejéig hany 45 elemi Abel-csoport létezik?
29. Adjunk meg egy 360 rendii egyszerii csoportot.
30. Mondjuk ki a Feit—Thompson-tételt.
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Masodik rész

31. Definialjuk linearis leképezés determinansat a leképezés matrixa segitségével, és iga-
zoljuk, hogy ez a definicié nem fiigg a valasztott bazistol.

32. Igazoljuk, hogy r(AB) < r(B) (ezek linearis leképezések megfelels vektorterek kézott).

33. Mondjuk ki pontosan és bizonyitsuk is be azt a tételt, mely szerint barmely két bal
oldali mellékosztaly vagy egyenld, vagy diszjunkt.

34. Definidljuk az f : Q — Z fiiggvényt az f(a/b) = a+b képlettel, ahol a, b egész. Adjunk
példat, ami azt mutatja, hogy ez a fiiggvény nem jéldefinialt.

35. Igazoljuk, hogy RY /Z™ izomorf az 1 abszoliit értékii komplex szamok csoportjaval a
szorzasra nézve.



