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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel
Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gyurd, ahol p prim.




Karakterisztika, primtest Algebra3, elemz6 szakirany 9. el6adas 4/12

A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gydird, ahol p prim.
Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:




Karakterisztika, primtest Algebra3, elemz6 szakirany 9. el6adas

A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gydird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+sP=rP+sP (r,s € R).

4/12



Karakterisztika, primtest Algebra3, elemz6 szakirany 9. el6adas 4/12

A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gydird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+sP=rP+sP (r,s € R).

Ezért a v (r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.




Karakterisztika, primtest Algebra3, elemz6 szakirany 9. el6adas 4/12

A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gydird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+sP=rP+sP (r,s € R).

Ezért a v (r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.




Karakterisztika, primtest Algebra3, elemz6 szakirany 9. el6adas 4/12

A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gydird, ahol p prim.
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Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gydird, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+sP=rP+sP (r,s € R).

Ezért a v (r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: dnmagéaba képzé homomorfizmus.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gyurd, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+sP=rP+sP (r,s € R).

Ezért a v (r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: dnmagéaba képzé homomorfizmus.

Y szorzattartasa nyilvanvald, mert R kommutativ.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gyurd, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+sP=rP+sP (r,s € R).

Ezért a v (r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: dnmagéaba képzé homomorfizmus.

Y szorzattartasa nyilvanvald, mert R kommutativ.
Az ¢sszegtartas a binomialis tételbdl kdvetkezik.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gyurd, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+sP=rP+sP (r,s € R).

Ezért a v (r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: dnmagéaba képzé homomorfizmus.

Y szorzattartasa nyilvanvald, mert R kommutativ.
Az ¢sszegtartas a binomialis tételbdl kdvetkezik.

Elemi szamelmélet: (7) oszthaté p-vel, ha 0 < j < p.
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A Frobenius-endomorfizmus

5.8.4. Tétel

Legyen R kommutativ, p karakterisztikaju gyurd, ahol p prim.

Ekkor R-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni:
(r+sP=rP+sP (r,s € R).

Ezért a v (r) = rP leképezés gylirihomomorfizmus R-bél R-be.

Neve: Frobenius-endomorfizmus.

Ugyanez az allitas érvényes p hatvanyaira is.

Endomorfizmus: dnmagéaba képzé homomorfizmus.

Y szorzattartasa nyilvanvald, mert R kommutativ.
Az ¢sszegtartas a binomialis tételbdl kdvetkezik.
Elemi szamelmélet: (7) oszthaté p-vel, ha 0 < j < p.

A pX-ra emelés v (k tényez8s kompozicid). O
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test,
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,
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5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része
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5.8.7. Tétel

Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (legszlkebb résztest).



Karakterisztika, primtest Algebra3, elemz6 szakirany 9. el6adas 5/12

Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része (legszlkebb résztest).

A legszikebb résztest neve: P a T primteste.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része (legszlikebb résztest).
A legszikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e £ 0 de pe = 0, az e elem rendje p.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része (legszlkebb résztest).

A legszikebb résztest neve: P a T primteste.
Bizonyitas

Mivel e £ 0 de pe = 0, az e elem rendje p.
Ezért P részcsoport
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része (legszlkebb résztest).

A legszikebb résztest neve: P a T primteste.
Bizonyitas

Mivel e £ 0 de pe = 0, az e elem rendje p.
Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Z; és P+ kozott.




Karakterisztika, primtest Algebra3, elemzé szakirany 9. el6adas 5/12

Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része (legszlikebb résztest).
A legszikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e £ 0 de pe = 0, az e elem rendje p.

Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Z; és P+ kozott.
Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e®> = (mn)e.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része (legszlkebb résztest).

A legszikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e £ 0 de pe = 0, az e elem rendje p.

Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Z; és P+ kozott.

Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e®> = (mn)e.
Legszlikebb: Legyen K < T résztest.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része (legszlikebb résztest).

A legszikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e £ 0 de pe = 0, az e elem rendje p.

Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Z; és P+ kozott.
Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e®> = (mn)e.
Legszlikebb: Legyen K < T résztest.

Ekkor K # {0}, és igy K* részcsoportja T*-nek.
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Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része (legszlikebb résztest).

A legszikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e £ 0 de pe = 0, az e elem rendje p.

Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Z; és P+ kozott.
Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e®> = (mn)e.
Legszlikebb: Legyen K < T résztest.

Ekkor K # {0}, és igy K* részcsoportja T*-nek.
Ezért T egységeleme, e € K.




Karakterisztika, primtest Algebra3, elemzé szakirany 9. el6adas 5/12

Primtest p karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy p > 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {0, e, 2e, 3e, ..., (p — 1)e} Zp-vel izomorf résztest,

amely T minden résztestének része (legszlikebb résztest).

A legszikebb résztest neve: P a T primteste.

Bizonyitas

Mivel e £ 0 de pe = 0, az e elem rendje p.

Ezért P részcsoport és m — me izomorfizmus Z; és P+ kozott.
Ez tartja a szorzast is: (me)(ne) = (mn)e®> = (mn)e.
Legszlikebb: Legyen K < T résztest.

Ekkor K # {0}, és igy K* részgsoportja T>*-nek.
Ezért T egységeleme, e € K. Igy P C K. O
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy O karakterisztikaju test,
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel
Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy O karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
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5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.

Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része
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5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.

Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas
Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas
Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellendrizni kell, hogy v : m/n + (me)/(ne) joldefinialt,
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellendrizni kell, hogy v : m/n + (me)/(ne) joldefinialt,

és izomorfizmus Q és P kdzott.
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellendrizni kell, hogy v : m/n + (me)/(ne) joldefinialt,

és izomorfizmus Q és P kozo6tt. MUvelettartd: nyilvan.
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellendrizni kell, hogy v : m/n + (me)/(ne) joldefinialt,

és izomorfizmus Q és P kozo6tt. MUvelettartd: nyilvan.
Joldefinialt: m/n=u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellendrizni kell, hogy v : m/n + (me)/(ne) joldefinialt,

és izomorfizmus Q és P kozo6tt. MUvelettartd: nyilvan.
Joldefinialt: m/n=u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellendrizni kell, hogy v : m/n + (me)/(ne) joldefinialt,

és izomorfizmus Q és P kozo6tt. MUvelettartd: nyilvan.
Joldefinialt: m/n=u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.

Sziirjektiv: nyilvan.
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellendrizni kell, hogy v : m/n + (me)/(ne) joldefinialt,

és izomorfizmus Q és P kozo6tt. MUvelettartd: nyilvan.
Joldefinialt: m/n=u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.

Szurjektiv: nyilvan. Injektiv: elég, hogy Ker(y) = {0}.
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellendrizni kell, hogy v : m/n + (me)/(ne) joldefinialt,

és izomorfizmus Q és P kozo6tt. MUvelettartd: nyilvan.
Joldefinialt: m/n=u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.

Szurjektiv: nyilvan. Injektiv: elég, hogy Ker(y) = {0}.

Ha (me)/(ne) = 0 akkor me = 0,
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellendrizni kell, hogy v : m/n + (me)/(ne) joldefinialt,

és izomorfizmus Q és P kozo6tt. MUvelettartd: nyilvan.
Joldefinialt: m/n=u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.

Szurjektiv: nyilvan. Injektiv: elég, hogy Ker(y) = {0}.

Ha (me)/(ne) = 0 akkor me = 0, ezért m = 0 mert o(e) = oo.
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Primtest O karakterisztikaban

5.8.7. Tétel

Legyen T egy 0 karakterisztikaju test, e az egységelem.
Ekkor P = {(me)/(ne) : m,0 # n € Z} Q-val izomorf résztest,
amely T minden résztestének része (primtest).

Bizonyitas

Mivel e £ 0 és a karakterisztika 0, az e elem rendje végtelen.
Ellendrizni kell, hogy v : m/n + (me)/(ne) joldefinialt,

és izomorfizmus Q és P kozo6tt. MUvelettartd: nyilvan.
Joldefinialt: m/n=u/v = (me)/(ne) = (ue)(ve) HF.
Tovabba ne # 0 ha n # 0, mert e rendje végtelen.

Szurjektiv: nyilvan. Injektiv: elég, hogy Ker(y) = {0}.

Ha (me)/(ne) = 0 akkor me = 0, ezért m = 0 mert o(e) = oo.
Legszlikebb: mint a p karakterisztikaju esetben. Ol
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Véges test elemszama

6.7.2. Kbvetkezmény
Minden véges test elemszama primhatvany.
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Véges test elemszama

6.7.2. Kbvetkezmény
Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas
Legyen T karakterisztikaja p, primteste P,
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Véges test elemszama

6.7.2. Kbvetkezmény
Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas
Legyen T karakterisztikaja p, primteste P, és |T : P| = n.
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Véges test elemszama

6.7.2. Kbvetkezmény
Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas

Legyen T karakterisztikaja p, primteste P, és | T : P| = n.
Ekkor T elemei egyértelmien irhatok 11 by + ...+ A,b, alakban,
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Véges test elemszama

6.7.2. Kbvetkezmény
Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas
Legyen T karakterisztikaja p, primteste P, és | T : P| = n.

Ekkor T elemei egyértelmien irhatok 11 by + ...+ A,b, alakban,
ahol by, ..., b, bazis T-ben P f6l6it,
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Véges test elemszama

6.7.2. Kbvetkezmény
Minden véges test elemszama primhatvany.

Bizonyitas
Legyen T karakterisztikaja p, primteste P, és | T : P| = n.
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A 0 és az 1 minimalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x3 4+ x + 1, a masik haromé x3 + x2 + 1.
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Az Fg elemei az x8 — x polinom 6sszes gyokei.
Az egyetlen valodi résztest a primtest: {0, 1}.
A 0 és az 1 minimalpolinomja x és x — 1. Harom elem
minimalpolinomja x3 4+ x + 1, a masik haromé x3 + x2 + 1.
A v : z+— z° Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x + 1 és x3 + x® 4 1 gyokeit is.
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minimalpolinomja x3 4+ x + 1, a masik haromé x3 + x2 + 1.
A v : z+— z° Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x + 1 és x3 + x® 4 1 gyokeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x3 + x + 1),
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A v : z+— z° Frobenius-endomorfizmus bijektiv, mert magja {0}.
Ez permutalja x® + x + 1 és x3 + x® 4 1 gyokeit is.

Legyen K = Zo[x]/(x® +x+1),0=0+ (x> + x+ 1)
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Legyen K = Zo[x]/(x®+ x+1), 0 =0+ (x*+ x+1) és
E=1+0C+x+1);
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Legyen K = Zo[x]/ (X3 +x+1), 0=0+ (x®*+x+ 1) és
E =1+ (x®+ x+1); ekkor {O, E} a primtest.
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Legyen K = Zy[x]/(X*+ x+1), 0 =04+ (x®+x+1) és
E =1+ (x®+ x + 1); ekkor {O, E} a primtest.
A=x+ (x3+ x+ 1) gydke Ex® + Ex + E-nek.
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E =1+ (x®+ x+1); ekkor {O, E} a primtest.

A=x+ (x®+ x + 1) gydke Ex® + Ex + E-nek. A masik két
gyok A2 =x2 + (x3 +x+1)
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E =1+ (x®+ x+1); ekkor {O, E} a primtest.

A=x+ (x®+ x + 1) gydke Ex® + Ex + E-nek. A masik két
gyoK A2 = X2 + (X3 + x4+ 1) és A =x>+ x+ (X3 +x+1).
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A=x+ (x®+ x + 1) gydke Ex® + Ex + E-nek. A masik két
gyoK A2 = X2 + (X3 + x4+ 1) és A =x>+ x+ (X3 +x+1).
A maradék harom elem Ex® 4+ Ex? 4+ E-nek lesz gyoke,
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gyoK A2 = X2 + (X3 + x4+ 1) és A =x>+ x+ (X3 +x+1).
A maradék harom elem Ex® 4+ Ex? 4+ E-nek lesz gyoke,
ezek A+ E,
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