1. A Gauss-egészek szamelmélete

Két négyzetszam kiilonbsége.

Freud-Gyarmati: Szamelmélet, 7.3.1. Tétel
Egy szam akkor 4ll el6 két négyzetszdam kiilonbségeként, ha 4-gyel osztva nem 2 mara-
dékot ad.

Bizonyitas

Otlet: szorzattd alakitds. n = x> — y> = (x — y)(x + y). Legyen x —y = a és
x +y = b. Ekkor a és b paritdsa ugyanaz, mert b = a + 2y, tehat n vagy pdratlan,
vagy 4-gyel oszthat6.

Megforditva: nyilvan x = (a +b)/2és y = (b —a)/2. Ha n pératlan, legyena = 1 és
b = n, ekkor x, y egész. Ha 4 | n, akkor legyena =2 és b = n/2. U
HF: A megoldasszam 2d(n) ha n paratlan és 2d(n/4) ha 4 | n.

(Ez a megfeleld (x, y) € Z x Z szampdrok szama.)

Két négyzetszam oGsszege.
Freud-Gyarmati: Szamelmélet, 7.4. Szakasz

Egy szam mikor all el6 két négyzetszam dsszegeként?

Otlet
n=x24+y? = (x—iy)(x+iy). Ittx+iy Gauss-egész, ki kell épiteni a szamelméletiiket.

Hasonlé problémak

n= )c2+5y2 =(x —«/giy)(x+\/§iy). Ehhez az x+«/§iy alaku szamok szamelmélete
kell.

D=3+ =@+ y)(x +ey)(x +€%y), ahol e = (1 + ﬁi)/2 primitiv harmadik
egységgyok. Ujabb gyiirti: Euler-egészek. Es igy tovabb!

Gauss-egész normaja.
A Gauss-egészek az a + bi alaku szamok, ahol a, b € Z. Ezek egy G szokdsos gyfiriit
alkotnak. (HF) Az & = a + bi normdja N («) = a& = a + b* = |a|>.

Freud-Gyarmati: 7.4.3, 7.4.5. Tétel
Tetszbleges o, B Gauss-egészekre

(1) N (o) nemnegativ egész.

(2) N(a) =0 < a=0.

(3) N(aB) = N(a)N(B).

@ algp = N(@) |z NB).
A (4)-ben |g a G-beli, |7 a Z-beli oszthatdsagot jeloli.
Bizonyités: (1) és (2) HF.

(3): N@B) = lap|* = (IO!IIﬁI)2 = N(@)N(B).
@: p=ay = N(B) =N@N(y).



Az egységek a Gauss-egészek kozott.

Freud-Gyarmati: 7.4.7. Tétel
A Gauss-egészek egységei a +-1, +i szdmok. Ezek pontosan azok a Gauss-egészek,
melyek normdja 1.

Bizonyitas

Ha e | 1, akkor N(¢) | N(1) = 1. Vagyis ha ¢ egység, akkor normdja 1 vagy —1.
Legyen ¢ = a + bi, akkor a®> + b> = 1. Mivel a? és b*> nemnegativ egészek, az
egyik 1, a masik 0. Ha a? = 1, akkor tehdt ¢ = +1, kiilonben & = =+i.

Megforditva: +1 és i invertdlhatok G-ben, hiszen 1 = 1- 1= (—1) - (—=1) =i - (—i).
Ezért ezek minden Gauss-egésznek 0sztdi. O

Maradékos osztas Gauss-egészekre.

Freud-Gyarmati: 7.4.8. Tétel

Tetszbleges o és B # 0 Gauss-egészekhez 1éteznek olyan y és p Gauss-egészek, hogy
a=py+peé N(p) <N(PB).

Bizonyitas

Az egyenletet atalakitva (o/B) —y = p/B.

Nyilvan N(p) < N(B) <= |p* < |B]* <= |p/BI* < 1.

Vagyis olyan y kell, hogy |(«/8) — y|*> < 1.

Ilyet elég taldlni, mert akkor p = (o/B) — v j6 lesz.

Legyen /B = ¢ +di, ¢’ ac-hez, d' a d-hez legkozelebbi egész.

Ekkor [c — ¢'| < 1/2és|d —d'| < 1/2. Tehdtay = ¢’ + d'i megfeleld Gauss-egész,
mert |(a/B) — yI* = (c — ) +(d—d)?* < (1/2>+ (1/2)* < L. O
Tehat G euklideszi gytrd, és igy alaptételes.

2. A Gauss-primek leirasa

A Gauss-primek.

Freud-Gyarmati: 7.4.15. Tétel
A Gauss-egészek kozott a primek (azaz a felbonthatatlanok) az alabb felsorolt szamok,
valamint egységszereseik.

() 1+i.
(2) Minden pozitiv, Z-beli, 4k + 3 alakd primszam.

(3) Minden pozitiv, Z-beli, 4k+ 1 alaki p primszam esetén a p = 717> felbontdsbol
kapott p normaju my és ms.

Példak
2= (1+i)(1—i)=(—i)(1+i)? a2 kanonikus alakja G-ben.
3, —3, 3i, —3i mind primek a Gauss-egészek kozott.

5=0Q2+i)2—i)=(1+2i)(1 —2i).
A2+ iegységszeresei2 +i, —2—i, —1+4+2i, 1—-2i (de2—iés 1+ 2inem).



A Gauss-primek: elégséges feltételek.

Alitas

Ha N (&) prim Z-ben, akkor « prim (felbonthatatlan) G-ben.

Bizonyitds: « = py = N(x) = N(B)N(y) = p. igy N(B) és N(y) egyike 1,
vagyis B és y egyike egység. O
Allités

Ha N(a) = p?, ahol p egy 4k + 3 alaki prim Z-ben, akkor « prim (felbonthatatlan)
G-ben.

Bizonyitds: « = By = N(x) = N(B)N(y) = pz. Ha N(B) és N(y) egyike 1,
akkor B és y egyike egység. Ha nem, akkor N(8) = N(y) = p. Legyen 8 = u + vi,
akkor u” + v> = p. Négyzetszam 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot ad, p pedig 3-at,
ez ellentmondas. O
Belattuk: a tételbeli szimok Gauss-primek.

A Gauss-primek: a Wilson-tétel felhasznalasa.

Wilson tétele (FGy: 2.7.1. Tétel)
Ha p > 0 primszdm Z-ben, akkor (p — 1)! = —1 (p).

Alitas
Ha p egy 4k + 1 alakd prim Z-ben, akkor p nem prim G-ben.

Bizonyitas

Pérositsuk j-t p— j-vel. Mivel 4 | p — 1, senki sem Onmaga parja.
(p=D'=(p-1/2)! ((p—1/2)!- (=P~ D2 (p)

Legyen x = ((p — 1)/2)!, akkor tehdt p | x> + 1 = (x +i)(x — i). Ha p Gauss-prim

lenne, akkor innen p | x +i vagy p | x —i. Egyik sem igaz, mert p(a +bi) = x £i-bdl

pb = £1 kovetkezne. Azaz p | =1, ez ellentmondas. O

A Gauss-primek: a sziikségesség bizonyitasa.

Tegyiik fol, hogy o Gauss-prim. Ekkor « | eor = N () € Z.

Bontsuk N («)-t Z-ben primszamok szorzatira. Mivel o Gauss-prim, valamelyik té-
nyezdnek osztdja lesz. Azaz o | p alkalmas Z-beli pozitiv p primre.

Hap=2= 141 —i)=(—i)(1+i)% akkora | 1 +i. Mivel 1 + Gauss-prim,
ezért o az 1 4 i egységszerese.

Ha p = 3 (4), akkor p prim G-ben, és @ a p egységszerese.

Ha p = 1 (4), akkor p nem Gauss-prim. Mivel norméja p?, csakis két Gauss-prim
szorzatdra bomolhat.

Val6ban, ha p = my...my, akkor p> = N(p) = N(m1)... N(my). Ezért csak két
darab nem egység tényez0 lehet.

Ekkor o | p = my7mp miatt o | 7wy vagy « | mo. Igy o a7y vagy a mo egységszerese. [



3. A két négyzetszam tétel

A tétel kimondasa.

Freud-Gyarmati: 7.5.1. Tétel

Egy pozitiv egész szdm akkor és csak akkor 4ll el6 két négyzetszdm Osszegeként, ha
minden 4k + 3 alakii prim pdros kitevon szerepel benne.

Han =20¢pf'  phrg? g, ahol p; = 1 (4) és q; = 3 (4), akkor a megolddsok
szdma (vagyis azon (x, y) szdmpérok szdma, melyekre x> + y> = n) pontosan

4B1+1D ... (Bn + D.

Példak

A 15 nem 4ll el6, mert a 3 az elsd kitevén szerepel.

Valéban, 0% 4 15 = 1% + 14 = 22 4 11 = 3% + 6 egyike sem jo.
90 = 2.5 - 32 elballitasainak szdma 4(1 + 1) = 8. Ezek

(:I:S’)2 + (:|:9)2 (ez 4 darab), tovabba

(£9)2 + (£3)? (ez is 4 darab).

A tétel bizonyitasa.
Han = x? + y?, akkor frjuk x + iy-t Gauss-primek szorzataként.
x+iy=e(l+ i){szrlﬁ' . .771(,7“1‘?1 LT

Itt & egység, r; € Z 4k + 3 alakd prim, N(mr;) 4k + 1 alakd prim. Mindkét oldalt
konjugélva

x —iy=8(1—i)%mw% .. .ﬂ()"I‘Tl oy
Ezeket Osszeszorozva n = (x + iy)(x — iy) felbontasat kapjuk. Az n egy masik
felbontdsat az n = 29pl" ... phrg!" ... q}*-b6l kapjuk, ha 2-t és p;-t Gauss-primek
szorzatdra bontjuk. Az alaptétel egyértelmiiségi dllitdsa miatt ez a két felbontds csak
egységszeresben és sorrendben térhet el. A g1 prim norméja qlz, az 1+i, m;, T; normdja
prim. Ezért g csakis valamelyik r; egységszerese lehet. De r; kitevGje n-ben 207, ami
péros. Ezért g kitevGje y1 = 20 is paros. Hasonl6an g3, . . ., g¢ kitevje is pdros.
A megoldasszamra vonatkoz6 képlet HF, nem bizonyitjuk.



