1. A maradékos osztas

Egész szamok osztasa.

Példa

223: 7=

—21
13

—7
223 =7-31+6.
Visszaszorzunk
Kivonunk

Allitds (szdmelméletbdl)
Minden a,b € Z esetén, ahol b # 0, létezik olyan q,r € Z, hogy a = bg + r és
Irl < 1b].

Polinomok osztasa.

Példa
Qx4+ 202 4+3x +2) ¢ 2+ 1) =|2x +2]
— @23+ 0 +2x)

2x2+ x +2
—2x24+0 +2)

234+ 2x2 4+ 3x+2 =2+ 1D)2x +2) +x.

(2x3)/x? = 2x
Visszaszorzunk: (2)c)()c2 +1) = 2x3 4 2x

Kivonunk

x%)/x* =2

Visszaszorzunk: 2(x% 4+ 1) = 2x2 42
Kivonunk

Tétel

Minden f, g € C[x] esetén, ahol g # 0, létezik olyan ¢, r € C[x], hogy f = gq +r,
ésr =0, vagy gr(r) < gr(g). A g és r egyértelmien meghatarozott.

Maradékos osztas: 1étezés.

Tétel

Minden f, g € C[x] esetén, ahol g # 0, létezik olyan g, r € C[x], hogy f = gg +r,
ésr =0, vagy gr(r) < gr(g).



Bizonyitas

gr(f) szerinti indukcié. Ha f = 0, vagy gr(f) < gr(g): f = g -0+ f. Tegyik
fol: gr(f) = n > gr(g), és az n-nél kisebb fokdakra igaz. Legyen f fGtagja ax™ és
g f6tagja bx™, ahol b # 0 és m < n. Ekkor fy = f — (a/b)x" " g-bdl kiesik az
n-edfoku tag. Indukcids feltevés: fo = gqo + r, ahol r = 0, vagy gr(r) < gr(g).
f=fot(a/b)x"""g= g(q() + (a/b)x”_m) + r. Tehét f is eloszthaté maradékosan
g-vel. O

A g és r egyiitthat6i a négy alapmivelettel kaphatk. Az eljaras sordn csak g féegyiitt-
hatéjaval osztunk.

Maradékos osztas: egyiitthatok.

Tétel
Minden f, g € C[x] esetén, ahol g # 0, létezik olyan g, r € C[x], hogy f = gq +r,
ésr =0, vagy gr(r) < gr(g).

A g és r egyiitthatdi a négy alapmiivelettel kaphatdk. Az eljaras soran csak g féegylitt-
hatéjaval osztunk.

Kovetkezmény
Lehet maradékosan osztani R[x]-ben és Q[x]-ben is. Oka: R-ben és (Q-ban minden
nem nulla szammal oszthatunk.

Kovetkezmény
Z[x]-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal, amelyek féegyiitthatéja 1
vagy —1. Oka: Z-ben 1-gyel és —1-gyel minden szdmot eloszthatunk.

Maradékos osztas NINCS Z[x]-ben.

Példa
A x : 2 maradékos osztids nem végezhets el Z[x]-ben.

Bizonyitas

Indirekt foltevés: x = 2q + r, ahol ¢,r € Z[x], és r = 0 vagy gr(r) < gr(2).
De gr(r) < gr(2) = 0 nem lehet, tehat r = 0, azaz x = 2g(x). Ez lehetetlen,
példaul x = 1-et helyettesitve azt kapjuk, hogy 1 = 2¢(1), azaz 1 paros szam, ami
ellentmondas. 0

Megjegyzés
Q[x]-ben x : 2-nél a hanyados x /2, a maradék 0. Igy a maradékos osztis egyértelmii-
ségébdl is latszik, hogy x : 2 nem végezhetd el Z[x]-ben, hiszen x/2 ¢ Z[x].

Maradékos osztas: egyértelmiiség.

Tétel
Legyen f, g € Clx], ahol g # 0. f = gqi + ri, ahol ri = 0, vagy gr(r1) < gr(g).
f = gqa2 + 12, ahol rp = 0, vagy gr(r) < gr(g). Ekkor g1 = g2 és ry = rp.



Bizonyitas

gq1+r1 = f = gqa+r, atrendezéssel g(q1 —q2) = ro—ry. Itt rp—r vagy nulla, vagy
g-nél kisebb fokd. Ha g1 —g2 # 0, akkor gr(g(q1 —¢q2)) = gr(g)+gr(q1 —q2) > gr(g).
Ez ellentmondas, tehit g1 — g» = 0, és igy ¢ = ¢». De akkorry —r; =g -0 =0, és
igy ri = . O

Lasd Kiss-jegyzet, 3.2. Szakasz.

2. Oszthat6sag polinomok kozott

Oszthatosag.

Definicio

Legyen R aC, R, Q, Z egyike.

Azt mondjuk, hogy a g € R[x] polinom osztéja f € R[x]-nek R[x]-ben, ha létezik
olyan i € R[x] polinom, hogy f(x) = g(x)h(x). Jelolés: g | f (vagy néha g |g[x] f)-

Példak
x + 1 osztéja x> — 1-nek C[x], R[x], Q[x], Z[x] mindegyikében,
mert x> — 1 = (x + 1)(x — 1), ésx + 1 € Z[x], Q[x], R[x], C[x].

2 oszt6ja x-nek C[x], R[x], Q[x] mindegyikében,
mert x = 2(x/2), és x/2 € Q[x], R[x], C[x].

2 nem osztdja x-nek Z[x]-ben, mert ha 24 (x) = x lenne,
ahol h(x) =co+c1x +...,8ésco, c1, . .. egészek, akkor x egyiitthatdjat véve 2¢; = 1
teljestilne.

A hanyados egyiitthatoi.

Kovetkezmény (Kiss-jegyzet, 3.2.2. Allitas)
Tegyiik fol, hogy g(x) osztéja f (x)-nek C[x]-ben, és f, g € R[x]. Ekkor g | f teljesiil
R[x]-ben is.

Bizonyitas
A feltevés szerint f(x) = g(x)h(x), ahol i € C[x]. Osszuk el maradékosan f-et g-vel
R[x]-ben:

f=gq+r,
ahol ¢, r € R[x] és r = 0, vagy gr(r) < gr(g). Ez C[x]-ben is egy maradékos osztas.
De C[x]-ben

f=gh+0
is egy maradékos osztds. A C[x]-beli egyértelmiiség miatt ¢(x) = h(x). De g € R[x],
ezért h € R[x]. O

Ugyanigy R helyett Q-ra is.



Egységek.

Definicié

Legyen R aC, R, Q, Z egyike.

Azt mondjuk, hogy a g € R[x] polinom egység R[x]-ben, ha minden R[x]-beli poli-
nomnak osztdja R[x]-ben.

Tétel (Kiss-jegyzet, 3.1.11. Gyakorlat)
Clx1, R[x], Q[x] egységei a nem nulla konstans polinomok.
Z[x] egységei csak az 1 ésa —1.

Bizonyitas (vazlat)

Ha g(x) egység, akkor osztdja a konstans 1 polinomnak, azaz van reciproka. Lattuk
(fokszammal), hogy g konstans. C, R, Q-ban minden nem nulla szimmal lehet osztani,
Z-ben csak +1-gyel oszthaté minden szdm.

Kitiintetett kozos oszto.

Definicié

Legyen R a C, R, Q, Z egyike.

Azt mondjuk, hogy h(x) az f, g € R[x] polinomok kitiintetett koz0s osztoja R[x]-ben,
ha kozos osztojuk, azaz h | f és h | g, tovabba h az f és g minden kozos osztojdnak
tobbszorose, azaz tetsz6leges k polinomra k | f ésk | g esetén k | h.

Mint szamelméletben (Kiss-jegyzet, 3.1 és 3.2. Szakasz)

A Kkitiintetett k6zos oszt6 egységszeres erejéig egyértelmilen meghatdrozott. Azaz ha
h és h» is kitiintetett k6z0s osztdja f-nek és g-nek, akkor i és hy egymads egységsze-
resei.

Az f és g Kkitiintetett kozos osztéja C, R, Q folott az euklideszi algoritmussal szamit-
hat6 ki, és folirhaté f(x)u(x) + g(x)v(x) alakban alkalmas u(x), v(x)-re.

3. Konjugalt gyokok

Az algebra alaptételének kivetkezménye.

Belattuk
Minden n-edfokd komplex egyiitthatds f polinom folirhaté c(x —by) ... (x —b,) alak-
ban, ahol c az f f6egyiitthatéja. Ez az f polinom gycktényezds alakja.

Belattuk
Minden n-edfoki komplex egyiitthatés polinomnak multiplicitdsokkal szdmolva n da-
rab gyoke van.

Allitas
Pératlan foku val6s egyiitthatés polinomnak van valds gyoke.

Otlet: parositsunk minden gyokot a komplex konjugaltjaval.



Gyok konjugaltja.

Allitas (Kiss-jegyzet, 3.3.6. Lemma)
Legyen f = ap+ajx+...+a,x" valds egyiitthatds polinom. Ha ¢ € C gyoke f-nek,
akkor ¢ konjugéltja is gyoke f-nek.

Bizonyitas
ap+ajic+...+a,c" =0,

vegyiik mindkét oldal konjugaltjat. A konjugalds 6sszeg- és szorzattartd:
tw=z+wészw =z w.

Igy ezt kapjuk:

fle)=ag+arc+...+a, " =0=0.
Val6s szam konjugéltja Gnmaga, tehdt 0 = 0 és aj = aj. Igy a bal oldalon f (E) all, a
jobb oldalon 0, tehat ¢ gyoke f-nek. O

A konjugalt multiplicitasa.
Allitas
A ¢ és a ¢ ugyanannyiszoros gyoke f-nek.

Bizonyitas

f foka szerinti indukciéval. Ha c valds: nyilvanval6. Legyen ¢ = a + bi, ekkor
¢ = a — bi. Ha c nem valés, akkor ¢ # ¢, igy x — ¢ és x — ¢ egyszerre kiemelhetSk.
Tehat f(x) = (x — ¢)(x — ¢)h(x), ahol & € C[x].

x—c)x—=0) =x2—(c+0)x +cc =xr—=2ax + (@* + b*) € R[x].

A kordbbi Kovetkezmény miatt 4 (x) is valds egyiitthatés. Az indukcids feltevés miatt
¢ és ¢ ugyanannyiszoros, mondjuk k-szoros gyokei h(x)-nek (k = 0 is lehet!). Igy
f(x)-nek c és ¢ is k + 1-szeres gyoke. O



