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RESZLETES VIZSGATEMATIKA (2005 0Sz)

A vizsga anyaga az, ami az el6adason, és részben a gyakorlaton elhangzott. A tanulés-
hoz hasznosak a gyakorlatokon szerepelt feladatsorok is! A klasszikus algebrai részbdl a
Kiss-jegyzet (http://www.cs.elte.hu/~ewkiss/bboard/algebrabook/) szellemében is
és tartalmaban is szorosan kapcsolodik az el6adashoz. Linearis algebrabol Freud Robert:
Linedris algebra (egyetemi tankdnyv) a leginkabb ajanlott segédanyag, mert ez elemi szin-
ten targyalja a fogalmakat, és béséges példaanyaggal rendelkezik. Ide tartozik végiil a kétol-
dalas http://www.cs.elte.hu/~ewkiss/bboard/mat/inv_CB_Laplace.pdf segédanyag,
ebbdl a bizonyitasokat nem kell tudni. Az aldbbi tematikdban az L beti a Freud-konyvre,
a tobbi hivatkozés a Kiss-jegyzetre utal. Az NB jelentése: a bizonyitast nem kell tudni.

Az anyagot a gyakorlaton, az ottani feladatok segitségével kell megérteni, és utdna sok-
szor dt kell venni! El6szor a legelemibb modon, a legkonkrétabb esetekben értsiik meg
a fogalmakat, szamolasokat. A késGbbi ismétlések soran egyre magasabbrol lathatjuk az
allitasokat, egyre mélyebb Osszefliggéseket fedezhetiink fel. Példaul a polinomokra, méat-
rixokra, determinansokra vonatkozo tételeket elészor konkrét testek (C, R, Q) f6lott gon-
doljuk végig. Ha egy absztrakt fogalmat akarunk megérteni, akkor el6bb konkrét eseteket
vizsgaljunk (példaul a determinans képletét n = 3-ra, és valos 616tt).

Az anyagban szamos rutinbizonyitas van (példaul: a komplex konjugalas szorzattarto,
a polinomok gytirtt alkotnak, a determinans mindegyik oszlopaban Gsszegtartd). Ezeket
nem célszerd kiilon-kiilon megtanulni, hanem az ilyen bizonyitdsok kitaldlasdnak a maod-
szerét kell elsajdtitani. Altalaban minddssze azt kell tenni, hogy az 1j fogalmakat a defi-
niciojuk segitségével kikiiszoboljiik. A legtobb esetben egyetlen olyan irdny van, amerre
tovabbléphetiink, és a végén automatikusan kijon az allitds. Ezt a készséget tugy lehet
elsajatitani, hogy az ilyen allitasok koziil belatunk annyit, amennyi sziikséges ahhoz, hogy
a dolog magatol menjen.

A nehezebb tételeket tigy tanuljuk, hogy probéljuk meg az allitast magunk bebizonyi-
tani. A rutinlépéseket megtéve valahol elakadunk: ez a megoldas elsé 6tlete. Miutan ezt
megtalaltuk a jegyzetiinkben, folytassuk a prébalkozast. Amikor a bizonyitas végére ér-
tlink, elsttiink all az Gtletek listaja, elég ezeket megtanulni. Par nap mulva ismét probaljuk
meg felidézni a bizonyitast, ekkor kibuknak azok a részletek, amiket els6re nem értettiink
meg rendesen. Mindez egy fontos lépcsé ahhoz, hogy megtanuljuk, hogyan kell tetszdleges,
extra eldismeretet nem 1gényld matematika-konyvet dndlloan megemészteni.

A vizsgak altalaban kedden és pénteken, reggel negyed kilenckor kezd6dnek a szobam-
ban (Déli épiilet, 3. emelet). Akkorra négy ember j6jjon, azutan fél tizt6l 15 percenként
egyvalaki. Egy nap maximum 15 ember vizsgazhat. Aki valamilyen okb6l nem tud joni
vizsgazni, még el6z6 nap délig jelentkezzen ki az ETR-b6], ezzel a tébbi vizsgézonak
segit, de a halasztédsok miatt nem lesz 4j vizsganap! A vizsgazés sorrendjét, és azt, hogy ki
hanyra jojjon, az ETR-beli sorrend donti el, de cserélni szabadon lehet, és nekem nem is
kell sz6lni, csak legyen mindig vizsgara kész hallgat6. Konzultacidé a vizsganapok el6tti
napokon lesz, a részletek az ETR-ben olvashatok.
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Absztrakt algebrai alapfogalmak. (Lasd 2.2. Szakasz.) Mivelet, asszociativitas, kom-
mutativitds. Neutralis elem, inverz, ezek egyértelmiisége. Egész kitevGji hatvanyok és
tulajdonsigaik, tébbszoros. Mivelettarto leképezés.

Csoport, kommutativ vagy Abel-csoport. Gytirt; kommutativ, egységelemes, nulloszto-
mentes gytri; ferdetest, test. Elemi szamolasi szabalyok. Gyftrdelem egész szamszorosa,
tulajdonsigok. Invertalhato elem, gytrd additiv és multiplikativ csoportja. Nullosztémen-
tes gytiriiben szabad egyszertisiteni. Minden test nullosztémentes.

Osszeadas és szorzas mod m (1.1. Szakasz). A Z,, invertalhat6 elemei pontosan az m-hez
relativ prim elemek. A Z} és Z csoportok. A Z,, gyfir akkor és csak akkor nulloszto-
mentes ha test, akkor és csak akkor, ha m prim. A mod m maradékképzés miivelettarto
Z-b6l Zp,-be, és az egyiitthatokra végezve Z[x]-bol Zy, [x]-be is (2.3.8. Gyakorlat).

A binomialis egytitthatok alaptulajdonsagai, a binomiéalis tétel (2.2.37. Gyakorlat). Ha
minden elem p-szerese nulla egy gytrtiben (p prim), akkor itt tagonként lehet p-edik hat-
vanyra emelni. Kovetkezmény: a kis-Fermat tétel (3.3.18. Feladat).

A permutéacio fogalma (mint bijektiv leképezés). Permutaciok kompozicioja, inverze,
a szimmetrikus csoport (S,). Az inverzi6 fogalma, permutéaci6 paritasa (elGjele). Szorzat
elGjele az elGjelek szorzata. Kovetkezmények: inverz elGjele, minden transzpozicié paratlan
permutécio, a paros permutaciok szama (4.2. Szakasz).

Komplex szamok. (Lasd 1. Fejezet.) A komplex szamok (mint a 4 bi alaka formalis ki-
fejezések, ahol i = —1). Az a+ bi elallitas egyértelmt, valos és képzetes rész. Osszeadas,
kivonas, szorzas a ,szokisos” tulajdonsagokkal. Konjugalt, abszolut érték, tulajdonsa-
gaik, kapcsolatuk. Minden nem nulla komplex szammal lehet osztani, nullosztémentesség.
Négyzetgyokvonas (1.3.13. Feladat), a masodfoku egyenlet megoldéasa. A komplex szamsik,
komplex szam argumentuma (szoge) és trigonometrikus alakja. Osszeadas, mint vektor-
Osszeadés. Szorzas és osztés trigonometrikus alakban. Egyes geometriai transzformaciok
kifejezése komplex szamokkal. A haromszog-egyenlStlenség (geometriai bizonyitassal).

Komplex szam rendje: a kiilonb6z6 hatvanyainak a szama (1.5. Szakasz). Ha nem
minden hatvany kiilonb6z6, akkor a rend véges, és a hatvinyok periodikusan ismétlgdnek.
A rend a legkisebb pozitiv egész, melyre a szamot emelve 1l-et kapunk. Egy szam két
hatvanya akkor és csak akkor egyenld, ha a kitevék kiilonbsége a rendnek tébbese. Végtelen
rendd szam hatvanyai paronként kiilonbozsk. Képlet a hatvany rendjére.

A komplex egységgyokok, mint C véges rendt elemei. Trigonometrikus alakjuk, szamuk.
Az n-ed rendii elemek neve: primitiv n-edik egységgyok. Ezek éppen azok a szamok, melyek
hatvanyai pontosan az 6sszes n-edik egységgyokoket adjak. Jellemzésiik a trigonometrikus
alak segitségével, szamuk. Gyokvonas komplex szambol, az n-edik gyokok meghatarozasa
és geometriai elhelyezkedése.

Polinomok. Kommutativ, egységelemes gytirid folotti polinom, mint formélis kifejezés.
Polinomok egyenldsége, egyiitthatoi, fSegyiitthatoja, normalt polinom. Osszeadés, nulla-
polinom, kivonas, szorzas. Polinomgytrd, ez is kommutativ, egységelemes gytri. Nem
nulla polinom foka, a fokszadm valtozasa a miiveleteknél. Ha R nullosztémentes, kommu-
tativ, egységelemes gytrd, akkor R[z] is az (2.1 és 2.3. Szakasz).

A polinomfiiggvény fogalma, a polinomfiiggvények gytrtije. Polinom gyoke, a Horner-
elrendezés, a gyoktényezd kiemelhetGsége. Nullosztomentes gytri f6lott a kiilonb6z6 gyo-
kokhoz tartozo gyoktényezdk egyszerre is kiemelhet6k, a gyoktényezés alak egyértelmiisége,
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a gyokok maximalis szama, a polinomok azonossagi tétele. Végtelen gytirt f616tt a polinom-
fiiggvények és a polinomok kapcsolata kdlcsonosen egyértelmi, de véges gytri f6lott nem.
Példa kommutativ, nem nullosztémentes gytird f6lotti polinomra, melynek tobb gyoke van,
mint a foka. Az algebra alaptétele (NB): C {616tt minden nem konstans polinomnak van
gyoke. Gyok multiplicitésa, ez egyértelmt. Egy n-edfoki komplex egyiitthat6s polinomnak
multiplicitasokkal szamolva pontosan n komplex gyoke van (2.4 és 2.5. Szakasz). A racio-
nalis gyokteszt (3.3.9. Tétel). A Lagrange-interpolacio (2.4.12. Gyakorlat).

Az egységelemes, kommutativ gytrt folotti tobbhatarozatlani polinom fogalma. Fok,
homogén polinom, felbontas homogén polinomok Gsszegére. A tagok lexikografikus rende-
zése. Nullosztomentesség, a szorzat foka (2.6 Szakasz). A gyokok és egytitthatok Osszefiig-
gése, az elemi szimmetrikus polinomok. A szimmetrikus polinomok alaptétele, egyértel-
miiség. Hatvanyosszegek, a Newton-Girard formulék (2.7. Szakasz).

A szamelmélet alaptétele. Szamelméleti fogalmak egységelemes, kommutativ, nullosz-
tomentes gytriiben: oszthatosag, egység, asszocialt, felbonthatatlan, primelem, kitiintetett
k6z6s 0szt0 és tobbszoros, ezek egyértelmisége (3.1. Szakasz).

A polinomgytirtd egységei (3.1.11. Gyakorlat). Egységelemes, kommutativ, nulloszto-
mentes gytrd f6létt minden olyan polinommal lehet maradékosan osztani, amelynek a
fGegytitthatoja invertalhatdé. A maradékos osztas egyértelmi. Test folotti polinomgytri-
ben a Z mintajara belathato a szamelmélet alaptétele: euklideszi algoritmus, a linearis
diofantikus egyenlet megoldhatosiga, a kitiintetett kozos osztd kiemelési tulajdonséiga, a
felbonthatatlan (irreducibilis) és a primtulajdonsagu elemek viszonya (3.2. Szakasz).

Test f6l6tt az irreducibilis polinomok azok a nem konstans polinomok, melyek nem bont-
hatok alacsonyabb foktak szorzatara. Minden els6fokt polinom irreducibilis; a masod- és
harmadfokuak pontosan akkor irreducibilisek, ha nincs az alaptestben gyokiik. Ha egy lega-
labb masodfoku polinomnak van az alaptestben gyoke, akkor nem irreducibilis (de ha nincs
gyoke, lehet reducibilis). Az irreducibilis polinomok C f6l6tt az elséfokuak. Egy R {6lotti
polinomnak minden komplex szdm ugyanannyiszoros gyoke, mint a konjugaltja. Paratlan
foku valos egytitthatés polinomnak van valos gyoke. Az R f6l6tti irreducibilis polinomok
az els6fokuak, és azok a masodfokiak, melyeknek diszkriminansa negativ (3.3. Szakasz).

Z[z] szamelmélete (3.4. Szakasz). Gauss Lemma I: ha p € Z prim, akkor Z[x]-ben
is prim, mint konstans polinom. A primitiv polinom fogalma, primitiv polinomok szor-
zata is primitiv. Gauss Lemma II: egész egylitthatos polinom Q folotti felbontésa Z fo-
16tti felbontassa modosithatod. Z[x]-ben az irreducibilis polinomok a Z-ben felbonthatatlan
konstansok, valamint a Q fél6tt irreducibilis primitiv polinomok. Z[z] alaptételes. Altala-
nositas: ha R alaptételes, akkor R[z| is az. Koévetkezmény: Z[zq,...,xy] és T[z1,. .., 2]
alaptételes, ahol T test. A Schonemann-Eisenstein kritérium Q folotti irreducibilitasra.
Kovetkezmény: Q folott akdrhanyad foku irreducibilis polinom létezik. Modszerek az irre-
ducibilitas eldéntésére (3.5. Szakasz).

A korosztasi polinom definicioja, rekurziv képlete, kiszamitasa, ez egész egyiitthatos.
A korosztasi polinom irreducibilitasa Z és Q {616tt (3.9. Szakasz, és az ezt kovets feladatok).

Polinom formalis derivaltja, 6sszeg, szorzat derivaltja, lancszabély. Ha az f polinomnak
egy elem k-szoros gyoke (ahol k& > 1), akkor a derivaltjanak legalabb k — 1-szeres gyoke.
Ezért f tobbszoros gyokei éppen (f, f') gyokei. Egy polinomnak pontosan akkor nincs
tobbszords gyoke C-ben, ha relativ prim a derivaltjahoz. A derivalt Z,, folott (3.6. Szakasz).
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A harmadfoku egyenlet, Cardano képlete, a kobgyokvonas helyes elvégzése, Casus Irre-
ducibilis (NB, 3.7 és 3.8. Szakasz).

A determinans. (Lasd L1.2-1.5). A determinans alaptulajdonsagai: minden oszlopaban
linearis, ha két oszlop egyenls, a determinans értéke nulla (lasd 1.9.8 is). Kovetkezmény:
a determinans oszlopcserénél elGjelet valt, egy oszlophoz egy masik oszlop skalarszoro-
sat adva a determinans értéke nem valtozik. A transzponélt matrix determinansa meg-
egyezik az eredeti méatrix determinansaval, igy az oszlopokra bizonyitott tulajdonsigok
sorokra is érvényesek. Fels6 haromszogmatrix determinansa, a determinéns kiszamitéasa
Gauss-eliminacioval. A determinans definicidja. Az elGjeles aldeterminans fogalma, a ki-
fejteési tétel (NB). A Vandermonde-determinans. A determinénsok szorzéstétele (LF9.8.4).
A Laplace-féle kifejtés (NB). A Cauchy-Binet formulak (NB).

Linearis algebra. A linearis egyenletrendszer fogalma és megoldasa Gauss-eliminacioval.
Vezéregyesek, tilos sorok, szabad és kotott valtozok, a megoldasok altaldnos képlete és
szama. Az egyetlen Osszefliggés az ismeretlenek szama, az egyenletek szama, és a megolda-
sok szama kozott: ha kevesebb egyenlet van, mint ismeretlen, akkor nem lehet egyértelmii
a megoldas. Homogén linearis egyenletrendszer, trivialis megoldas, ha kevesebb egyenlet
van, mint ismeretlen, akkor van nemtrivialis megoldas. A Cramer-szabaly. (L3.1.)

A sik vektorai, helyvektorok, osszeadas és skalarral szorzas. Egy T test folotti oszlop-
vektorok, osszeadas, skalarral szorzas. A sik origot fixalo egybevagosagi (és hasonlosagi)
transzformécioi 6sszeg- és skalarszoros-tartok (NB). A sik lineéris transzformacioinak meg-
adésa matrix segitségével. Vektor képének kiszamitasa, matrix és vektor szorzata. Kompo-
zici6 méatrixa, matrixok szorzasa. A méatrixszorzas asszociativitasa (annak kovetkezménye,
hogy a leképezések kompozicidja asszociativ). Az egységmaétrix és az inverz matrix fogalma.
Matrixok Osszeadasa, és skalarral szorzasa. A matrix-miiveletek tulajdonsagai, az n x n-es
méatrixok egységelemes gytriit alkotnak. A ferde kifejtési tétel, az inverz matrix képlete.
Egy matrix pontosan akkor invertadlhat6, ha determinansa nem nulla. Ko&vetkezmény:
MN = I akkor és csak akkor, ha NM = I. Invertalas Gauss-eliminacioval (L2.1, 2.2.).

Bekes l{aracsonyi iinnepeket,

és ]aoldog 1j esztendét!




