Mat-alkmat gyakorlat, elsé évfolyam masodik félév
Negyedik alkalom (2002. mdrc. 8-12)

1. Hatarozzuk meg a III/9.-beli méatrixok minimélpolinomjat. Melyek azok a linearis
transzformaciok a sikon, melyeknek minimalpolinomja elséfokii? Melyeknek méasodfoki?
Melyek azok, amelyeknek a minimalpolinomja és a karakterisztikus polinomja kiilonb6z6?

Adjunk meg a sikon olyan linedris transzformaciét, melynek miniméalpolinomja x2.

2. Hatarozzuk meg egy altalanos diagonalis matrix minimalpolinomjat.
3. Oldjuk meg Q?*2-ben az X* = 2X egyenletet.

4. Igazoljuk, hogy egy racionalis elemi négyzetes matrix minimalpolinomja ugyanaz Q és
C felett. (Hasznéaljunk fel egy korabban a gyakorlaton szerepelt allitast homogén racionélis
egyltitthatos egyenletrendszerek komplex megoldasairél).

5. Igazoljuk, hogy ha M invertalhat6é matrix, akkor M ~! polinomja M -nek.

6. Tekintsiik Hom(V)-ben az {A* | i =0,1,2,...} (A° = I) transzforméciok altal generélt
alteret. Hany dimenzios ez az altér?

7. Igaz-e, hogy tetszlleges legfeljebb n-edfokii m(x) polinomhoz van az n-dimenziés vek-
tortérnek egy olyan lineéris transzforméaciéja, amelynek m(x) a minimélpolinomja? Mely
polinomok &allnak el6 egy alkalmas linearis transzformacié karakterisztikus polinomjaként?

8. Adjuk meg az alabbi matrixok Jordan-alakjét.

5 1 111 00 1 -3 -4 1
(_10) 111 00 0 6 9 -2
111 00 0 15 24 -5

9. Bizonyitsuk be, hogy ha M komplex elemi matrix, akkor n — oo esetén M" akkor és
csak akkor tart nullahoz, ha M minden sajatértékének az abszolit értéke 1-nél kisebb.
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10. Legyen T test, A € T, és M az az n x n-es Jordan-blokk, melynek f6atl6jaban A,
alatta, vele parhuzamosan csupa 1-es, a matrix tobbi helyén pedig mindeniitt nulla All.
Igazoljuk, hogy ha f € T|[x], akkor az f(M) maétrix elemei a kivetkezdk: a f6atlo felett
csupa nulla all, és a f6atléval parhuzamos, a 6atlotol lefelé szamitott k-adik ,ferde sor”
mindegyik eleme f*)()\)/k!, ahol a (k) kitevs k-adik derivaltat jelol (0 < k <n —1).

11. Legyen T a sik egy transzformacioja, ami nem nyujtas. Igazoljuk, hogy ha T diagona-
lizalhato, akkor négy invarians altere van, ha nincs valés sajatértéke, akkor kettd, kiilonben
pedig harom. Adjunk meg a térben egy olyan lineéris transzformaciét, melynek van olyan
kétdimenzios invarians altere, ami nem sajataltér.

12. Melyek azok a transzformaciok, melyekre minden altér invarians?

13. Mutassuk meg, hogy ha AB = BA, akkor A minden sajataltere, tovibba Im(A) és
Ker(A) is B-invaridns altér.

ForpiTs!
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14. Van-e olyan M € Q99*100 m4trix, melynek csak a két trivialis invaridns altere van?

15. Tegyiik fel, hogy A egy olyan linearis transzformacié egy n-dimenzios téren, melynek
n kiilonbézo sajatértéke van. Igazoljuk, hogy A-nak pontosan 2™ invarians altere van.
Igazoljuk azt is, hogy ha B felcserélhets A-val, akkor van olyan f polinom, hogy B = f(A).

16. Legyen A linearis transzformacié egy komplex feletti n-dimenzids vektortéren.
a) Igazoljuk, hogy ha k < n, akkor A-nak van k-dimenziés invarians altere.
b) Mik lesznek A hatvanyainak sajatértékei? Mit mondhatunk ezek multiplicitdsairol?

17. Legyen W altere a V' vektortérnek, A = Hom(V') mint algebra, és alljon B az A azon
elemeibdl, melyeknek W invarians altere. Mutassuk meg, hogy B részalgebraja A -nak, és
hatarozzuk meg a dimenzidjat.

18. Legyen V egy véges dimenzios vektortér és A € Hom(V'). Igazoljuk, hogy van olyan k
egész, melyre V = Im(A*) @ Ker(A*).

19. Legyen A € Hom(V) és g € T'[z], tovabba W = Im(g(A)) és U = Ker(g(A)). Igazol-
juk, hogy az A transzforméacié W -re illetve U-ra vett megszoritasanak miniméalpolinomja
ma/(ma,g) illetve (ma,g). Vessiik Gssze ezt az allitast az elem hatvanyanak rendjérdl
sz0l6 képlettel.

20. Legyen dimV < oo és A € Hom(V). Igaz-e, hogy A pontosan akkor nilpotens,
a) ha nem létezik olyan W <V nem nulla altér, hogy A(W)=W?
b) ha tetszéleges W < V' nem nulla altérre dim A(W) < dim W?

21*. Legyen A egy n X n-es nilpotens matrix. Igazoljuk, hogy A™ = 0.

22*. Mutassuk meg, hogy egy komplex elemi négyzetes matrix akkor és csak akkor nil-
potens, ha minden hatvanyanak nulla a nyoma. Az els6 hany hatvanyra kell ezt feltenni?

23. Egy R gytirti egy I részhalmazat idedlnak nevezziik, ha részcsoport, és minden s € 1
ésr € R esetén rs,sr € I. Mutassuk meg, hogy ha T test, akkor T'|x| minden I idealjahoz
van olyan m polinom, hogy I pontosan az m t6bbszoroseibdl all.

24. A Gauss-egészek az a+bi alaki komplex szamok, ahol a,b € Z. Hatarozzuk meg ebben
a gytriiben a legsziikebb olyan idedlt, ami az 5 + 5t és a Tt — 1 szamokat is tartalmazza.
Igaz-e, hogy ez az idedl egy alkalmas komplex szam Osszes tobbszoréseibdl all?

25. Legyen V véges dimenziés, A € Hom(V') és 0 # v € V. Igazoljuk a kovetkezdket:
a) Azok a p polinomok, melyekre p(A)v = 0, idealt alkotnak T[x]-ben. Jelolje m 4,
ennek a normalt generatorelemét.
b) ma az dsszes m 4, legkisebb kézos t6bbszordse, midén v befutja V-t.
c) W= (v, Av, A%v,...) épp a v-t tartalmazo legsziikebb A-invaridns altér.
d) dim(W) = gr(ma ).
e) Ham-nak van k-adfoku irreducibilis osztéja, akkor A-nak van k-dimenzios invarians
altere.
f) Egy linearis transzformacié karakterisztikus polinomja akkor és csak akkor irreduci-
bilis, ha a transzformacionak csak két invaridns altere van (a trividlisak).
Hatéarozzuk meg az m 4, polinomot tetszéleges v esetén, ha A a sikon egy tengelyes tiik-
rozés, egy forgatas, valamint ha A a derivalas a polinomok vektorterén.



