Matematikus gyakorlat, masodik évfolyam, elsé félév
Elsé zdrthelyi (2004. okt. 26) — megolddsvdzlatok

1. Mivel (v/3 +7i)(v/3 — i) = 3 + 2 nem nulla és Q-beli, ezért a Q(v/3 + ri) bévitésnek
eleme /3 — 7, és igy /3 valamint ri is. Ezek negyedfoku bévitést generalnak, kivéve ha
r = 0. Ezért v/3 + ri negyedfoku ha r # 0, és méasodfoki, ha r = 0.

2. Azinverzet a+bz+cz?+dz3+1 alakban keresve a linearis egyenletrendszer megoldésaval
megkapjuk a megoldast: 1+ 22 + 23 + I (4 pont, iigyesebb szdmolas is lehetséges, ha
24+ 234+ 1 = 0-t z*-nel és z-vel is elosztjuk). A minimalpolinom z* + 3 + 1, ami kézvetlen
behelyettesitéssel latszik, vagy onnan, hogy 23 +1 = 24, és mivel 2+ 1 gyoke z* 423+ 1-nek,
a két négyzetre emeléssel kapott z* + I is (2 pont).

3. Igen, mert Q-t a relativ prim foka {)’/g—mal és é/i—vel bévitve 12-edfokn, az i-vel tovabb
bévitve 24-edfokt bévitést kapunk (hiszen i nem valos). Ezért v/2 foka K 5ot 4.

4. Az a biztosan gydke az (x% — 1)? — 3 polinomnak, ami a Schénemann-Eisenstein miatt

irreducibilis (1 pont). Az « konjugaltjai ennek a polinomnak a gyokei, vagyis a +« és +/3,
ahol 3 = /1 —+/3 (1 pont). A felbontasi test tehat az ezek altal generalt L bévités. Az
a-val valo bévités negyedfoku, a f-val vald ef6lott masodfoki, hiszen egy négyzetgyodkkel
bévitiink, de 3 nem valos. Ezért |L : Q| = 8 (2 pont). Az x* — 2 példajahoz hasonloan
lathatjuk, hogy a Galois-csoport most is Dy4. Ebben egyetlen kételemi normaloszté van,
amelynek az identitastol kiilonbo6z6 eleme a fenti négy konjugélt elem mindegyikét az el-
lentettjébe viszi. A fixpontok halmazat a? = 1+ /3 és o3 = iv/2 generalja (2 pont).
Természetesen nem kell a Galois-csoportra hivatkozni a helyes megoldéashoz, a Q(i V2, \/§)
testet elegendd megtalalni ,kézzel is” (de azt be kell latni, hogy iv/2 € L).

5. Tekintsiik a K = Q(cos(2w/n)) test folott az isin(27/n) szamot. Ennek négyzete
K-ban van, és ezért elss, vagy masodfoki bévitést general. Belattuk eladason, hogy
Q(cos(2m/n),isin(2w/n)) = Q(cos(2m/n) + isin(27/n)), és ennek foka ¢(n). Ez a test
nem valos, ha n > 2, a K viszont igen. Ezért a bévités mésodfoku, és igy a szorzéastétel
miatt cos(27/n) foka Q folétt ¢(n)/2, han > 1. Specialisan n = 360 esetén 48 az eredmény.

6. Mivel 22 — 2 gydkei Zr-ben 3 és 4, ezekkel nem is kell béviteni (1 pont). Az x° — 1
felbontasi testében e polinomnak 6t kiilonb6zé gydke van, mert derivéltja 5z, és ennek csak
a nulla gyoke 7 karakterisztikiban, tehat nincs tobbszoros gyok (1 pont). Ezek a gyokok
egy 6todrendi részcsoportot alkotnak. Ha tehét a keresett testnek az elemszama 7", akkor
5| 7" —1, vagyis 7 rendje mod 5 osztoja n-nek. Ez a rend 4, vagyis a felbontéasi test legalabb
GF(7%) (3 pont). Ebben van 6telemt részcsoport Cauchy tétele miatt, és igy itt 25 — 1 is
gyoktényezokre bomlik (1 pont).



